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Vorwort zur ersten Auflage. 



Das vorliegende Werk ist verfafst worden zur Benutzung beim 
Studium und in der Praxis. Es soll den Studirenden die theoretischen 
Entwickelungen in klarer übersichtlicher Fassung übermitteln und ihnen 
an zahlreichen Beispielen zeigen, wie das durch die theoretischen Ent- 
wickelungen gewonnene praktisch anzuwenden ist und zwar in gröfserem 
Umfange, als dies allein durch Vorlesungen geschehen kann. Es soll 
aber auch als Führer in der Praxis dienen, und deshalb ist das Ver- 
fahren, wo es nur möglich und nützlich war, bis zur Aufstellung mecha- 
nischer Rechenregeln und einfacher Formulare entwickelt. Die Fassung des 
Werkes ist so einfach gehalten, dafs es jedem Fachmanne ohne weitere 
Anleitung gelingen dürfte, daraus das für ihn brauchbare zu gewinnen. 

Das Werk enthält, neben manchem anderen, die theoretischen 
Grundlagen der weit verbreiteten Preufsischen Anweisung IX vom 
25. Oktober 1881 für die trigonometrischen und polygonometrischen 
Arbeiten bei Erneuerung der Karten und Bücher des Grundsteuer- 
katasters und ähnlicher Anweisungen, sowie der bei Landestriangulationen 
und Landes-Nivellements vorkommenden wichtigsten Ausgleichungsrech- 
nungen. Es sind deshalb auch in den Formeln Bezeichnungen gewählt, 
die sich an die in der Anweisung IX und in den Veröffentlichungen 
über Landesaufnahmen vorkommenden anschliefsen, soweit es bei einer 
einheitlichen Durchführung der Bezeichnungen in dem ganzen Werke 
möglich war. 

Die EntWickelung des Verfahrens bis zur Aufstellung mechanischer 
Regeln und einfacher Formulare und die dadurch in vielen Fällen erzielte 
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VI Vorwort. 

bedeutende Vereinfachung der gesamten Rechnungen wird es ermög- 
lichen, auch oft nach der Methode der kleinsten Quadrate zu rechnen, 
wo dies bisher nicht geschah. Es wird dadurch die Anwendung von 
Näherungsverfahren weiter beschränkt werden können, die meistens 
ebenso viel Rechenarbeit erfordert, wie das zweckmäfsig geordnete Ver- 
fahren nach der Methode der kleinsten Quadrate und wobei überdies 
nur dann unter allen Umständen brauchbare Ergebnisse gewonnen 
werden, wenn der Rechner weit mehr Erfahrung und Geschick hat, als 
die Anwendung der Methode der kleinsten Quadrate erfordert. 

Dafs durch die Aufstellung mechanischer Regeln und von For- 
mularen das verständnislose Arbeiten auch bei solchen befördert werde, 
bei denen die Kenntnis des theoretischen Zusammenhanges des Verfahrens 
erwartet werden mufs, ist nicht zu befürchten ; denn man kann in der 
Praxis sehr oft die Erfahrung machen, dafs gerade die, die zunächst nur 
die mechanische Anwendung der Methode der kleinsten Quadrate kennen 
lernen, nachher das regste Interesse zeigen, sie eingehend zu studiren. 
Auch wird es nur vortheilhaft sein, dafs der in der Praxis stehende 
Geodät nach den mechanischen Regeln und Formularen in vereinzelt 
vorkommenden Fällen arbeiten kann, ohne erst alle zu benutzenden 
Formeln zu entwickeln, und dafs er bei umfangreichen Arbeiten leicht 
Gehülfen nach dem angegebenen Verfahren zur mechanischen Ausführung 
mancher Rechnungen ausbilden kann. 

Für die Wassermessungen ist in den Beispielen des I. Teiles eine 
Berechnung der mittleren Fehler durchgeführt, um zu zeigen, wie bei diesen 
Messungen ein Anhalt für die Genauigkeit der Ergebnisse gewonnen werden 
kann. Wenn in der Praxis häufiger die mittleren Fehler der einzelnen 
Messungen festgestellt und danach die mittleren Fehler der Endergeb- 
nisse berechnet würden, würde sehr oft ein ganz anderes Urteil über 
die Zuverlässigkeit der berechneten Geschwindigkeiten und Wassermengen 
erlangt werden, als es jetzt geschieht. Die im übrigen bei den Wasser- 
messungen vorkommenden und zur Behandlung nach der Methode der 
kleinsten Quadrate geeigneten Rechnungen werden nach ähnlichen im 
IL Teile behandelten Beispielen ohne weiteres durchgeführt werden 
können. 

Für das Studium der geschichtlichen Entwickelung der Theorie der 
Beobachtungsfehler und der Methode der kleinsten Quadrate, sowie der 
vielen zu ihrer tiefergehenden Begründung gemachten Versuche, die 
nicht aufgenommen werden konnten, sei auf die Theorie der Bcobach- 
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Vorwort. VII 

tungsfehler von Emanuel Czuber und die in diesem Werke nachgewiesene 
umfangreiche Original-Litteratur verwiesen. 

Die Hauptformeln sind in den Druckbogen a und b übersichtlich 
zusammengestellt. Beim Binden des Werkes w-erden diese beiden Bogen 
zweckmäfsig für sich geheftet. 

Bonn, Februar 1893. 

Otto Koll. 



Vorwort zur zweiten Auflage. 



Nachdem die i. Auflage dieses Werkes in 7 Jahren vergriffen ist, 
kann die 2. Auflage im wesentlichen unverändert erscheinen, da sich 
die I. Auflage beim praktischen Gebrauch gut bewährt hat. Die 
Beispiele zum I. Teil (§11) sind den gemachten Erfahrungen ent- 
sprechend erheblich vermehrt worden. Bei den direkten Beobachtungen 
(§ 16 und § 17) ist nicht, wie in der i. Auflage, vom arithmetischen 
Mittel als gegebenen Satz ausgegangen, sondern die Formeln sind nach 
der Methode der kleinsten Quadrate wie in allen anderen Fällen ent- 
wickelt. Die Richtungsbestimmungen aus Winkelbeobachtungen (§ 32) 
und die Berechnung von Liniennetzen (§ 58)*) sind wesentlich vereinfacht. 
Endlich ist in den geeigneten Fällen (bei dem Beispiel im i . Kapitel und 
in den §§ 31, 36 bis 38 des IV. Abschnittes) das Rechnungs verfahren für 
die Anwendung der Rechenmaschinen eingerichtet, da das Rechnen mit 
Logarithmen auch bei den geodätischen Rechnungen zweifellos in grofsem 
Umfange durch das Maschinenrechnen verdrängt werden wird. Hierbei 
wird ganz erheblich an Zeitaufwand gespart, und namentlich die am 
meisten vorkommenden Rechnungen können einfacher und eleganter 
gestaltet werden. Die Verfolgung der Rechnungen ist durch die Ein- 
stellung der für das Maschinenrechnen geeigneten Formeln nicht wesent- 



*) Nach Gaufs, Die trig. und polyg. Rechnungen in der Feldmefskunst. 2. Aufl. 
I. Teil. S. 538 u. f. 
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lieh erschwert , da nach diesen Formeln auch sehr gut logarithmisch 
gerechnet werden kann und in den gegebenen Rechnungen noch manche 
Zwischenzahlen aufgeschrieben sind, die bei der praktischen Durchführung 
der Rechnungen weggelassen werden können. 

Auf die Korrektur des Satzes ist alle mögliche Sorgfalt verwendet 
worden, wobei mein Kollege Hill m er mir wertvolle Hülfe geleistet hat. 
Ich danke ihm auch hier dafür und danke ferner der Druckerei für die 
aufserordentlich sorgfaltige Ausführung des schwierigen Satzes, wodurch 
die Korrektur sehr erleichtert worden ist. 

Endlich danke ich auch dem Herrn Verleger dafür, dafs er die 
2. Auflage ebenso wie die i. Auflage vorzüglich ausgestattet hat. 

Berlin, Juni 1901. 

Otto Koll. 



Digitized by 



Google 



Inhalts -Verzeichnis. 



I. TEIL. 

Theorie der Beobachtungsfehler. 

Seit« 

§ 1. Einleitung 1—2 

§ 2. Verschiedene Arten der Beobachtungsfehler 2 — 3 

§ 3. Wahrscheinlichkeit zufälliger Ereignisse 3 — 5 

§ 4. Hauptsätze der Wahrscheinlichkeitsrechnung 5 — 7 

§ 5, Beziehung zwischen der Gröfse der Beobachtungsfehler und der Wahrschein- 
lichkeit ihres Vorkommens 7 — 12 

§ 6. Der durchschnittliche, mittlere und wahrscheinliche Fehler 12 — 19 

§ 7. Untersuchung von Fehlerreihen 19—21 

§ 8. Fehlergrenzen 21—23 

§ 0. Fortpflanzung der Beobachtungsfehler 23 — 28 

§10. Gewichte und Fortpflanzung der Gewichte 28 — 34 

§11. Beispiele zum I. Teil 34—47 



IL TEIL. 

Methode der kleinsten Quadrate. 

I. Abschnitt. Einleitung. 

§ 12. Die zu lösenden Aufgaben 48 — 49 

§ 13. Grundsätze fQr die Lösung der ersten Aufgabe 49 — 53 

§ 14. Grundsatz fQr die Lösung der zweiten Aufgabe 53 — 54 

§ 15- Aufstellung besonderer Rechnungsverfahren für besondere Fälle der zu lösenden 

Aufgabe 54—55 



Digitized by 



Google 



Inhalts-Verzeichnis. 



Seit« 



II. Abschnitt. Direkte Beobachtungen. 

§ 16. Direkte gleich genaue Beobachtungen 56-60 

§ 17. Direkte ungleich genaue Beobachtungen 60-67 

§ 18. Berechnung des mittleren Fehlers aus Beobachtungsdifferenzen .... 67 — 76 

III. Abschnitt. Direkte Beobachtungen mehrerer Gröfsen, deren 
Summe einen bestimmten Sollbetrag erfüllen mufs. 

§ 19. Direkte gleich genaue Beobachtungen mehrerer Gröfsen, deren Summe 

einen bestimmten Sollbetrag erfQllen mufs 76 — 79 

§ 20. Direkte ungleich genaue Beobachtungen mehrerer Gröfsen, deren 

Summe einen bestimmten SoUbetrag erfüllen mufs 79 — 84 

§ 21. Beispiel zum II. und III. Abschnitt 84—91 

IV. Abschnitt, Vermittelnde Beobachtungen. 

1. Kapitel. Allgemeine Entwickelung des Verfahrens. 

§ 22. Gleichungen fQr die Beziehungen zwischen den wahren Werten der beob- 
achteten und der zu bestimmenden Gröfsen 91 — 93 

§ 23. Fehlergleichungen 93— 94 

§ 24. Näherungswerte 94— 97 

§ 25. Umgeformte Fehlergleichungen 97— 99 

§ 26. Endgleichungen 99—102 

§ 27. Auflösung der Endgleichungen und Berechnung der wahrscheinlichsten 

Werte der zu bestimmenden Gröfsen 102-106 

§ 28. Berechnung der wahrscheinlichsten Werte der Beobachtungsfehler sowie 
der mittleren Fehler der Gewichtseinheit und der Beobachtungs- 
ergebnisse 106—109 

§ 29. Rechenproben 110-118 

§ 30. Bildung der reduzirten Endgleichungen aus reduzirten Fehlergleichungen . 118 — 127 

2. Kapitel. Beispiele zu dem im 1. Kapitel entwickelten Verfahren. 

§ 31. Bogenschnitt gemessener Längen 127 — 131 

§ 32. Richtungsbestimmungen aus Winkelbeobachtungen 131 — 135 

§ 33. Richtungsbestimmungen aus Richtungssätzen. 1. Verfahren 136 — 148 

§ 34. Richtungsbestimmungen aus Richtungssätzen 2. Verfahren 148—156 

§ 35. Bestimmung der Hauptpunkte eines Polygonnetzes 156-168 

§ 36. Rückwärtseinschneiden 168—174 

§ 37. Vorwärtseinschneiden 174—179 

§ 38. Kombinirtes Vorwärts- und RQckwärtseinschneiden 180 — 185 

§ 39. Bestimmung einer geraden Grenzstrecke 185 — 188 

§ 40. Bestimmung der Multiplikationskonstanten eines Distanzmessers .... 189 — 192 

§ 41. Bestimmung einer Distanzteilung für den Okularauszug eines Femrohrs . 192—198 

V. Abschnitt. Bedingte Beobachtungen. 

1. Kapitel. Allgemeine Entwickelung des Verfahrens. 

§ 42. Einleitung 199 

§ 43. Anzahl der zu erfüllenden Bedingungen 200 

§ 44. Aufsuchung der zu erfQllenden Bedingungen 200 — 202 

§,45. Aufstellung der Bedingungsgleichungen 202—204 

§ 46. Widersprüche zwischen den Sollbeträgen und den Bcobachtungsergebnissen 204 — 205 

§ 47. Umformimg der Bedingungsgleichungen 205 — 207 



Digitized by 



Google 



Inhalts- Verzeichnis. XI 

Seite 

§ 48. Korrelat engl eicbungen und Endgleichungen 207 — 210 

§ 49. Auflösung der Endgleichungen, Rechenproben und mittlere Fehler der 

Gewichtseinheit und der Beobachtungsergebnisse 210 — 316 

§ 50. Bildung der reduzirten Endgleichungen aus reduzirten Bedingungs- und 

Korrelatengleichungen 216 — 227 

§ 51. Systematische Anordnung der Rechnungen 227 — 233 

2. Kapitel. Anwendung des Verfahrens auf die Bestimmung von Knoten- 
punkten in Polygonnetzen. 

§ 52. Spezielle Regeln für die Feststellung der zu erfüllenden Bedingungen . . 233 — 236 
§ 53. Aufstellung der Bedingungsgleichungen und weitere Durchführung der 

Rechnungen 236-241 

3. Kapitel. Anwendung des Verfahrens auf die Berechnung von 

Dreiecksnetzen. 

§ 54. Spezielle Regeln für die Feststellung der Gesamtanzahl der zu erfllllenden 

Bedingungen 241—245 

§ 55. Einteilung der Bedingungen in Klassen und spezielle Regeln fOr die Fest- 
stellung der Anzahl der zu erfüllenden Bedingungen einer jeden 
Klasse 246—249 

§ 56. Aufsuchung der zu erfüllenden Bedingungen 249 — 253 

§ 57. Aufstellung der Bedingungsgleichungen und weitere Durchführung der 

Rechnungen 253—261 

4. Kapitel. Anwendung des Verfahrens auf die Berechnung von 

Liniennetzen. 

§ 58. Entwickelung der Formeln und Durchführung der Rechnungen , . . . 262 — 267 

VI. Abschnitt. Bedingte vermittelnde Beobachtungen. 

§ 59. Aufstellung der allgemeinen Formeln 268 — 269 

§ 60. Getrennte Bestimmung der wahrscheinlichsten Werte der zu bestimmenden 
Gröfsen nach dem Verfahren für vermittelnde Beobachtungen und 
der diesen Werten noch beizufügenden Verbesserungen nach dem 

Verfahren für bedingte Beobachtungen 270—276 

§ 61. Anwendung des Verfahrens auf die Berechnung von Dreiecksnetzen . . 276 — 285 

VII. Abschnitt. Gewichte und mittlere Fehler der wahrscheinlichsten 
Vierte der zu bestimmenden Gröfsen und von Funktionen derselben. 

1. Kapitel. Für vermittelnde Beobachtungen. 

§ 62. Gewichte und mittlere Fehler der wahrscheinlichsten Werte der zu be- 
stimmenden Gröfsen 285—290 

§ 63. Gewicht und mittlerer Fehler einer Funktion der wahrscheinlichsten Werte 

der zu bestimmenden Gröfsen 290—292 

§ 64. Beispiele zu dem in den §§ 62 und 63 entwickeUen Verfahren .... 293—306 

2. Kapitel. Für bedingte Beobachtungen. 

§ 65. Gewicht und mittlerer Fehler einer Funktion der wahrscheinlichsten Werte 

der beobachteten Gröfsen 306-311 

§ 66. Beispiele zu dem im §65 entwickelten Verfahren . 311—316 



Digitized by 



Google 



XII 



Inhalts- Verzeichnis. 



Seite 



3. Kapitel. Für bedingte vermittelnde Beobachtungen. 



§ 67. Gewicht und mittlerer Fehler einer Funktion der wahrscheinlichsten Werte 

der zu bestimmenden Gröfsen 317 — 322 

§ 68. Beispiel zu dem im § 67 entwickelten Verfahren 322—323 



Formeln. 

I. Teil. Theorie der Beobachtungsfehler. 

Formeln 1 — 6. Hauptsätze der Wahrscheinlichkeitsrechnung 3 

Formeln 7 — 27. Theorie der Beobachtungsfehler 3 — 5 

Formeln 28 — 33. Fortpflanzung der Beobachtungsfehler 5 

Formeln 34 — 39. Berechnung der Gewichte und mittleren Fehler 5 — 6 

Formeln 40 — 45. Fortpflanzung der Gewichte 6 

II. Teil. Methode der kleinsten Quadrate. 

Grundformeln 46 und 47 7 

Formeln 48— 67. Direkte Beobachtungen 7—8 

Formeln 68 — 89. Berechnung des mittleren Fehlers aus BeobachtungsdifFerenzen 8 — 9 
Formeln 90 — 107. Direkte Beobachtungen mehrerer Gröfsen, deren Summe 

einen bestimmten Sollbctrag erfüllen mufs 9 — 10 

Formeln 108—146. Vermittelnde Beobachtungen 11—16 

Formeln 147—185. Bedingte Beobachtungen 17—21 

Formeln 186—215. Bedingte vermittelnde Beobachtungen 22—24 

Formeln 216—254. Gewichte und mittlere Fehler der wahrscheinlichsten Werte 

der zu bestimmenden Gröfsen und von Funktionen derselben und zwar 

1. für vermittelnde Beobachtungen 25 — 27 

2. for bedingte Beobachtungen 27-29 

3 fllr bedingte vermittelnde Beobachtungen 29 — 31 



Digitized by 



Google 



I. TEIL - 

Theorie der Beobachtungsfehler. 



§ 1. Einleitung. 

1. Die Ergebnisse aller unserer Messungen sind, wenn wir die Messungen 
auch mit aller erforderlichen Sorgfalt ausführen, stets mit Messungs- oder 
Beobachtungs fehlem behaftet. Diese Fehler sind im allgemeinen mehr oder 
minder grofs, je nachdem bei der Messung gröbere oder feinere Instrumente 
verwendet werden und je nachdem dies oder jenes Messungsverfahren ein- 
geschlagen wird. 

Die Messungs- oder Beobachtungsfehler gehen über auf alle Gröfsen, die aus 
den Messungsergebnissen abgeleitet werden; demnach sind auch diese Gröfsen im 
allgemeinen mit mehr oder minder gröfsen Fehlern behaftet. Damit die aus den 
Messungsergebnissen abgeleiteten Gröfsen aber dennoch für einen bestimmten Zweck 
verwendet werden können, müssen die Fehler innerhalb gewisser Grenzen liegen, 
die für verschiedene Zwecke in der Regel verschieden sein werden. 

Soll beispielsweise die Karte eines hochwertigen städtischen Grundstückes 
benutzt werden, um danach die Pläne für die Bebauung des Grundstückes zu fertigen 
und soll die Flächengröfse des Grundstückes benutzt werden, um danach und nach 
dem Vereinbalten Preise ftlr die Flächeneinheit den Kaufpreis zu bestimmen, so 
müssen die Grenzen, zwischen denen die Fehler aller Mafse liegen müssen, weit 
enger sein, als wenn die Karte von einem Wiesengrundstücke und dessen Flächen- 
gröfse lediglich benutzt werden soll, um einen Plan für die Bewässerung des Grund- 
stückes zu entwerfen und den Preis für die Ausführung der geplanten Anlage zu 
ermitteln. 

Deshalb ist nach dem Zweck, der durch die Messungen erreicht werden soll, 
zu bestimmen, wie grofs die Fehler sein dürfen, womit die zu bestimmenden Gröfsen 
behaftet sein können und wie grofs dementsprechend auch die Beobachtungsfehler 
sein dürfen, oder kürzer ausgedrückt, welcher Grad von Genauigkeit erreicht 
werden mufs. 

2. Von dem Grade der Genauigkeit ist weiter auch der zu dessen Erreichung 
erforderliche Arbeits- und Kostenaufwand abhängig. Je genauer die Arbeiten aus- 

Koll. 2. Aufl. 1 
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2 Theorie der Beobachtungsfehler. I. T. 

geführt werden, desto gröfser wird im allgemeinen auch der Arbeits- und Kosten- 
aufwand sein. Nun wird aber stets verlangt, diesen Aufwand auf ein Minimum zu 
beschränken; und somit ist in jedem Falle die Aufgabe zu lösen, für die aus- 
zuführende Messung die Instrumente und dasVerfahren so zu wählen, 
dafs mit einem möglichst geringen Arbeits- und Kostenaufwande der 
Genauigkeitsgrad erreicht wird, der für den Zweck der Arbeit 
erforderlich ist. 

Um diese Aufgabe lösen zu können, müssen wir uns eingehend mit den Be- 
obachtungsfehlern beschäftigen und Regeln zu gewinnen suchen, denen diese schein- 
bar ganz regellos auftretenden Fehler folgen. 



§ 2. Verschiedene Arten der Beobachtungsfehler. 

1. Wir unterscheiden drei verschiedene Arten der Beobachtungsfehler, nämlich 
grobe Fehler, konstante Fehler und zufällige Fehler. 

Als grobe Fehler bezeichnen wir solche Fehler, die in Folge eines groben 
Versehens auftreten, also, beispielsweise bei Längen messungen, Fehler von 1™, 
2"», 5"», 10", 20™ u. s. w., die durch unrichtige Ablesung oder in Folge unrichtigen 
Zählens der ganzen Latten- oder Mefsbandlängen entstehen. 

Unsere Messungen müssen stets so angeordnet werden, dafs die auftretenden 
groben Fehler als solche erkannt werden können; die mit groben Fehlern be- 
hafteten Messungsergebnisse müssen verworfen und durch andere, durch Nach- 
messung gewonnene, nicht mit groben Fehlem behaftete Messungsergebnisse ersetzt 
werden. Die Erörterung darüber, wie die Messungen zweckmäfsig anzuordnen sind, 
damit die auftretenden groben Fehler als solche erkannt werden können, und wie 
die Messungsergebnisse herausgefunden werden können, die mit groben Fehlern 
behaftet sind, gehört in das Gebiet der Landmefskunde und bleibt im folgenden 
unberücksichtigt. 

2. Als konstante Fehler bezeichnen wir solche Fehler, die die Messungs- 
ergebnisse stets in demselben Sinne beeinflussen oder durch die die Messungs- 
ergebnisse entweder stets zu grofs oder stets zu klein werden. Die konstanten 
Fehler entstehen meistens durch Un Vollkommenheiten der von uns bei den Messungen 
benutzten Instrumente und dadurch, dafs wir einzelne Messungsoperationen regel- 
mäfsig in gleicher Weise unvollkommen ausftihren. Beispielsweise entstehen bei 
Längenmessungen konstante Fehler dadurch, dafs die benutzten Mefslatten u. s. w. 
nicht genau ihre richtige Länge haben, dafs sie nicht genau in die zu messende 
Linie gelegt werden u. s. w.. Je nachdem die Latten zu lang oder zu kurz sind, 
wird sich ein zu kleines oder ein zu grofses Längenmafs ergeben, und in Folge 
des Ausweichens aus der zu messenden Linie wird das Längenmafs jedesmal 
zu grofs. 

Die konstanten Messungsfehler müssen in ihrer Gröfse durch möglichst ge- 
naue Berichtigung der Instr-umente beschränkt werden. Ferner müssen die Messungen, 
wenn irgend thunlich, so angeordnet werden, dafs die konstanten Fehler unschäd- 
lich gemacht werden, indem solche Messungsergebnisse, die die konstanten Messungs- 
fehler im entgegengesetzten Sinne enthalten, zu einem von den konstanten Fehlem 
freien Endergebnis vereinigt werden. Endlich müssen solche Messungsergebnisse, 
die nicht von konstanten Fehlern befreit werden können, bei der Berechnung der 
daraus abzuleitenden Gröfsen thunlichst derart verwertet werden, dafs diese Gröfsen 
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SO wenig wie möglich dadurch beeinflufst werden. Wie dies alles auszuführen ist, 
ist ebenfalls nicht im folgenden, sondern in der Landmefskunde zu erörtern. 

3. Die zufälligen Fehler sind die unvermeidlichen,* das Messungsergebnis 
rein zufallig bald im positiven, bald im negativen Sinne beeinflussenden, nach Aus- 
scheidung der groben und konstanten Fehler übrigbleibenden Beobachtungslehler. 
Die zufälligen Fehler setzen sich zusammen aus sehr vielen Einzelfehlern. 
Wenn wir beispielsweise mit einem Theodoliten einen Winkel messen, so setzt sich 
der zufällige Beobachtungsfehler zusammen aus den kleinen Fehlern, die bei der 
Aufstellung des Instrumentes über dem Winkel punkte, bei der Centrirung der anzu- 
visirenden Signale, bei der Horizontalstellung des Teilkreises, bei der Einstellung 
der Signale zwischen den Fäden des Fadenkreuzes, bei der Ablesung am Teil- 
kreise u. s. w. entstehen. Alle die angeführten Fehler sind wieder zusammengesetzt 
aus sehr vielen kleineren Fehlern; und wenn uns unsere Sinne erlaubten, auch die 
kleinsten Fehler wahrzunehmen und festzustellen, so würden wir erkennen, dafs 
der bei einer Winkelmessung vorkommende und auch jeder andere vorkommende 
Beobachtungsfehler zusammengesetzt ist aus sehr vielen sehr kleinen Einzelfehlern. 

Da nun, wie wir bereits besprochen haben, unsere Messungen so angeordnet 
werden müssen, dafs etwa auftretende konstante oder einseitig wirkende Fehler 
nicht in das Endergebnis der Messung übergehen, der hier allein zu betrachtende 
zufällige Beobachtungsfehler des Endergebnisses also nur die zuflllligen Einzel- 
fehler umfafst, die bald positiv, bald negativ sind, so können wir, wenn wir noch 
die Annahme machen, dafs alle sehr kleinen Einzelfehler gleich grofs sind, die 
Hypothese aufstellen: 

Der zufällige Beobachtungsfehler eines Messungsergebnisses 
ist gleich der algebraischen Summe der in sehr grofser Zahl auf- 
tretenden, sehr kleinen, gleich grofsen, positiven und negativen 
zufälligen Einzelfehler.*) 

Um, von dieser Hypothese ausgehend, weitere Regeln zu gewinnen, müssen 
wir zunächst einige allgemeine Sätze über zufällige Ereignisse entwickeln. 



§ 3. Wahrscheinlichkeit zufälliger Ereignisse. 

1. Als zufällige Ereignisse bezeichnen wir solche, die durch Ursachen 
herbeigeführt werden, deren Zusammenhang oder deren Wirkung wir nicht in 
solcher Weise zu erkennen vermögen, dafs wir das durch sie bedingte Ereignis 
voraus bestimmen können. 

Werfen wir z. B. einen richtig konstruirten Würfel auf eine Platte, so sagen 
wir, dafs es zufällig ist, welche Seite des Würfels oben erscheint. Die Ursachen, 
-die es bedingen, dafs eine bestimmte Seite des Würfels nach oben kommt, sind: 
die Lage des Würfels in unserer Hand, die Krafl, mit der wir den Würfel werfen, 
-die Entfernung der Hand von der Platte, die Richtung des Würfels gegen die 
Platte, die Beschaffenheit der Platte u. s. w.. Die Wirkung aller dieser Ursachen 
ist aber so wenig sicher voraus bestimmbar, dafs wir nicht sagen können, welches 
das durch sie bedingte Ereignis sein wird, welche Seite nach oben kommen wird. 
Ebenso werden wir es als zufällig gelten lassen müssen, welche Karte gezogen wird, 
wenn wir jemand aus einer Reihe von Karten eine ziehen lassen. 



*) Vergleiche die Grundzüge der Wahrscheinlichkeits-Rechnung von G. Hagen, Berlin, 
Ernst & Korn. 
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2. Wenn wir nun eine Reihe gleichartiger zufälliger Ereignisse und das Vor- 
kommen eines der zufälligen Ereignisse aus dieser Reihe ins Auge fassen, so 
werden wir weiter sagen können, dafs es gleich wahrscheinlich ist, ob dies oder 
jenes Ereignis vorkommt. 

Wenn wir also einen Würfel einmal aufwerfen, dessen Seiten 1, 2, 3, 4, 5, 
6 Augen aufweisen, so werden wir sagen können, dafs es gleich wahrscheinlich ist,, 
ob wir 1, 2, 3, 4, 5 oder 6 werfen. 

Werfen wir zwei solcher Würfel zusammen auf, so können die folgenden 
Würfe vorkommen: 



* Es zeigt: 




Würfel! Würfeln 


W.I,W.II 


W. 1 1 W. II 


W. I , W. 11 


w.i:w.ii 


W.l W.II 


1 Auge 1 Auge 


2 A. ' 1 A. 


3 A. 1 A. 


4 A.i 1 A. 


5 A. 1 A. 


6 A.| 1 A. 


1 „ 12 Augen 


2 , |2 , 


8 . ' 2 „ 


4 , 2 „ 


5 „ ; 2 , 


6 „ 1 2 „ 


1 « |3 „ 


2 „ '3 „ 


3 „ ' 3 , 


4 „ 3 „ 


5,3, 


6 „ 1 3 , 1 


1 . 4 „ 


2 „ 1 4 „ 


3,4, 


4 , i4 , 


5 , 4 „ 


6 „ , 4 „ 1 


1 » ,5 „ 


2 „ 1 5 „ 


3 , 5 „ 


4 , 5 „ 


5 , 5 „ 


6 n ,-5 „ 


1 „ :6 n 

1 1 


2 , , 6 , 


3 , 1 6 „ 


4 , 6 „ 


5 „ 6 „ 


6 «'6 „ 



Auch in diesem Falle werden wir sagen können, dafs das Vorkommen eines 
jeden dieser Würfe beim einmaligen Aufwerfen der beiden Würfel gleich wahr- 
scheinlich ist. 

3. Betrachten wir aber weiter das Ergebnis, das aus dem Zusammentreffen 
mehrerer zufälligen und gleich wahrscheinlichen Ereignisse folgt, so erkennen wir 
leicht, dafs das Vorkommen der verschiedenen möghchen Ergebnisse nicht gleich 
wahrscheinlich ist, weil unter den überhaupt möglichen Ergebnissen die verschiedenen 
Ergebnisse nicht in gleicher Anzahl vorkommen. 

Betrachten wir beispielsweise die vorstehend aufgeführten Würfe, die aus 
dem Zusammentreffen aller mit zwei einzelnen Würfeln möglichen Würfe folgen 
und stellen die Augenzahlen fest, die diese Würfe ergeben, so finden wir, dafs 
unter den überhaupt möglichen 36 Würfen sich 

1 Wurf befindet, der die Augenzahl 2, 

2 Würfe befinden, die die Augenzahl 3, 



3 










4, 


4 










5, 


5 










6. 


6 , 










7, 


5 , 










8, 


4 










9, 


3 










10, 


2 , 










11, 



1 Wurf befindet, der die Augenzahl 12 
ergiebt. 

Hiernach sehen wir, dafs unter den überhaupt möglichen die die verschiedenen 
Augenzahlen ergebenden Würfe nicht gleich oft vorkommen und wir können 
daraus schliefsen, dafs es nicht gleich wahrscheinlich ist, beim Werfen mit zwei 
Würfeln diese oder jene Augenzahl zu erhalten. Wir finden, dafs es am wahr- 



Digitized by 



Google 



§ 4. Hauptsätze der Wahrscheinlichkeitsrechnung. 5 

scheinlichsten ist, die Augenzähl 7 zu werfen, schon weniger wahrscheinlich, die 
Augenzahlen 6 und 8, noch weniger wahrscheinlich, die Augenzahlen 5 und 9, 
4 und 10, 3 und 1 1 zu werfen, und dafs es am unwahrscheinlichsten ist, die Augenzahlen 
2 und 12 zu werfen. Wir erinnern uns auch daran, dafs bei den kindlichen Würfel- 
spielen diesem Verhältnis Rechnung getragen wird, indem die Gewinne für die 
verschiedenen Würfe abgestuft und namentlich auf die Würfe 2 und 12 immer die 
höchsten Gewinne gesetzt werden. 

Wenn wir in ähnlicher Weise die Ergebnisse betrachten, die wir beim Werfen 
mit 3 oder mehr Würfeln erhalten, so finden wir, dafs sich bei Hinzunahme eines 
weiteren Würfels die Zahl der möglichen Würfe jedesmal auf die 6 fache Zahl 
erhöht, so dafs für n Würfel die Zahl der möglichen Würfe gleich 6** ist. 
Femer finden wir, dafs in jedem Falle die am meisten vorkommende Augen- 
zahl gleich B\i n ist, wenn die durchschnittliche Zahl der Augen eines Würfels 

-g = 3* j , und n die Anzahl der Würfel ist. Beachten wir dann 

noch, dafs es für die Erlangung einer bestimmten Augenzahl ganz gleich ist, ob 
n Würfel einmal, oder ob 1 Würfel nmal aufgeworfen wird, so können wir weiter 
schliefsen, dafs es am wahrscheinlichsten ist, bei » maligem Aufwerfen eines Würfels 
8*/a n Augen zu werfen. 

. In ähnlicher Weise, wie wir hier für das Würfelspiel schon einigen Anhalt 
für das Vorkommen bestimmter zufälliger Ereignisse gewonnen haben, können wir 
auch für andere Fälle solchen Anhalt gewinnen. Wir erkennen also schon, dafs 
sich in der That für das Vorkommen zufälliger Ereignisse gewisse Regeln auf- 
stellen lassen. Damit wir diese aber in bestimmtere Form fassen können, müssen 
wir uns zunächst einige Hauptsätze der Wahrscheinlichkeitsrechnung aneignen. 



• § 4. Hauptsätze der Wahrscheinlichkeitsrechnung. 

Hauptsatz I: Die Wahrscheinlichkeit ir für das Eintreffen eines 
Ereignisses ist, wenn alle in Betracht kommenden Fälle gleich wahr- 
scheinlich sind, das Verhältnis der Anzahl n derjenigen Fälle, die 
für das Ereignis günstig sind, zur Anzahl N aller möglichen Fälle; 
es ist also. 

(1) w = ^^ 

Die Wahrscheinlichkeit Wn dafür, dafs das Ereignis nicht ein- 
trifft^ ist: 

(2) »r„=^-p. 

Die Summe der Wahrscheinlichkeiten W und Wn ist: 

(3) W+Wn-=^+^y''=y=l= der Gewifsheit. 

Wenn ein Würfel aufgeworfen wird, so sind die 6 Fälle möglich, 1, 2, 3, 4, 
5 oder 6 Augen zu werfen, und alle diese Fälle sind gleich wahrscheinlich. Für 
das Ereignis, mit dem Würfel z. B. 2 Augen zu werfen, ist einer dieser 6 Fälle 
günstig. Demnach ist die Wahrscheinlichkeit dafür, mit einem Würfel 2 Augen 

zu werfen: ^= /»> ferner die Wahrscheinlichkeit dafür, nicht 2 Augen zuwerfen: 
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Wn= o— = n und endlich die Wahrscheinlichkeit dafHr, entweder 2 oder nicht 

D D 

2 zu werfen: 

rr+ 1F„ = J + f = ^ = 1 = der Gewifsheit. 
b o o 

Hauptsatz Il:Die Wahrscheinlichkeit TK für das Eintreffen eines 
Ereignisses ist, wenn die in Betracht kommenden Fälle nicht gleich 
wahrscheinlich sind, gleich der Summe der Wahrscheinlichkeiten, 
w,, «2, wa* der für das Ereignis günstigen Fälle; es ist'also: 



(4) Tr=iPi + fr, + w, + . 



Sind in einem Haufen Karten 5 Treifs, 4 Piques, 8 Coeurs und 7 Carreaus, 
also zusammen 24 Karten gemischt, so ist nach Formel (1) die Wahrscheinlichkeit 

dafür, aus diesem Haufen Treif zu ziehen: ^i = nAt ^^ Wahrscheinlichkeit dafHr, 

4 
Pique zu ziehen: w, ='p. und demnach die Wahrscheinlichkeit dafür, aus dem 

Haufen eine schwarze Karte zu ziehen, nach Formel (4): 

Diese Wahrscheinlichkeit erhalten wir auch nach dem Hauptsatz I; denn unter 
den 24 Karten sind im ganzen 9 schwarze Karten und demnach ist die Wahrschein- 
lichkeit dafür, eine schwarze Karte zu ziehen, nach Formel (1): 

24-'8* 

Hauptsatz III: Die Wahrscheinlichkeit Wz für das Zusammen- 
treffen mehrerer von einander unabhängigen Ereignisse ist gleich 
dem Produkte der Wahrscheinlichkeiten w,, tPj, vg, für das Ein- 
treffen dieser Ereignisse; es ist also: 

(5) fF, = »1 . »j . tr, 

Sind in einer Urne 13 weifse und 3 schwarze Kugeln, in einer zweiten Urne 
7 weifse und 5 schwarze Kugeln, so ist nach Formel (1) die Wahrscheinlichkeit 

dafür, aus der ersten Urne eine schwarze Kugel zu ziehen: tr , = , und die Wahr- 
scheinlichkeit dafür, aus der zweiten Urne eine schwarze Kugel zu ziehen: 1P2 = ^ö* 

Demnach ist die Wahrscheinlichkeit dafür, bei je einem Zuge aus beiden Urnen 
nur schwarze Kugeln zu ziehen, nach Formel (5): 

^ 3 5 15 6 

^'^^^•'^^ = 16-12 = 192 = 64- 

Denken wir uns die Kugeln in der Urne I mit den Nummern 1, 2, 3, ... 16, 
in der Urne II mit den Nummern 1, 2, 8, ... 12 so bezeichnet, dafs die schwarzen 
Kugeln in beiden Urnen die ersten Nummern haben, so sind folgende Fälle mög- 
lich, worin aus beiden Urnen nur schwarze Kugeln gezogen werden: 
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1 

1 

Urne I \ Urne II 


Es 
U. I 


wird 

u. n 


gezogen aus: 
U. I 1 U. II U. 1 


U. II 


U. I 


U. II 


1 

1 Kugel 1 1 Kugel 1 

.21,1 

: » 3 ' ,1 


K. I ! 

' - 2 ; 

» 3 ! 


K. 2 
„ 2 
» 2 


K. 1 1 K. 3 
. 2 ' , 3 
» 3 : , 3 


K. 1 
, 2 
, 3 


K. 4 

n 4 
» 4 


K. 1 
„ 2 
, 3 


! K. 5 

1 » 5 



Die Anzahl dieser für das Ereignis, nur schwarze Kugeln zu ziehen, günstigen 
Fälle ist: h = 3-5 = 15, und die Anzahl aller überhaupt möglichen Züge ist, wie 
leicht zu Obersehen ist, : ^= 16 • 12 = 192. Demnach ist die Wahrscheinlichkeit dafür, 
bei je einem Zuge aus beiden Urnen nur schwarze Kugeln zu ziehen, nach Formel (1) : 

15 5 
H^=-Q2 = 64* übereinstimmend mit der oben tiach Formel (5) erhaltenen Wahr- 
scheinlichkeit Wz . 

Hauptsatz IV: Die Wahrscheinlichkeit Wz für das Zusammen- 
treffen zweier von einander abhängigen Ereignisse ist gleich der 
Wahrscheinlichkeit w für das Eintreffen des ersten Ereignisses mal 
der Wahrscheinlichkeit oj dafür, dafs nach dem Eintreffen des ersten 
Ereignisses das zweite Ereignis eintreffen wird, es ist also: 

(6) . Fz = w • ö) . 

Liegen in 2 von 3 Urnen nur weifse Kugeln, in der dritten Urne nur schwarze 
Kugehi, und ist es unbekannt, in welchen von den drei Urnen die weifsen oder 
schwarzen Kugeln liegen, so ist die Wahrscheinlichkeit dafür, aus Urne I eine weifse 

2 
Kugel zu ziehen, nach Formel (!):»=-. Ist dies Ereignis eingetreten, ist also 

ö 

thatsächlich aus Urne I eine weifse Kugel gezogen, so ist die Wahrscheinlichkeit 
dafür, nun ebenfalls aus Urne II eine weifse Kugel zu ziehen, nach Formel (1): 

ü) = o • I^emnach ist die Wahrscheinlichkeit dafür, dafs die Urnen I und II die 

weifsen Kugeln enthalten, nach Formel (6): 



Ws. 



2 1 
3*2 



Diese Wahrscheinlichkeit erhalten wir auch direkt nach Formel (1); denn es 
sind überhaupt nur die 3 Fälle möglich, dafs Urne I und II, dafs Urne I und III 
oder dafs Urne II und III die weifsen Kugeln enthalten, und unter diesen 3 Fällen 
ist nur der erste Fall für das von uns ins Auge gefafste Ereignis, dafs die Urnen l 

und II die weifsen Kugeln enthalten, günstig; somit ist nach Formel (1): W= • 

§ 5. Beziehung zwischen der Gröfse der Beobachtungsfehler 
und der Wahrscheinlichkeit ihres Vorkommens. 

1. Kehren wir nun zur Betrachtung der Beobachtungsfehler zurück, so können 
wir die am Schlüsse des § 2 aufgestellte Hjrpothese noch durch den Zusatz er- 
weitem, dafs die Wahrscheinlichkeit für das Vorkommen positiver und negativer 
Einzelfehler gleich ist, was unmittelbar aus dem Charakter der zufälligen Einzel- 
fehler folgt. Hiemach lautet die Hypothese: 

(7) Der zufällige Beobachtungsfehler eines Messungsergebnisses 
ist gleich der algebraischen Summe der in sehr grofser Anzahl auf- 
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tretenden, sehr kleinen, gleich grofsen, positiven und negativen zu- 
fälligen Einzelfehler, und die Wahrscheinlichkeit für das Vorkommen 
positiver und negativer Einzelfehler ist gleich. 

2. Verfolgen wir nun die Bildung eines Beobachtungsfehlers aus positiven 
und negativen zufälligen Einzelfehlem, die mit + e und — e bezeichnet werden 
mögen, so ergiebt sich folgendes: 
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Die Zahlen, die angeben, in wie vielen Fällen der Beobachtungsfehler auf 
e, 2e, Scf anwächst, sind Binomialkoeffizienten, also ist: 

\2/ 1-2" '•••' \v)~ r.2-3-....i/ 

Die Gesamtzahl aller möglichen Fälle ist allgemein 2^*'; denn beim Auf- 
treten eines Einzelfehlers sind 2 Fälle möglich und mit jedem neu auftretenden 
Einzelfehler ergeben sich aus 'jedem möglichen Falle immer zwei neue mögliche Fälle. 

3. Die Wahrscheinlichkeit dafür, dals sich aus einer Reihe von zufälligen 
Einzelfehiem ein bestimmter Beobachtungsfehler bildet, ist nach dem Hauptsatz I 
der Wahrscheinlichkeitsrechnung gleich der Anzahl der für dies Ereignis günstigen 
Fälle dividirt durch die Anzahl aller möglichen Fälle. 

Demnach ist die Wahrscheinlichkeit Wo, W^e, Wac dafür, dafs sich beim 
Auftreten von 4 zufälligen Einzelfehlem die Beobachtungsfehler 0, ±2e, ± 4 c bilden, 
nach der vorstehenden Tabelle: 

Ferner ist allgemein die Wahrscheinlichkeit Wo,W2i,Was, W2Qt,W2{Q-^i)e, 

W2{v-2)£, W2{v-i)e, W2ve dafÜr, dafs sich beim Auftreten von 2 v zufälligen Einzel- 
fehlem die Beobachtungsfehler 0, ±2e, ±4£,.... ±2Qe, ±2{^+l)e, .... ±2(v— 2)e, 
2{p — l)e, 2ve bilden: 

wo=(':)2-^% iK.,==(;_:>--, TF..=(/j'>---, , 

OV TF.,. = (/_:J2-- ^^2(..i)e^(_f;^,j)2-- , 

Der Zahlenwerth von 2"^^ nimmt sehr rasch ab mit zunehmendem v. Er ist 

. für v= i, ,^^ . für v = o, , -, . . .^^ für »» = 10 U.S.W. . Somit wird beim Auftreten 
4 lü^4 1 Ü4öö/D 

einer gröfseren Zahl zufälliger Einzelfehler auch die Wahrscheinlichkeit W2vt, 
1^2, v — n«, W2iv -2)tf für das Vorkommen der sehr grofsen Beobachtungs- 
fehler f 2 VC, ± 2(v — l) e, ± 2 {»'—2) e, sehr gering, wodurch es zu erklären 

ist, dafs bei Beobachtungen, wo sehr viele Einzelfehler auftreten, doch sehr grofse, 
aus der Anhäufung sehr vieler positiver oder sehr vieler negativer Einzelfehler 
entstehende Beobachtungsfehler nicht vorkommen, obwohl ihr Vorkommen denk- 
bar ist. 

4. Aus der Betrachtung der unter Nr. 2 und 8 gewonnenen Ergebnisse können 
wir bereits folgendes entnehmen: 

(8) Es ist am wahrscheinlichsten, dafs der Beobachtungsfehler 
Null vorkommt. 

Die Wahrscheinlichkeit für das Vorkommen der verschiedenen 
Beobachtungsfehler ist verhältnismäfsig sehr viel kleiner für 
gröfsere als für kleinere Beobachtungsfehler, sie ist verschwindend 
klein für sehr grofse Beobachtungsfehler. 

Das Vorkommen gleich grofser positiver und negativer Be- 
obachtungsfehler ist gleich wahrscheinlich. 

5. Aus den in (1*) gewonnenen Ausdrücken für die Wahrscheinlichkeit Wo 
und W2q£ dafür, dafs der Beobachtungsfehler oder 2 ^ e vorkommt, können wir 
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eine einfache allgemeine Gleichung entwickeln, die die Beziehung darstellt zwischen 
der Gröfse eines Beobachtungsfehlers und der Wahrscheinlichkeit seines Vor- 
kommens. 

Wir benutzen hierbei die folgenden Formeln: 

(2*) %! = 1.2.3 (x-l).X = y2^.X 2.^ '■^i2x 360x. + i2ß0x. ""^ 

(3-) -=l + iT+2l + 81 + l^ + -- 

(4') lg(l+*) = y-2 + 3---4+---- 

worin ;r = 8,141 592 der halbe Umfang des Kreises für den Radius r *= 1 und e 

die Grundzahl der natürlichen Logarithmen ist. 
Nun ist nach (1*): 

(5*) Wo = (^j) 2 - 2 ^ , und darin : 

/fi*. /2s.\_ 2a..(2^~l) (y + 2). («.+ !) 

^^ \v/"" 1 .2 ..;...(!.- 1"). V 

= 2 y.(2y -l).. . . . {v + 2 )'(v+l)-v(v— l ) 2 1 

1 • 2- .....(v— 1). V 'V'(v^i) 21 

i ^2.« ^12. 2v 300(2v)«^ 



{2v)\ l/2.T-(2v) "^2.« "^ 12.2V 300(2v)« 

C 7t • V ' C 

~i/i;lr V 8i."^i28i.«^lÖ24i;» "r 



o2v _1. ._!_. 92v 

______ g 8v^l92v»^ __'^. 

danach ist: 

^^'^ ^' ^ y *. ^ (^ ~ 8'a. + 1287"» + TÖ24 *. 3 "" ) 

oder, wenn v sehr grofs ist, : 

y vTi 
Sodann ist nach (1*) : 

(9') W2qb = (^^ ) 2 - 2 »^ , und darin: 

iW\ / 2 a' \ 2 1. (2 ^^1) (v± g + 2) > (j-t g+1) 

^ nv-^l 1 . 2. (^-(^-i)).(^_^) 

_ 2^ l(ii'_-_l ) (v + Q-^'^)(v'+Q + !)•( ^ + g) ( »' + g-l ) . .^. 2^. J 

1 . 2. (^^(^ + 1)). (^_^) .(^4.^). (7+^-1) 2-1 

(^v)\ 

(v^q)\\v+q)\' 

Während nach (5*) und (6') lFo=-^ V-V2~-*' ist, ist nach (9') und (10*) 
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W, -(„_p)!(v+e)! 



§ 5. Beziehung zwischen der Gröfse der Beobachtungsfehler und ihrer Wahrscheinlichkeit. 11 
TIT., _ . ,.»-.» 

(11') 

?_^JJ[ 

_ 1 4. 4- ^ 4. i P- "- -^ ^_ / ^ _*'' + ^*'P*^ 4. 

__(__y_Y ^ 2 . /_*' \*'"*'^"^ 2 "^eVV v»+()V 180 VV* (v* — Q*)V 

\v — qI \v-{- qJ 

Ferner ist nach (4*) : 

<'^-> ■t(r-,)=-M'-c)=+:+Mj)"+i(:)'+i(t)'+ 

on ^-;-)=-„(. + j)=-; + '(:M(«)'+'(-j)'- 

wonach 

114-) (,-e+5)l8(-l-^) + (v + f+J)ls(4-) 

=-2,;+,2.+.,^(j)'-.,|(;-)'+,..+.,J(e)'-.... 

=4-yer-a"-i)er-(i'-j)(-:r-(i'-i)(:)'- 

oder da ^ , 41 g * g > gegenüber v, ^v, ^^v , ^g v , verschwindend 



klein ist, 


















= 


V 


1 
"6 


9* 


1 (»• 
15 t.» 


28 r* 


wird, 


und somit 














(15') 


(,-.)■■ 


--] 


•t;- 


.)• 


' + ()-+ 


1 


_e'_ 

V 


wird. 


Endlich ist: 















6 v« 15 v» 28 v' 

^ ' ^eU v2--_-^-a;— 6^a ^ 6v«t;' Bv^v» öv«^^ ' 

Demnach wird nach (11 *) und (15*) bis (17'): 

oder es wird, da die Potenzen von - gegenüber 1 verschwindend klein sind,: 

V 

/19»\ _ 2 PJ = g v 6 p » 15 V ■ 28 V ' 

Wird nun ftlr Fo der in (8*) erhaltene Ausdruck eingesetzt und die Potenz 
von e nach (3*) in eine Reihe verwandelt, so ergiebt sich: 

««•' — y;-('-^/+.',{V)'(-ä'J-8',(?)'(>-i+a!.) 



oder wenn wieder beachtet wird, dafs - sehr klein ist: 

V 



^4\\v I \ v^lbv'' Iv^ •••7 ' 

beachtet wird, dafs - sehr klein ist: 

Google 
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12 Theorie der Beobachtungsfehler. I. T. 

Wie eine Vergleichung dieser Reihe mit (3*) zeigt, ist hiemach auch: 

(22*) W2Qs = -Le ^. 

yv n 

Bezeichnen wir nun den Beobachtungsfehler 2q e mit x, die Wahrscheinlichkeit 
U'2(>e dafilr, dafs dieser Beobachtungsfehler vorkommt mit y und setzen v (2 c) ' = iV 
so wird 

(23*) y^-f_'-,--y. 

Da die Werte von y Verhältniszahlen sind, wofür eine bestimmte Einheit 
noch nicht festgesetzt worden ist, so können wir den Ausdruck für y durch 2 e divi- 
diren und erhalten: 

(10) y = ^\ e~^\ 

y N 71 

oder nach (3*) : 

"" -^i,('-"+.',c;)*-.^:(!;)*+.',&-)*- )■ 

6. Die Wahrscheinlichkeit dafür, dafs ein Beobachtungsfehler vorkommt, der 
zwischen x und x-\-dx liegt, ist nach unserm Hauptsatz II gleich der Summe der 
Wahrscheinlichkeiten für das Vorkommen der zwischen x und x-^- dx liegenden 
Beobachtungsfehler. Wenn dx eine sehr kleine Gröfse vorstellt, so können wir 
annehmen, dafs diese Wahrscheinlichkeiten sämtlich gleich sind der Wahrschein- 
lichkeit y für das Vorkommen des Fehlers x und können die Summe der Wahr- 
scheinlichkeiten für das Vorkommen der zwischen x und x -|- d x liegenden Beobacht- 
ungsfehler darstellen durch das Produkt y - dx. Dies Produkt wird veranschaulicht 
durch einen Flächenstreifen von der Höhe y und der Breite dx. 

Weiter ist auch die Wahrscheinlichkeit W^^ dafür, dafs ein Beobachtungs- 
fehler vorkommt, der zwischen x — a und x = 6 liegt, nach unserm Hauptsatz II gleich 
der Summe der Wahrscheinlichkeiten für das Vorkommen der zwischen a und b 
liegenden Beobachtungsfehler, und diese können wir darstellen durch die Summe 
der Produkte y-dx^ die sich mit den Werten von y ergeben, die zu allen zwischen 
a und 6 liegenden Werten von x gehören, so dafs 

(24*) W^^= fydx für x = a bis x^b 

wird. 

Wird die Beziehung zwischen den Beobachtungsfehlem und der Wahrschein- 
lichkeit ihres Vorkommens veranschaulicht durch eine Kurve, deren Abscissen 
gleich X und deren Ordinaten gleich y sind, so wird die Wahrscheinlichkeit ^K'^ 
dafür, dafs ein Beobachtungsfehler vorkommt, der zwischen a und 6 liegt, veran- 
schaulicht durch die Fläche, die zwischen der Kurve, der Abscissenaxe und den 
beiden zu x = a und x = b gehörigen Ordinaten liegt. 

§ 6. Der durchschnittliche, mittlere und wahrscheinliche Fehler. 

1. Wir haben bisher als Einheitsmafs für die Beobachtungsfehler den zu- 
fälligen Einzelfehler genommen, wir können aber die Gröfse der zufälligen Einzel- 
fehler nicht bestimmen und deshalb auch die bei den Beobachtungen auftretenden 
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§ 6. Der durchschnittliche, mittlere und wahrscheinliche Fehler. 13 

Fehler praktisch nicht nach diesem Einheitsmafs messen. Wir können aber wohl 
für die verschiedenen Beobachtungsarten und für die verschiedenen Instrumente 
aus Beobachtungsergebnissen Mittelwerte der Beobachtungsfehler ableiten und 
dann diese Mittelwerte auch als Einheitsmafs für die Beobachtungsfehler benutzen. 
Denn wenn wir eine Gröfse, deren wahren Wert (x) wir kennen, wiederholt 
in gleicher Weise beobachten und dadurch die Beobachtungsergebnisse ^,, X-u 

Äs, . , . Ä^ erlangen, so liefern uns die Unterschiede (x) — A,i , (z) — JL^, {x) — yt», ^ 

(») — ^n ^c wahren Beobachtungsfehler (d,), (u,), (vj), (r„). Bilden wir nun 

beispielsweise aus diesen einen Mittelwert d, indem wir die absolute Summe 
[±(c)] der Fehler durch ihre Anzahl n dividiren, so können wir diesen Mittel- 
wert d als Einheitsmafs für die Fehler gleichartiger Beobachtungen benutzen und 
feststellen, dem wievielten Betrage des Mittelwertes sie gleichkommen. 

2» Die als Einheitsmafse der Beobachtungsfehler gebräuchlichen Mittelwerte 
sind der durchschnittliche, der mittlere und der wahrscheinliche Fehler. 

Der durchschnittliche Fehler d ergiebt sich, indem die absolute, d. h. 
die ohne Berücksichtigung der Vorzeichen gebildete Summe [±(v)] der wahren 
Beobachtungsfehler (r,), (v,), (»j), . . . {t?„) durch ihre Anzahl n dividirt wird, 
also nach: 

(12) d = t*("^J. 

n 

Der mittlere Fehler m ergiebt sich, indem die Summe [(v)(r)] der 
Quadrate der wahren Beobachtungsfehler (r,), (va), (r,), . . . (v^) gebildet, diese 
durch ihre Anzahl n dividirt und aus dem so erhaltenen Mittelwerte der Quadrate 
die Wurzel gezogen wird, also nach: 

(«) ' ™=±yf^T^- 

Der wahrscheinliche Fehler ist der Fehler, der in einer Reihe absolut 
genommener wahrer Beobachtungsfehler ebenso oft Oberschritten, wie nicht er- 
reicht wird. Er kann bestimmt werden, indem die Fehler ihrer Gröfse nach ge- 
ordnet werden, und dann ermittelt wird, welcher Fehler in der Mitte der Fehler- 
reihe hegt. Zweckmäfsiger ist es indefs, zunächst den mittleren Fehler zu bilden, 
und den wahrscheinlichen Fehler nach einer später zu bildenden Formel aus dem 
mittleren Fehler zu berechnen , weil hierbei sämtliche Fehler ihrer Gröfse 
nach zur Anrechnung kommen, während bei dem zuerst erwähnten Verfahren 
hauptsächlich die Gröfse der in der Mitte der Reihe stehenden Fehler bestim- 
mend ist. 

3. Die vorbezeichneten Mittelwerte der Beobachtungsfehler sind abhängig 
von den bei den Beobachtungen benutzten Instrumenten und der Beobachtungsart; 
denn je nachdem ein mehr oder minder feines Instrument, oder je nachdem ein 
mehr oder minder gut durchgebildetes Beobachtungsverfahren eingeschlagen wird, 
werden sich auch kleinere oder gröfsere Beobachtungsfehler und dementsprechend 
auch kleinere oder gröfsere Mittelwerte der Beobachtungsfehler ergeben. 

Ferner ist auch die in den Formeln (10) und (11) vorkommende noch un- 
bestimmte Gröfse N abhängig von den bei den Beobachtungen benutzten Instru- 
menten und der Beobachtungsart. Denn wenn wir beispielsweise Winkel be- 
obachten mit einem feinen Mikroskoptheodoliten, so wird die Wahrscheinlichkeit 

1 _'* 
y= e A' , einen Fehler x von bestimmter Gröfse zu machen, eine ganz 

■yN 7t 
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14 Theorie der Beobachtungsfehler. I. T. 

andere sein, als wenn wir den Winkel mit einem einfachen Nonientheodoliten be- 
obachten. Ebenso wird die Wahrscheinlichkeit y, einen bestimmten Fehler x zu 
machen, verschieden sein, je nachdem dies oder jenes Beobachtungsverfahren ein- 
geschlagen wird. Diese verschiedenen Werte der Wahrscheinlichkeit y werden 
sich nach Formel (10) oder (11) aber nur dann ergeben, wenn die Gröfse N den 
verschiedenen Instrumenten und Beobachtungsarten entsprechend verschieden be- 
stimmt wird. 

4. Weil nun sowohl die Mittelwerte der Beobachtungsfehler, als auch die 
Gröfse N von den bei den Beobachtungen benutzten Instrumenten und der Beob- 
achtungsart abhängig sind, so werden diese Gröfsen auch unter sich in bestimmter 
Beziehung stehen. Diese Beziehung wollen wir jetzt durch einfache Formeln aus- 
zudrücken suchen und dann in die Formeln (10) und (11) statt der Gröfse N die 
Mittelwerte einführen, die aus den Beobachtungsfehlern immer einfach abgeleitet 
werden können. 

Bei der Entwicklung dieser Formeb setzen wir voraus, dafs die Mittelwerte 
der Beobachtungsfehler aus unendhch vielen Beobachtungser.gebnissen abgeleitet 
werden. Letzteres trifft zwar in praktischen Fällen nicht zu, wo immer nur Be- 
obachtungsergebnisse in endlicher Anzahl vorliegen; wir werden aber die unter 
Voraussetzung des idealen Falles gewonnenen theoretisch richtigen Formeln auch 
praktisch anwenden können, da sie das Verhältnis der betreffenden Gröfsen zu 
einander so gut wie möglich darstellen werden. 

Im §5, Nr. 5 hatten wir bereits angeführt, dafs die Werte von y Verhältnis- 
zahlen sind, für die eine bestimmte Einheit noch nicht festgesetzt ist. Da nun 

nach § 5, Nr. 6 / ydx für x='—oc bis a: = -|- x die Wahrscheinlichkeit dafür dar- 



stellt, dafs ein Fehler vorkommt, der zwischen — x und -f x- liegt, und es gewifs 
ist, dafs bei einer Beobachtung ein Fehler vorkommt, der in diesen Grenzen liegt, 
so setzen wir nach Formel (8): 



/■ 



(1*) ydx-^1 für x= — X bis 1 = + X . 



5. Wenn Beobachtungsergebnisse in unendlich grofser Anzahl vorliegen, so 
kommen bei diesen auch alle Beobachtungsfehler von x = — x bis x = + x vor 
und die Fehlerreihe enthält die einzelnen Fehler in einer Anzahl, die proportional 
ist der Wahrscheinlichkeit dafilr, dafs die betreffenden Fehler bei den Beobachtungen 
auftreten. Wenn demnach y dx die Wahrscheinlichkeit dafür ist, dafs ein Be- 
obachtungsfehler vorkommt, der zwischen x und x -{- dx liegt, und k eine Konstante 
ist, so stellt kydx die Anzahl der in der Fehlerreihe vorkommenden Fehler, die 
zwischen x und x -f dx liegen, dar und 

(2*) n= kydx^=kydx für x ^ — x bis x = -|- x- 



n= ky dx^= k I ] 



die Anzahl der überhaupt vorkommenden Fehler. 

6. Weiter erhalten wir dann die Summe aller Fehler, indem wir die Anzahl 
kydx, in der die einzelnen Fehler vorkommen, mit den betreffenden Fehlern multi- 
pliziren, und alles addiren, indem wir also in der berechtigten Annahme, dafs alle 
Fehler zwischen x und x -f rfx gleich x sind, 

(3') [±(v)]-^ kyxdx = k yxdx für x =^ — x bis x -= + x 

bilden. 
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§ 6. Der durchschnittliche, mittlere und wahrscheinliche Fehler. 15 

Demnach wird nach Formel (13) der durchschnittliche Fehler: 

r + fv)! kfyxdx 
(4') d = ^^VJ ^ JJ _ für X = - cx> bis X = + x^ 

^ kjydx 

oder, da nach (1*) : 1 ydx=l filr x = — oo bis x = -(- '^ ist , : 
(5*) d= I yxdx fQr x = — c» bisx = -|-°^' 

Führen wir hier für y den in Formel (10) erhaltenen Ausdruck ein und 
integriren, so erhalten wir: 

/• XX 

(6*) d= - - / « .x.dx = ", - * * * für x = — c» bis x = -|-oo . 



1 f -ß v^ 

]/N7t J 2^71 


XX 


Der Wert dieses Integrals ist 




für x = gleich 


^N 
2^/n' 



für X = X) gleich , 

also fllr x = bis x = oo gleich --— , 

2y 71 

und für X = — oc bis x = + cx> gleich - . 

Somit ist der durchschnittliche Fehler: ' 

(14) d = \-_ = 0,564 190 y.V . 

yTi 

7. Die Quadratsumme aller Fehler erhalten wir, indem wir die Anzahl k y dx, 
in der die einzehien Fehler vorkommen, mit dem Quadrat der betreffenden Fehler 
multipliziren, und alles addiren, indem wir also 

(?•) [(v){v)]= jkyx^dx=k fyx^dx für x = — oc bis x =: + oo 

bilden. 

Demnach wird nach Formel (13) das Quadrat des mittleren Fehlers: 

(8-) ^. = [i^)Jl\]jJy;'J_l fürx = -oobisx=. + cc 

'^ kjydx ^ 

oder, da nach (1*): lydx^=\ fürx = — oobis x — -f-cxist,: • 
(9*) m^ = I yx^dx fÜrx = — oo bis x = -\- :xd . 

Setzen wir hier für y den in Formel (10) erhaltenen Ausdruck ein und 
integriren partiel, so erhalten wir: 

e ^^'X^dx 
= , - I e • a; 4- / e ' -dx) für i = — oo bis x = + oc . 

2y.T \ J J 
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16 Theorie der Beobachtungsfehler. I. T. 

Das erste Glied in der Klammer wird für x = und für x=zoo gleich Null, 
fällt also für z = — cc bis x = -|- oc fort, während das zweite Glied gleich y^Vjr / y ^x, 

oder da nach {V) das Integral ydx=l ftr x = — oc bis x = -|- ^ ist, gleich ]/Njr, 

womit : 

l/iV 1 

(in m«=;-_y.v;. = >.v, 

2y7c ^ 

und der mittlere Fehler: 

(15) *" = ]/ 2 ' ^^'= ^''^^^ ^^^ ^^^^ 
wird. 

S. Der wahrscheinliche Fehler w ist der Fehler, der in einer Reihe von Be- 
obachtungsfehlem ebenso oft überschritten, wie nicht erreicht wird. Es liegen also 
ebenso viele Beobachtungsfehler innerhalb der Grenzen x = — w bis x = -f w, wie 
aufserhalb dieser Grenzen; demnach ist die Wahrscheinlichkeit dafür, dafs ein Be- 
obachtungsfehler vorkommt, der zwischen x = — u; und x= + w liegt, gleich ^ , 
oder es ist: 

(12*) ydx= fürx=— 10 bis x = -|-w, 

woraus nach Formel (11) folgt: 

nq^ ^ 1 f(^ ^V ^ ^* 1 X« 1 X« \ 

^^ ^^]/NiJ V^"^V+2!.V-^""3!:V3 + 4i:\------J^^ 

^f;^(|/i\r~3(yi) +h'2\{fy) "" 7 • 3 ! (y.y) +9"-4l(y^) ~ ) 

fiir X = — w bis X = + M>. 
Der Wert dieses Integrals ist 

für x = gleich 0, 
,.,1/u? l/w\3 I /tO\5 1 /W\7 1 /W\ö \ 

= "'^'"'V^(v'.V-3(7.x^+5~.2-!y -7.3!^ +9T4!(y^^— •) 

also filr X = — to bis x = + w gleich dem zweifachen Betrage dieses Ausdrucks, 
so dafs: 

^^*'^ ^^^^\^~^{^) +5-2!(y,v) ~1'3\(^~y} +9"4l(y^) -••••)' 
oder 

,..•, l-v»-"0.«3n8=j^;- ■ (;j+,J,,(;^)'-, ■,,(^,)'+,-,'.,(;^)'- 

ist. 

Durch Auswertung dieser Gleichung ergiebt sich: 

(16') -J = 0,476 9363 = <ü , w=^ 0,476 9363 ^iV = to ]/N 

und somit für den wahrscheinlichen Fehler: 

(16) w = 0,476 9363 ^N^ o) )/iV. 

Aus den Formeln (14), (15). (10) folgt weiter: 
(i;) d-- 0,797 885 m, 

(IS) W-- 0,674 490 m, 



für 1 = 1 
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wonach der durchschnittliche Fehler d und der wahrscheinliche Fehler w aus dem 
mittleren Fehler m berechnet werden können/) 

9. Sobald ftlr ein Instrument und eine Beobachtungsart ein Mittelwert der 
Beobachtungsfehler bestimmt worden ist, kann jeder Beobachtungsfehler x als ein 
Vielfaches von einem der Mittelwerte d , m , oder w dargestellt werden, indem r d , 




Jr^o.o 



r m oder ruf für x gesetzt wird, wo r erhalten wird nach : -j = r , — = r oder — = r . 
® ' d m w 

Setzen wir dementsprechend in den Formeln (10) und (11) rd, rm, rw für x und 

nach den Formeln (14), (15) und (16): d^n, m^2, — für ^N, so erhalten wir als 

Wahrscheinlichkeit Wrd, Wrm, Wrw dafür, dafs ein Beobachtungsfehler vorkommt, 
der gleich dem r fachen Betrage des durchschnittlichen, des mittleren oder des 
wahrscheinlichen Fehlers ist,: 



dn' 



(W) Wrc 

oder indem wir durch 



(18») Wrvi = — ~'t 

my2n 



Wr. 



-(cor)« 



V3-^ 7t 



^^* my'2;r' w^ jt 



dividiren : 



•) Ein Beispiel siehe Seite 21. 
Koli. 2. Aufl. 
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(1») Wrd = e 



= 1 — 



(20) Wrm = e ^ =1 

— (ör)» 
(^1) Wrtc = e =1 



Theorie der Beobachtungsfehler. 

^2!\;r/ 3I\;r/ ~^4!\;r/ 

2 ^2!\2/ 3!\2/ ^4!\2/ 



I. T. 



Für r = werden Tl^rrf, Wrm, Wrw gleich Eins, wonach durch die letzte 
Division den Werten der Wahrscheinlichkeit dafür, dafs ein Fehler rd, rm , rw 
vorkommt, als Einheit die Wahrscheinlichkeit Wq daftkr zu Grunde gelegt ist, dafs 
der Beobachtungsfehler Null vorkommt. 

Die sich nach Formel (20) ergebenden Zahlenwerte von irr« für r = 0,00 
bis r — 4,00 können aus der vorstehenden graphischen Tabelle (Fig. 1) entnommen 
werden und zwar als Ordinaten der vier Kurvenstücke für die Abscissen r von 
0.00 bis 1,C0, von 1,00 bis 2,00, von 2,00 bis 3,00, und von 3,00 bis 4,00. 

10. Die Wahrscheinlichkeit irit^ dafür, dafs ein Beobachtungsfehler vor- 
kommt, der zwischen x = — a und x = -|-a liegt, ist nach (24*) im § 5: 

(-0') 



Wtl^fydx fürx-= — a bis x = + a 

?ses Integn 
o für tr se 

'-■'i-;,(^--ä(;v)'+.'..(;v)'-,'»,(;v)'+»'fl(^v)'--) 



Den Wert dieses Integrals erhalten wir, indem wir in dem in (14*) rechts 
stehenden Ausdruck o für tr setzen. Damit wird: 



r'O^o 



%o 



&o 



3,0 



^t "' 










- — ■ 








ö* 






y 
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J5 -c 



a5 



r'0,o 



to 



Fig. 2. 



3,0 



'^,0 



ti, Um 

'S *c 

'S -^ 






^E 



Setzen wir nun, wie oben, r d , r m , r tc an Stelle von a , und d y,T , m |/2 , - an 
Stelle von |/.V, so erhalten wir als Wahrscheinüchkeit TK"^;^, W^t;™, Tri;;::,da- 
für, dafs ein Beobachtungsfehler den r fachen Betrag des durchschnittlichen, mittleren 
oder wahrscheinlichen Fehlers nicht überschreitet: 

'«"'■-'-,/!.(;,-e(;j"+5:^.(/j'-,.'.(;.,)'+.'.,(^j*--). 

worin .t :^ 3,141 592 ... , 6> =- 0.476 936 .. . ist. 
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§ 7. Untersuchung von Fehlerreihen. 19 

Die in den Formeln (19) bis (34) vorkommenden Reihen konvergiren 

sämtlich. Sie haben wechselndes Vorzeichen und der Quotient ,j- — der beiden 

aufeinanderfolgenden Glieder mit ( n— 1 ) ! und n ! , der für die ersten 3 Reihen 

= -(or)*, ftir die letzten 3 Reihen =- x- ,-x(or)^ ist, wird für endliche 

Werte vom r jedenfalls < l , wenn die Reihen genügend weit fortgesetzt werden. 
In der nebenstehenden Figur 2 stellen die zu den Abscissen r = 0,0 bis r = 4,0 
gehörigen Ordinaten der Kurve, wenn sie von der unteren Abscissenlinie gezählt 
werden, die Wahrscheinlichkeit >i^il!JJ dafür dar, dafs der r fache mittlere Fehler 
nicht überschritten wird, dagegen, wenn sie von der oberen Abscissenlinie gezählt 
werden, die Wahrscheinlichkeit dafür dar, dafs der r fache mittlere Fehler über- 
schritten wird. 

§ 7. Untersuchung von Fehlerreihen. 

Nach dem bisher Gewonnenen können wir vorliegende Beobachtungsergeb- 
nisse prüfen, indem wir die Beobachtungsfehler bilden und untersuchen, ob sie in 
genügender Weise den Regeln für das Auftreten der Beobachtungsfehler folgen. 

Aus dem Satze, dafs gleich grofse positive und negative Beobachtungsfehler 
gleich wahrscheinlich sind, folgt erstens, dafs in einer Reihe zufälliger Beobachtungs- 
fehler gleich viel positive und negative Fehler vorkommen müssen, und dafs die 
Summe der positiven Fehler gleich der Summe der negativen Fehler sein mufs. 
Wenn diese Gleichheit der Anzahl und der Summen der positiven und negativen Fehler 
in einer Fehlerreihe nicht genügend ist, die Ungleichheiten also nicht als zufällige 
angesehen werden können, so kann darauf geschlossen werden, dafs die vorliegenden 
Beobachtungsfehler nicht frei von konstanten Fehlem sind. 

Alsdann ist nachzuforschen, aus welchen Fehlerquellen die konstanten Fehler 
herrühren und auf Grund des Ergebnisses der Nachforschung ist durch Aenderung 
der Beobachtungsart, Berichtigung der verwendeten Instrumente u. s. w. das fernere 
Auftreten der konstanten Fehler in den Beobachtungsergebnissen wenn möglich zu 
verhindern. 

In manchen Fällen wird auch die Gröfse der konstanten Fehler ermittelt 
werden können, und dann werden die Beobachtungsergebnisse davon durch An- 
bringung entsprechender Verbesserungen befreit werden können, wonach die übrig- 
bleibenden Fehler sich als zufällige Beobachtungsfehler kennzeichnen müssen. 

Ferner kann untersucht werden, ob in einer Fehlerreihe die einzelnen Be- 
obachtungsfehler auch wirklich in einer der Wahrscheinlichkeit ihres Vorkommens 
entsprechenden Anzahl auftreten. Wird für alle Fehler, deren Wahrscheinlichkeit 
nicht verschwindend klein ist, die Wahrscheinlichkeit Wrm nach dem im § 6, Nr. 9 
angegebenen Verfahren ermittelt, so wird aus [J^rw] und der Anzahl n der vor- 

71 

liegenden Fehler nach: Ic---^ — :r ein Faktor erhalten, womit die einzelnen Wrm 

yW rm\ 

zu multipliziren sind, um die Zahlen zu erhalten, die angeben, wie oft die Fehler 
in der vorliegenden Reihe nach dem Fehlergesetze vorkommen sollen. 

Beispiel: Bei der Haupttriangulation des Königreichs Sachsen sind nach 
Seite 484 und 485 des ihre Ergebnisse enthaltenden Druckwerkes die in der nach- 
folgenden Tabelle in Spalte 1 und 3 angegebenen Dreiecksschlufsfehler so oft vor- 
gekommen, wie in Spalte 2 und 4 angegeben ist. 

Der Fehler 0,0 ist 13 mal vorgekommen, aufserdem sind 86 positive und 98 
negative Fehler vorgekommen. Die Gesamtzahl der Fehler ist also n = 13 -|- 86 
+ 98 = 197. Nach Spalte 5 und 6 ist die Summe der positiven Fehler : + 45,9 und 

2* 
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die Summe der negativen Fehler: — 46,2; demnach ist die Anzahl und die Summe 
der positiven Fehler nahezu gleich der Anzahl und der Summe der negativen 
Fehler, wie es sein mufs.') 



Es kommt vor der 
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Die absolute Summe der Fehler ist : [+(«)] = 45,9 + 46,2 = ± 92,1 , womit sich 

nach Formel (12) der durchschnittliche Fehler (i = L±Jl)J = iL|2,J ^ ^ ^^^^„ ergiebt. 

In Spalte 7 ist die Quadratsumme der Fehler [(f )(«)] = 72,71 gebildet und 

nach Formel (13) der mittiere Fehler w=±yt(^)^l^)J =±-|/^^'^l = ^ 0,61'' be- 
rechnet. 



•) Die Dreieckswinkel sind aus den Werten der Richtungen abgeleitet, die sich nach 
der Stationsausgleichung ergeben haben. Deshalb gelangt in ihrer algebraischen Summe + 45,9 
— 46,2 = — 0,3 nur die algebraische Summe der Fehler der Aufsenwinkel des Dreiecksnetzes- 
zum Ausdruck. 
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Nach Spalte 1 bis 4 der Tabelle kommen 97 Fehler vor, die kleiner als 
± 0.35" und 100 Fehler, die gröfser als ± 0,35" sind, wonach w=± 0,35" als wahr- 
scheinlicher Fehler angenommen werden kann. 

Nach den Formeln (17) und (18) ergiebt sich ftlr den durchschnittlichen 
Fehler: rf = 0,8 m = 0,8(± 0,61 ) = ± 0,49" und für den wahrscheinlichen Fehler: 
tc = 0,67 m = 0,67 ( ± 0,61 ) = ± 0,41 " , gegenüber den vorher gewonnenen Werten 
rf=±0,47" und w=±0,35". 



In Spalte 8 sind die Verhältniszahlen 



.(M 



nachgewiesen, denen in Spalte 9 



die aus der graphischen Tabelle im § 6, Nr. 9 entnommenen Zahlen für die Wahr- 
scheinlichkeit Wrm dafür beigefllgt sind, dafs die in Spalte 1 und 3 aufgeführten 
Fehler [v) = rm vorkommen. Die Zahlenwerte von Wrm für Fehler, die gröfser 
sind als ± 2,2", sind bereits so klein, dals sie hier nicht mehr in Betracht kommen. 
Die Summe [Wrm] für alle Fehler zwischen +2,2" und —2,2" ergiebt sich aus 
der Wahrscheinlichkeit 1,000 für (») =0,0 und der doppelten Summe 2-7,131 aller 

Werte von Wrm für («) = 0,1 bis {v) = 2,2, sie ist also [Trrm] = 1,000 + 2 -7,131 

n 197 

= 16,262 , wonach k = j-^,^ = -,g ^ßg = ^2,» wird. 

Die Produkte kWrm in Spalte 10 der Tabelle sind dann die Zahlen, die an- 
zeigen, wie oft die in Spalte 1 und 3 nachgewiesenen Fehler nach dem Fehlergesetze 
vorkommen sollen. Die in ähnlicher Weise wie [TTr«] gebildete Summe [kWrm] 
mufs mit n übereinstimmen, was auch der Fall ist. Die Vergleichung der Zahlenwerte 
in den Spalten 2, 4 und 10 und die Betrachtung der in Spalte 11 aufgefühiten 
Summen der Differenzen {kWrm — qi) + {kWrm — qi) = 2kWrm'—{qi-\-qi) giebt 
einen Anhalt dafür, inwieweit die thatsächlich aufgetretenen Fehler dem Fehlergesetze 
entsprechen. Wie ersichtlich, kommt nur die eine gröfsere Abweichung vor, dafs die 
Fehler + 0,2 und — 0,2 8 mal mehr vorkommen, als nach der Wahrscheinlichkeit für ihr 
Vorkommen zu erwarten ist; im ganzen entspricht aber das Auftreten der verschie- 
denen Fehler in der vorliegenden Fehlerreihe ganz gut den dafür gewonnenen Regeln. 

§ 8. Fehlergrenzen/) 

1. Nach den Formeln (22), (28) oder (24) erhalten wir die Wahrscheinlichkeit 
dafür, dafs ein Beobachtungsfehler vorkommt, der den r fachen Betrag des durch- 
schnittlichen, des mittleren oder des wahrscheinlichen Fehlers nicht überschreitet. 
Indem wir die erhaltenen Zahlenwerte subtrahiren von der Wahrscheinlichkeit W=l 
dafür, dafs ein Beobachtungsfehler vorkommt, der diesen Betrag entweder über- 
schreitet oder nicht überschreitet, erhalten wir die Wahrscheinlichkeit dafür, dafs 
ein Beobachtungsfehler vorkommt, der den r fachen Betrag des durchschnittlichen, 
des mittleren oder des wahrscheinlichen Fehlers überschreitet. 



(85) 



Danach ist 


die Wahrscheinlichkeit 


dafür, dafs ein ll 


Beobachtungsfehler vorkommt, der den r fachen mitt- 1| 




leren Fehler 






nicht überschreitet i 

1 , 


überschreitet 


für r- 1,0 


' 0,682 7 , ' 


0,317 3, 


„ r = 2,0 


1 0.954 5, 


0,045 5 , 


„ r=-3,0 


0,997 278 , 


0,002 722 , 


„ r = 3,5 


0.999 533 8, 


0,000466 2, 


„ r = 4,0 


! 0.999 936 62 , 


0,000 063 38, 


1 « »---ö.o 


1 0,999 999 427 , | 


0,000 000573. 



*) Vergleiche: Ueber den Maximalfehler einer Beobachtung von Helmert in der Zeit- 
schrift für Vermessungswesen, 1877, Seite 131 u. f. 
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2. Multipliziren wir die Wahrscheinlichkeit W, dafs der r fache mittlere Fehler 
überschritten wird, mit n, so geben uns die Produkte n TT an, in wie vielen Fällen 
unter n Fällen der r fache mittlere Fehler wahrscheinlich überschritten wird oder 
wie viele Fehler in einer Reihe von n Fehlern gröfser sein werden, als der r fache 
mittlere Fehler. 

Dividiren wir femer die Anzahl n aller Fälle durch die Anzahl nW der Fälle, 

in denen der r fache mittlere Fehler überschritten wird, bilden wir also -Ti7 = -,j/> 

so erhalten wir die Anzahl der Fälle, unter denen der Fall, dafs der r fache mittlere 
Fehler überschritten wird, wahrscheinlich einmal vorkommt. Dies ergiebt folgendes: 



(20) 



Unter n = 1000 Fehlem wird 


Dafs der r fache mittlere Fehler 


der r fache mittlere Fehler wahr- 


überschritten wird, kommt wahr- 


scheinlich überschritten 


scheinlich einmal vor 


mr r = l,0: 


bei 317,3 Fehlem, 


filr r=l,0: 


bei je 3,1 Fehlem, 


, r = 2,0: 


„ 45,5 „ 


, r = 2,0: 


, „ 22,0 , 


» r = 3.0: 


„ 2,7 „ 


„ r = 3,0: 


„ „ 368 


„ r = 3,5: 


, 0,47 „ 


„ r = 3,5: 


„ „ 2150 „ 


, r = 4,0: 


„ 0,063 „ 


„ r=.4,0: 


1 „ „ 15800 


„ r = 5,0: 


„ 0,0006 „ 


„ r = 5.0: 


1 „ „ 1750000 



8. Die vorstehend angeführten Zahlen geben einen genügenden Anhalt für 
die Festsetzung von Fehlergrenzen, die die Beobachtungsfehler nicht überschreiten 
dürfen, wenn die Beobachtungsergebnisse weiter verwendet werden sollen. 

Nach dem Vorangegangenen müssen wir zwar zugeben, dafs sehr grofse 
Beobachtungsfehler entstehen können durch eine ungünstige Anhäufung einer grofsen 
Ueberzahl positiver oder negativer Einzelfehler, und dafs wir dem Beobachter für 
das Eintreffen dieser ungünstigen Fälle kein Verschulden zur Last legen können. 
Dennoch ist es aber berechtigt, die Beobachtungsergebnisse, bei denen die hervor- 
tretenden Fehler eine gewisse Grenze überschreiten, von der weiteren Verwendung 
auszuschliefsen und durch andere, durch Nachmessung zu gewinnende Beobachtungs- 
ergebnisse zu ersetzen ; denn das Auftreten der sehr grofsen Fehler ist sehr wenig 
wahrscheinlich, und es kann mit grofser Wahrscheinlichkeit erwartet werden, dafs 
das Nachmessungsergebnis nur mit einem innerhalb der bestimmten Grenzen liegenden 
Fehler behaftet sein werde, falls diese Grenzen zweckentsprechend gewählt sind. 

Wir entnehmen nun aus Tabelle (20), dafs der 3 fache mittlere Fehler 
wahrscheinlich in 1000 Fällen nur 2,7 mal oder in 368 Fällen einmal überschritten 
wird. Wenn wir demnach festsetzen, dafs nur solche Beobachtungsergebnisse weiter 
verwendet werden sollen, deren Fehler höchstens gleich dem 3 fachen mittleren 
Fehler ist, so werden wir zwar wahrscheinlich in 368 Fällen einmal von dem Be- 
obachter eine von ihm nicht direkt verschuldete Nachmessung fordern müssen; wir 
werden die Berechtigung für diese Forderung aber aus dem Umstände entnehmen, 
dafs die Wahrscheinlichkeit für die Erlangung eines Beobachtungsergebnisses, dessen 
Fehler < 3 m ist, sehr grofs, nämlich nach Tabelle (25) gleich 0,9973 ist. Das 
Gleiche trifft nach Tabelle (20) einmal zu in 2150 Fällen, wenn wir den 3,5 fachen 
mittleren Fehler, und einmal in 15 800 Fällen, wenn wir den 4 fachen mittleren 
Fehler als höchstens zulässigen Fehler festsetzen. 
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(27) Demnach kann als Regel gelten, dafs nur solche Beob- 
achtungsergebnisse weiter verwendet werden dürfen, deren Be- 
obachtungsfehler, je nachdem mehr oder minder strenge Anforde- 
rungen gestellt werden, den 3 bis 3,5fachen mittleren Fehler nicht 
Oberschreiten und dafs nur dann, wenn besondere Umstände dies 
bedingen, noch solche Beobachtungsergebnisse angenommen zu 
werden brauchen, deren Fehler den 3,5 bis 4fachen mittleren Fehler 
erreichen. 

§9. Fortpflanzung der Beobachtungsfehler. 

1. Die Beobachtungsfehler gehen, wie bereits im § 1 erwähnt ist, über auf 
alle Gröfsen, die aus den Beobachtungsergebnissen abgeleitet werden. Wir müssen 
deshalb auch feststellen, wie dieser Uebergang erfolgt, oder wie sich die Be- 
obachtungsfehler fortpflanzen, damit wir in der Lage sind, anzugeben, mit welchen 
Fehlern die aus den Beobachtungsergebnissen abgeleiteten Gröfsen wahrscheinlich 
behaftet sein werden. 

Wenn solche Angaben aber genügend zuverlässig sein sollen, werden wir 
ihnen in der Regel nicht die zufällig bei den grade vorliegenden Beobachtungs- 
ergebnissen hervortretenden einzelnen Fehler zu Grunde legen können. Vielmehr 
werden wir hierfür Mittelwerte der Beobachtungsfehler benutzen müssen, die für 
die betreffenden Beobachtungsarten und Instrumente aus einer gröfseren Reihe von 
Beobachtungsergebnissen abgeleitet sind. 

Wenn beispielsweise in einem Dreieck die drei Winkel und eine Seite ge- 
messen sind und verlangt wird, dafs hiernach nicht nur die Längen der beiden 
andern Seiten, sondern auch die Fehler angegeben werden, womit diese Längen 
wahrscheinlich behaftet sein werden, so könnten wir zwar für die Fehler der 
Winkel einen Wert aus dem zufälligen Widerspruche der Summe der drei Winkel 
gegen den Sollbetrag von 180° ableiten; es wäre aber völlig verfehlt, den aus dieser 
Ableitung folgenden Fehler den Fehlerangaben für die berechneten Seiten zu 
Grunde zu legen. Denn, wie wir gesehen haben, ist es am wahrscheinlichsten, dafs 
die kleinen Beobachtungsfehler vorkommen und ist es somit auch am wahrschein- 
lichsten, dafs in dem einzelnen Dreieck sschlufsfehler nur ein kleiner Teil der 
wirklich vorhandenen Winkelfehler zum Ausdruck gelangt. Für den Fehler der 
gemessenen Dreiecksseite fehlte es, wenn diese nur einmal gemessen wäre, vollends 
an jedem Anhalte für die Gröfse des Beobachtungsfehlers; und selbst wenn die 
Seite etwa 2- oder 3 mal gemessen wäre, gäben die hervortretenden Unterschiede 
der Messungsergebnisse nur einen wenig zuverlässigen Anhalt für die Feststellung 
der wahrscheinlich vorliegenden Fehler. W^enn dagegen aus einer gröfseren Zahl 
anderweiter Beobachtungsergebnisse Mittelwerte der Beobachtungsfehler für die in 
gleicher Art ausgeführte Dreieckswink cl- und Seitenmessung abgeleitet sind, so 
wird mit Benutzung dieser Mittelwerte auch eine zuverlässige Angabe der Fehler 
gemacht werden können, womit die berechneten Dreiecksseiten wahrscheinlich be- 
haftet sein werden. 

2. Als Mittelwerte von Beobachtungsfehlern haben wir bereits den durch- 
schnittlichen, den mittleren und den wahrscheinlichen Fehler kennen gelernt. Von 
diesen drei Mittelwerten eignet sich der mittlere Fehler am besten zur Angabe 
der den Beobachtungsergebnissen wahrscheinlich anhaftenden Fehler, weil darin die 
Beobachtungsfehler, woraus der Mittelwert gebildet wird, mit ihrem quadratischen 
Betrage, also sehr scharf zum Ausdruck gelangen, während in dem durchschnitt- 
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liehen und wahrscheinlichen Fehler nur die einfachen Beträge der Beobachtungs- 
fehler zum Ausdruck kommen. Femer fällt für die Wahl des mittleren Fehlers 
noch ins Gewicht, dafs er bereits in sehr grofsem Umfange als Genauigkeitsmals 
benutzt wird und bei seiner Annahme alle theoretische^ Entwickelungen und alle 
praktischen Rechnungen in einfacher Weise erledigt werden können. 

Die selbstverständliche Folge hiervon ist, dafs wir auch für alle aus den Be- 
obachtungsergebnissen abgeleiteten Gröfsen den mittleren Fehler angeben, womit 
sie wahrscheinlich behaftet sind. Um dies ausführen zu können, entwickeln wir im 
folgenden Formeln, wonach der mittlere Fehler einer solchen Gröfse berechnet 
werden kann, die aus anderen Gröfsen abgeleitet ist, deren mittlerer Fehler be- 
kannt ist 

3. Der mittlere Fehler tox einer Gröfse x kann gefunden werden, indem 
diese Gröfse wiederholt beobachtet wird, indem sodann aus den Beobachtungs- 
ergebnissen Xxi ^%, ^3, ^n und dem wahren Werte (x) der Gröfse die 

wahren Beobachtungsfehler (t>i), (v^), (cj), («») nach 



(!•) 



(V8) = (X) — >ls, 



{Vn) = {x) — >l« 

gebildet werden und der mittlere Fehler wx berechnet wird nach: 

Multipliziren wir nun die Gleichungen (1*) mit einer Konstanten a und setzen 
( X) für a(x), womit 



(2*) 



a {Vn ) — (X) — a^n 

erhalten wird, so können wir a Äi , a A^ , a>l,, ....o>l»als Beobachtungsergeb- 
nisse zur Bestimmung des mittleren Fehlers M einer Gröfse X=ax und a{vi), 

a ( r 2 ) , a ( tj 3 ) , a(vn) als die aus diesen Beobachtungsergebnissen folgenden 

wahren Beobachtungsfehler ansehen, womit wir nach Formel (13) für 3/ erhalten: 



oder dayL(^-^j''^n_^^ jg^^^ 

(28) M^-±amx. 

Ist demnach eine Gröfse X aus einer andern Gröfse x durch 
Multiplikation mit einer Konstanten a abgeleitet, so wird der mitt- 
lere Fehler M von X erhalten, indem der mittlere Fehler mz von x 
ebenfalls mit der Konstanten a multiplizirt wird. 

Beispiel 1: Behufs Bestimmung der Entfernung B zweier Punkte P und Pi 
wird mit einem auf F befindlichen Distanzmesser an einer auf Pi stehenden Latte 
die Ablesung / = 0,642 m gemacht. 
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Die Entfernung E wird aus der Lattenablesung / gewonnen durch Multi- 
plikation mit einer Konstanten k = 99,5, so dafs wir 

E = kl = 99,b ' 0,642 m = 63,9 m 

erhalten. Der mittlere Fehler m^ von l ist nach den Ergebnissen wiederholter 
Beobachtungen bekannter Lattenstücke bestimmt zu: wi^= + 1,0mm*). Hiemach 
ist der mittlere Fehler M der Entfernung E nach Formel (28) : 

M= ± jk m^ = ± 99,5 • 1,0 mm = ± 100 mm = 4. 0,1 m . 

4. Für die zwei Gröfsen x und y ergeben sich die mittleren Fehler mx und 
wiy aus den zu ihrer Bestimmung erlangten Beobachtungsergebnissen xi, x,, 

X 8 , H n und ^it ^i, ^3, ^n Und den wahren Werten ( x ) und ( y ) der 

Gröfsen x und y nach: 

(u,) = {x)-K,, I r {v,) = (y)-Ä,, 

(ttj) = (x) — X,, I (v8) = (y) — >i8, 

(«,) = (a:)-x,, I (6') { {v,) = {y)-Ä,, 



(4*) 



(|»«) = (X)— Xn, j [ {vn) = (y)-'Än, 

(5.) „,=±y[T^"«)i. I (,.) „,=±y[TirMj 

Addiren wir die Gleichungen (4*) und (6*) und setzen wir {X) für (x)-\-{y) , 

womit wir 

(wi) = (t*i) + (vi) = (^)-(x, + >ii), 
{w,) = iu,) + {v,) = (X)-{K, + Ä,), 



(8') 



{Wn) = {Un) + (Vn) = (X)-{fin + Än) 

erhalten, so können wir (xi + >^i); ('«2 + >^8)> (hs + ^s), ... (xn + '^«) als Be- 
obachtungsergebnisse zur Bestimmung des mittleren Fehlers M einer Gröfse X=x-{-y 
und ( w 1 ) , ( w s ) , ( w 8 ) > .... ( w n ) als die aus diesen Beobachtungsergebnissen fol- 
genden wahren Beobachtungsfehler ansehen. Danach erhalten wir nach Formel (18) 
und nach (8*) : 

(9.) M = ± yn »IM 1 = ± y [ (T^+(i) H mHiöj , 

oder 

n n n n 

Nun ist nach (S») und (7«) [(«-l^-iU^m« und fi^^ ^ "-13 = „^ während 2 ti^^'ü 

gleich Null gesetzt werden kann; denn das Auftreten gleich grofser positiver und 
negativer Beobachtungsfehler und demnach auch das Auftreten gleich grofser posi- 

•) Die Konstante k wird hier als fehlerfrei eingeführt in der Voraussetzung, dafs ihr 
Fehler verhältnismäfsig sehr klein ist, und keinen in Betracht kommenden Beitrag zu dem 
mittleren Fehler M der Entfernung E liefert. (Vergl. § 40, Nr. 5, wonach der mit Berück- 
sichtigung des mittleren Fehlers m^^ von k berechnete Wert des mittleren Fehlers der Entfernung 

sich zu dem ohne Berücksichtigimg von m^ berechneten Werte verhält, wie T/ 1 4- - : 1, 

worin n die Anzahl der Bestimmungen ist, die bei Berechnung von k benutzt sind.) 

Ganz ebenso sind auch in den folgenden Beispielen Konstanten oder Mafse als fehlerfrei 
eingeführt worden, deren Fehler nach vorheriger Feststellung im vorliegenden Falle ohne 
Einflufs auf das Endergebnis sind. 
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tiver und negativer Produkte {n){v) ist gleich wahrscheinlich, und deshalb ist die 
algebraische Summe [ ( w ) ( f ) ] dieser Produkte immer nahezu gleich Null, also im 
Verhältnis zu [ ( w ) ( u ) ] und [ ( v ) ( v ) ] um so weniger bedeutend, je gröfser die 
Anzahl n der Summanden oder der Fehler (t*) und (t>) ist. Hiemach wird: 

(in M^ = ml + ml, oder: M= ± Y^l + ml'. 

Zu demselben Ergebnisse gelangen wir für X — x — y , Auch können wir 
unsere Formel erweitern ftlr den Fall, dafs X aus mehr als zwei Gröfsen zusammen- 
gesetzt ist, so dafs allgemein für X— i db y ± « ± ist: 

(29) M^± Y'mJ+ ml + m f + .". 7. 

Ist demnach eine Gröfse Xdie Summe oder Differenz der Gröfsen 
^;2/> «»••••» so ist der mittlere Fehler 3/ von X gleich der Quadrat- 
wurzel aus der Summe der Quadrate der mittleren Fehler mx, m^, 
m , , von X, y , z , 

Ist X=Xi ±xa -fxa ± Xn und sind die mittleren Fehler w , , m , , »ig, 

mn von Xi, Xj, xg, xn sämmtlich gleich m , so wird aus Formel (29) einfach : 

(80) M^^±myn: 

Ist demnach eine Gröfse X die Summe oder Differenz von n 
gleich genauen Gröfsen x, so erhalten wir den mittleren Fehler 3f 
von X, indem wir den mittleren Fehler m der Gröfsen x mit der 
Quadratwurzel aus der Anzahl n der Gröfsen multipliziren. 

Beispiel 2: In einem Nivellementszuge mit den Fixpunkten Px, P2, Ps, 
Pi sind die Höhenunterschiede 

zwischen /^ und i% : JAjr^ 2,857 m, 

Pi „ P3: JA^-X6,214, 

Pg „ /^ : JäJ=. 0,580 
und die mittleren Fehler der Höhenunterschiede A h^ , -^^If ^A3:mi=:±4,2n»in 
m 2 = + 2,8 mm ^ m 8 — -r 5,7 mm . 

Hiemach ist der Gesamthöhenunterschied zwischen P, und P4: 

JÄj^JA2_|_jA^-fJAj^ 2,8Ö7 f x6,2U + 0,o80 --^ x9,651 m , 

und nach Formel (29) dessen mittlerer Fehler: 

J/ ^ 4- ]/m 2 -j- m I -[- wi 5 --- .^ ]/4,2 ^ f 2,8 '' + h,l '' ^ ± 7,6 mm . 

Beispiel 3 : In einem Dreieck sind die beiden Winkel a und /i durch Messung 
gefunden zu: «---59 "34 '25", ^^-- 61 ^07 '00". Hiermit ist der dritte Winkel y be- 
rechnet zu: 7-^180" — (a + <i)--180-— 120 4r25"--59^18'35". Die Winkel 
a und ß sind gleich genau gemessen worden und ihr mittlerer Fehler ist: m=- ± 8,0". 
Dann ist nach Formel (:I0) der mittlere Fehler my des Winkels /: 

my-=^ ± my«-^. ±8,0 ],/2=^ ± 11.3". 

5. Wenn X— ax±by±cz± ist, worin a , 6 , c , Konstanten sind, so 

erhalten wir den mittleren Fehler M von X aus den mittleren Fehlern m,, my, 
m , von X , y , 2 , nach den Formeln (2S) und (29) aus : 

(81) J/-- r ]/ (ä mx ) ' +'( 6^7) ' + ( c^M - -V .7. ~ 



Digitized by 



Google 



§9. 



Fortpflanzung der Beobachtungsfehler. 



27 



Ist femer X=a(xi ± Z2 ± x^ ± z«), worin a wieder eine Konstante ist, 

so erhalten wir den mittleren Fehler M von X aus dem für alle n Gröfsen 1 1 , z 2 , 
Ig, xn gleichen mittleren Fehler m nach den Formeln (^8) und (SO) aus : 



m) 



M= ± am^n , 



Beispiel 4: Zur Bestimmung der Querprofilfläche eines Flusses sind die in 
nebenstehender Tabelle nachgewiesenen 
Mafse aufgenommen. Die Abscissen x und 
die daraus als Unterschiede je zweier 
aufeinanderfolgenden Abscissen erhaltenen 
Breiten b sind so genau bestimmt wor- 
den, dafs sie als fehlerfrei gelten können, 
während der mittlere Fehler der Tiefen 
m = + 5 cm ist. 

Die Fläche F wird mit 6 1 = 3,6, 6 = 2,5, 
b „ = 3,2 : 

=-- y . 6,1 • 0,40 + 2,5 • 6,26 + }^ ■ 5,7 • 0,26 

-= 17,61 qm. 

Hiemach ergiebt sich der mittlere Fehler 

M der Querprofilfläche F nach Formel (31) und (32) zu: 



Nr. 


Abscisse Breite i Tiefe 1 
b, [ f. 1 


1 
I 

1 2 
i 3 
4 
5 
6 
7 
1 8 

^ 10 

11 

, 12 


0.0 
3,6 
6,1 
8,6 
11,1 

ia.6 

16,1 
18.6 
2U 
23,6 
204 
28,6 
31.8 


3,6 
2,5 
2,5 
2,5 
2,5 
2,5 
2,5 
2.5 
2,5 
2.5 
2,5 
3,2 


0,00 

0,40 

0,57 

0,72 , 

0,82 

0,85 

0,83 1 

0,78 1 
1 0,67 ! 

0,53 1 
' 0,45 1 

0,26 1 
', 0,00 \ 




31,8 


■1 



^f=±^(l{hi + b)my+[b^my/9y+[l{b + b,,)my 
= ±ni'\/l(b, + b)^' + 9b^+l(b + b,,)' 
= ± 0,05]/|.6,l» + 9.2,5«+^5,7«--±0,43q»n- 



0. Die Gröfsen x, y, 2, , deren mittlere Fehler wix, wy, wir, sind, 

können wir zerlegen in bestimmte genau bekannte Gröfsen j, 9, j, und in 

die verhältnismäfsig sehr kleinen Gröfsen dg, dr) , cZj, , denen dieselben 

mittleren Fehler zukommen, wie den Gröfsen x, y, 2, Dementsprechend 

können wir X=f(x , y , 2 , ) zerlegen in / ( 5 , 9 , j , ) und in die kleinen 

Gröfsen, um die sich /(£, 9, 3, ) ändert, wenn sich s , 9 , 8 , um die 

kleinen Gröfsen dj, dr) , d^, ändern und zwar nach: 

^^=^(^9,J, ) + ^{'^J + r/9+-^« + 

Und wenn wir nun auf diesen Ausdruck die Formel (31) anwenden, so erhalten 
wir für den mittleren Fehler M von X=f{x, y, 2, ) : 



«=±i/K..)'+r,.,)'+(K".)"+--- 

Beispiel 5: Zur Bestimmung des Höhenunterschiedes Ah zweier Punkte 
und des mittleren Fehlers M dieses Höhenunterschiedes sind die folgenden Messungs- 
ergebnisse und deren mittlere Fehler gegeben: 
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Entfernung der beiden 
Punkte t = 225,85 , m^ = ± 4 cm , 

Höhenwinkel o = + l°16'25", m„"=±6", m„ = -TO„" = ± 0,000029, 

Instrumentenhöhe % = 0,875 m , m ^ = ± 0,5 «n ^ 

Zielhöhe « = 1,480», wi,= ±0,8«m. 

Hiemach ist der Höhenunterschied der beiden Punkte: 
JÄ = e<flra + i — 2 ==225,85. t<7( + l°16' 25") + 0,875 — 1,480 = + 4,416 m, 
und der mittlere Fehler des Höhenunterschiedes nach Formel 



«=±T/('g-.) '+ft^-.)'+(^^,)-+( ^^.r 

= ± ]/( 0,0223 . 0,04 ) « + ( j^^^ . 0,000 029) ^ + 0.005 * + 0,008 » 

= ± ]/( 0,000 001 + 0,000 043 + Öro"ÖO 025+^00064 
= ± 0,012 ni = + 1,2 cm. 

§ !©• Gewichte und Fortpflanzung der Gewichte. 

1. Der Genauigkeitswert der Beobachtungsergebnisse und der aus den 
Beobachtungsergebnissen abgeleiteten Gröfsen wird vielfach auch dadurch aus- 
gedrückt, dafs angegeben wird, welches Gewicht den Beobachtungsergebnissen 
und den daraus abgeleiteten Gröfsen zukommt. Das Gewicht p einer Gröfse steht 
zu ihrem mittleren Fehler m in der Beziehung, dafe 

(1*) P=^ 

mm 

ist, worin k eine Konstante ist, die Gewichtskonstante genannt wird. 

Die Gewichte sind Verhältniszahlen, die angeben, wie oft die 
betreffenden Gröfsen in Rechnungen anzusetzen sind, um die Ge- 
nauigkeit der Gröfsen richtig zu berücksichtigen. 

Wie dies aufzufassen ist, wollen wir uns durch ein einfaches Beispiel klarlegen. 

Ein Winkel sei dreimal mit demselben Theodoliten gleich genau beob- 
achtet worden und es seien dabei die Beobachtungsergebnisse 01 = 16*^27' 36", 
«4=16° 27' 24", «8-= 16° 27' 12" gewonnen. 

Dann werden wir das arithmetische Mittel dieser drei Beobachtungsergebnisse 

„ = ^. + «; + «i = 16027- 36J1+ 24"+ 12" ^ j^,.^,, ^i" 

als den wahrscheinlichsten Wert des Winkels annehmen. 

Wenn uns aber nicht die drei einzelnen Beobachtungsergebnisse, sondern 
die Angaben vorlägen, dafs der Winkel zuerst einmal gemessen worden sei und 
dabei x i = a i = 16 ° 27 ' 36 " erhalten sei, dafs der Winkel dann noch zweimal mit 
gleicher Genauigkeit gemessen worden sei und sich als arithmetisches Mittel der 

Ergebnisse dieser beiden Messungen Xi^^ 'T^" ' — 16 ° 27 ' 18 " ergeben habe , so 
hätten wir mit 

X = ^-^-+-^^ - 16 ° 27 ' ?-^ "_-tlö_" -= 16 ° 27 ' 27 " 
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nicht den wahrscheinlichsten Wert des Winkels und zwar deshalb nicht, weil wir 
die verschiedene Genauigkeit der Werte x, und x^ nicht berücksichtigt hätten. 
Den hierin liegenden Fehler vermeiden wir aber, indem wir aus den mittleren 
Fehlem m ^ und m , der Werte x , und x , ihre Gewichte ableiten, und dann x j und 
X, so oll ansetzen, wie die Gewichtszahlen anzeigen. Wenn m der mittlere Fehler 
einer einmaligen Beobachtung des Winkels list , so ist m i = m der mittlere Fehler 

von X 1 = a 1 und nach Formel ($2) : m , = ^ m t/2 = - m der mittlere Fehler von 

^ y2 

X2=2(at + a»). Dementsprechend sind die Gewichte von x i und x , nach (1*) : 

k k k 2 k 

p 1 = -— — - = -— und p , = = oder, wenn die Gewichtskonstante k = mm 

m 1 in ]^ mm m^m^ mm 

genommen wird, Pi = l undp2 = 2. Somit ist der wahrscheinlichste Wert des 

Winkels 

Pi+Pt 1 + 2 ' 

was auch genau übereinstimmt mit dem Werte, den wir oben aus den einzelnen 
Beobachtungsergebnissen a i , a s und a s erhalten haben. 

S. Die Gewichtskonstante k kann im allgemeinen beliebig angenommen 
werden, da, wie bereits gesagt ist, die Gewichte Verhältniszahlen sind. 

Wir hätten in unserem Beispiele auch p i = = 24 , also k = 24mm setzen 

*^ ^ mm ' 

2 k 
können, womit pa = = 48 geworden, x aber unverändert geblieben wäre. 

In der Praxis ist aber meistens die Wahl einer bestimmten Gewichtskonstanten 
durch besondere Umstände bedingt. 

Erstens kann für die Wahl der Gewichtskonstanten k entscheidend sein, für 
die Gewichte p möglichst einfache, die Rechnungen erleichternde Zahlen zu erhalten. 

Wir hatten in unserm Beispiele k = mm gesetzt und damit pi = \, |) a = 2 
erhalten, also Gewichtszahlen, womit wir die Berechnung von x einfach durchführen 
konnten. Hätten wir k = 2imm gesetzt und damit pi = 2i, p , = 48 , so wäre 
dadurch die Rechnung unnötig erschwert worden. 

Aehnlich kann auch in verwickeiteren praktischen Fällen die Rechnung ein- 
facher und übersichtlicher gestaltet werden, indem für die Gewichtskonstante k 
passende Werte gewählt werden. 

Wichtiger ist sodann aber noch folgendes: Es ist allgemeiner Brauch, die 
Genauigkeit von verschiedenen Beobachtungen durch Angabe des mittleren Fehlers 
der Gewichtseinheit zu bezeichnen, wobei unter dem mittleren Fehler der 
Gewichtseinheit der mittlere Fehler einer Beobachtung verstanden wird, deren 
Gewicht gleich Eins ist. Femer wird auch vielfach der Genauigkeitswert der 
Beobachtungsergebnisse oder der daraus abgeleiteten Gröfsen einfach durch Angabe 
ihres Gewichtes bezeichnet. Alle solche Angaben haben aber nur dann einen 
allgemeineren Wert , wenn sie sich auf eine allgemein gebräuchliche Gewichts- 
einheit beziehen. 

Wenn beispielsweise von einem Theodoliten gesagt wird, sein mittlerer 
Fehler sei ±4", so hat diese Angabe nur dann allgemeinen Wert, wenn sie sich 
auf die gebräuchliche Gewichtseinheit bezieht , wenn also ± 4 " der mittlere Fehler 
einer einmal in beiden Femrohrlagen beobachteten Richtung ist, deren Gewicht 
gewöhnlich als Gewichtseinheit genommen wird. 

Wenn femer gesagt wird, die in einem bestimmten Falle ausgeführten Beob- 
achtungen seien noch nicht genügend, weil dadurch erst das Gewicht 5 erreicht 
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sei, während bei solchen Arbeiten das Gewicht 8 erreicht werden müsse, so hat 
diese Anführung auch nur dann eine bestimmte Bedeutung, wenn den Gewichts- 
angaben eine allgemein gebräuchliche Gewichtseinheit zu Grunde liegt. 
Allgemein gebräuchliche Gewichtseinheiten sind beispielsweise: 

fiir Längenmessungen das Gewicht einer einmaligen Messung einer 

Linie von 100 m Länge, 
für Richtungsmessungen das Gewicht einer einmaligen Beobachtung 

einer Richtung in beiden Lagen des Femrohrs, 
für Winkelmessungen das Gewicht einer einmaligen Beobachtung 

eines Winkels in beiden Lagen des Femrohrs, 
für Nivellements das Gewicht eines einmaligen Nivellements einer 

Strecke von 1 Kilometer Länge. 
Durch Festsetzung der Gewichtseinheit wird auch die Gewichtskonstante k 
bestimmt, denn wenn mit p = 1 das Gewicht, mit m der mittlere Fehler der Gewichts- 
einheit bezeichnet wird, so ist nach (1*): 

(2*) p = -- = i und * = mm, 

mm 

mithin die Gewichtskonstante k gleich dem Quadrate des mittleren Fehlers m der 
Gewichtseinheit. 

3* Sind die mittleren Fehler mj, wia, «ig, . ., .mn der Grössen x i , z , , z j ; 

. . . .xn bekannt, so ergeben sich die Gewichte Pi , Pt , Ps, pn von « i , x 2 , x j , 

Xn, nach (1*) wie folgt: 

Umgekehrt ergeben sich die mittleren Fehler nii, wia, mg mn aus dem 

mittleren Fehler m der Gewichtseinheit und den Gewichten p^ , p^ , p^, p», 

weil nach (2*) ä — mm ist, wie folgt: 

(35) mi^ ± mV- , «la^iml/-, m^=±my , m„=±ml/ — ■- 

f Pi r p^ r p3 » f p^ 

Bilden wir nach (2*) und den Formeln (34) und (35) Proportionen, so er- 
halten wir: 

(36) (P = l):p. :i'»:7'.:--P„ = -^-: -^- -:„-^- : - "„ •■■■-\-. 

mm miWii m.2m2 m^m^ ^^n^n 

und 

(37) m:m,:m,:m,: ...m„=^]/ \ : l/A : ]/^- : V^ : . . . V ^^ • 

« ^ P--1 f p^ f Pi f ps V p^ 

Die Gewichte verhalten sich also zu einander wie die Quadrate der reziproken 
Werte der mittleren P'ehler, während sich die mittleren Fehler zu einander ver- 
halten wie die Quadratwurzeln aus den reziproken Werten der Gewichte. 

Beispiel 1 : Es sind die Streckenlängen « 1 = 85,6 , « a = 1L%7, «3 = 97,0 ge- 
messen worden. Der mittlere Fehler dieser Längen kann berechnet werden nach 
tu = ± 0,006 j/s . Nehmen wir nun das Gewicht einer Messung einer Strecke von 
100 m Länge als Gewichtseinheit, so ist der mittlere Fehler der Gewichtseinheit 
m = ± 0,006 yiOO und die Gewichtskonstante k = 0,006 ^ • 100. Somit sind die Ge- 
wichte Pi, Pi, Pa der Streckenlängen « 1 , « 2 , » s nach Formel (34) : 

^ 0,006^.100 100 ,,_ 100 ^_ ! 100 ,^^ 
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Beispiel 2: Die Winkel a^ ßy y eines Dreiecks sind derart beobachtet 
worden, dafs ihre Gewichte ^« = 4,5, p^ = 3,0, Py =6,0 sind. Der mittlere Fehler 
der Gewichtseinheit ist m = ± 8,0 ". Dann sind die mittleren Fehler m„ , m « , m der 
Winkel aj ß, y nach Formel (35): 

r^a = ^ra'^l -±8,0]/^^ = ±3,8", | i»^ = ± 8,0]/g|^ = ± 4,6", 

my=:±8,0|/g^^ = ±3,3". 

4« In manchen Fällen ist es einfacher oder allein ausführbar, die Gewichte 
nach gegebenen Verhältniszahlen zu berechnen, anstatt sie aus den mittleren 
Fehlern abzuleiten. Bezeichnen wir diese Verhältniszahlen für die Gewichtseinheit 
mit j , fUr die Grössen a; i , xj , x, , x^ mit «i, «g, «»> «„> ^^ haben wir: 

(P = l) : Pi :i>2 : Ps : .... i>n = S : »1 : «2 : «8 : .... «„ 
und daraus: 

m ..=V. ..=V' P.=V P,=';- 

Beispiel 3: Behufs Bestimmung der Höhe eines Punktes P sind mit einem 
Barometer die Höhenunterschiede ^lAj =20,8™, 2lÄ, = 35,0 m, 2I As = 28,0m zwischen 
dem Punkte P und den Punkten Z\ , Pj, , P3 , deren Höhen gegeben sind, beobachtet 
worden. Die Zeitunterschiede zwischen den Beobachtungen der Höhen auf dem 
Punkte P und den Punkten P^,P^,P^ sind « 1 = 38 ', « , = 16 ', < 3 == 50 '. Die Gewichte 
P 1 ; P 2 , /> 8 der Höhenunterschiede 4 A , , 2I A , , 4 A a sollen proportional den reziproken 
Werten der Zeitunterschiede genommen werden und dabei soll als Gewichts- 
einheit das Gewicht einer Beobachtung eines Höhenunterschiedes in einer Zeit 
t = 1 A = 60 ' gelten. Dann ist nach Formel (88) : 

1 "1 

„ _«!_ ^_ t _6Ö_,ß I „ _ t _60 I t 60 ,„ 

't" ' I 

5. Die Verhältniszahlen «i, «a, «a, «» können auch ohne weiteres als 

Gewichte genommen werden. Es wird damit nur vorläufig eine andere Gewichts- 
einheit zu Grunde gelegt und an dem ganzen Rechnungsergebnis nur insoweit etwas 
geändert, als der sich ergebende mittlere Fehler der Gewichtseinheit der mittlere 
Fehler nto der vorläufig angenommenen Gewichtseinheit ist. Aus nto und dem zu 

den Gewichten i)i = «i,i>2 = «2,P3^«8, ^» = «7» gehörigen Gewichte p = 3 

der Gewichtseinheit, folgt dann der mittlere Fehler m der letzteren nach: 

(39) m^itnoV^ -^ • 

Beispiel 3: Wenn in dem unter Nr. 4 behandelten Beispiele die Verhältnis- 
zahlen X 1 = y = ^=-- Ö»026 , Zi=j ^ ^^ = 0,062 , zs^y = ^ = 0,020 ohne wei- 
teres als Gewichte genommen wären und sich damit ein mittlerer Fehler der vorläu- 
figen Gewichtseinheit m = ± 0,12 m ergeben hätte, so wäre der mittlere Fehler der 

in dem Beispiele festgesetzten Gewichtseinheit, wofür 8 == -7 "^ 60 ^ ^'^^^ ^^* "^^^ 
Formel (39): 



m=±moy ._ =±0,12^60= ± 0,93 m. 



Po^a 
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6. Die Formeln für die Fortpflanzung der Gewichte erhalten wir aus den 
Formebi <38) bis (SS) flu* die Fortpflanzung der mittleren Fehler, indem wir die 

in diesen Formeln vorkommenden Ausdrücke quadriren, dann nach (1*): — für mm 

setzen und auf beiden Seiten der sich damit ergebenden Gleichungen durch k 
dividiren. 

Hierdurch erhalten wir fllr das Gewicht P einer Gröfse X, die aus einer 
andern Gröfse x vom Gewichte p, durch Multiplikation mit einer Konstanten a ab- 
geleitet ist, wo also X=(ix ist: 

im i=a.l. 

Beispiel 4: Ein Winkel ist mit einem Repetitionstheodoliten beobachtet 
worden und nach 5 maliger Repetition ist dafür der Wert »5=435° 18' 25" er- 
halten. Hieraus ergiebt sich flXr den Winkel: 

W= 1«5=: l (435°18'25") = 87^03'41''. 
o o 

Das Gewicht des beobachteten Wertes »s ist festgestellt zu pa = 0,24, woraus 
nach Formel (40) für das Gewicht P des Winkels W folgt: 






<*« - P = t + r- + ^ + 



!• Für das Gewicht P einer Gröfse X, die die Summe oder Differenz der 
Gröfsen x, y , « , .... vom Gewichte p ,, p„ , p, , .... ist, die also gebildet ist nach 
X=x ±y ± 2 ± , folgt aus Formel (t9): 

1 1.1.1 
P, 
Ebenso folgt für das Gewicht P einer Gröfse X, wenn X= xi ± x^ ± x^ ± .,, xn 

ist, und die Gewichte Pi, Pi, Pz, p« von Xj, x,, xg, xn sämtlich gleich 

p sind, aus Formel (SO): 

(42) i = »i. 

Beispiel 5: Eine Messungslinie durchschneidet drei verschiedenartige Ge- 
ändeabschnitte. Die Verhältnisse, unter denen die Messung der Linie ausgeführt 
ist, sind im ersten Abschnitte, worin eine Strecke von /i = 120,52ni Länge liegt^ 
ungünstige, im zweiten Teile, worin eine Strecke von /a = 247,80«» Länge liegt, 
günstige und im dritten Teile, worin eine Strecke von 1 1 = 84,75 m Länge liegt, mittlere. 
Die Gewichte der Streckenlängen / 1 , 1%, Iz sind p i = 0,62, p s =: 0,60, p i = 1,18*). 
Dann erhalten wir für die ganze Länge L der Linie zu: 

X = Z, + Zj, + Z , = 120,52 + 247,80 + 84,75 = 453,07 , 

und nach Formel (41) für das Gewicht P der ganzen Länge L: 

]i= ^ +-+ ^ =niö + n-in+i^^iö = 4'13 oder P=0.24. 
^ Pi Pa Ps 0,62 0,60 ' 1,18 

Beispiel 6: Das Gewicht der mit einem Nivellirinstrumente ausgeführten 
Bestimmung des Höhenunterschiedes A h zwischen zwei je 50 » von dem Instrumente 
entfernten Punkten sei p = 10 . Dann ergiebt sich für das Gewicht P des Höhen- 



•) Die Gewichte entsprechen den zufälligen Fehlern der Längenmessung, die regelm&fsigen 
Fehler sind hier nicht berücksichtigt. 
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Unterschiedes 2lÄ=J^i4-^^2 + ...^^io einer mit Zielweiten von 50 m nivellirten 
Strecke von 1 Kilometer Länge nach Formel (42): 

4 = ni = 10.~ = l oder P=l. 
P p 10 

8. Wenn X=ax±by±eg± ist, worin a, h, c , . . . . Konstanten sind, 

so erhalten wir das Gewicht P von X aus den Gewichten Pg, Py, p^, von 



(4S) 



nach der aus Formel (81) folgenden Formel: 



P« 



P, 



Ist femer X=a{zi ixg + xji xn), worin a wieder eine Konstante ist, 

so erhalten wir das Gewicht P von X aus dem für alle n Gröfsen Zi, xj, x,,...xn 
gleichen Gewichte p nach der aus Formel ($2) folgenden Formel: 

(44) 



1 « 1 

^ P 



Beispiel 7: In einer Rechnung wird die halbe Summe zweier Winkel 
a=^li{a-\'ß) gebraucht. Das Gewicht der beiden Winkelwerte ist p = b. Dann 
ergiebt sich für das Gewicht P der halben Winkelsumme a nach Formel (44) : 



1 g 1 
P P 



ß) 



'■'■S-lB <*''"=■<'■ 



9. Für X=/(x, y , i, ) folgt aus Formel (33) für die Berechnung des 

Gewichtes P von X aus den Gewichten p^f Pyt Pif • • • • von x , y , i , . . . . : 



(45) 



Beispiel 8: Die drei Seiten eines Dreiecks sind gemessen zu a = 123,62»»^ 
6 = 86,80m, c = 108,05m. Die Gewichte p^, Pj, p^ 
dieser Seitenlängen sind proportional den reziproken 
Werten der Seitenlängen und als Gewichtseinheit ist 
das Gewicht einer Seitenlänge von 100 m zu nehmen, 

so dafs (p = l):Pa'Pb'P< 
b 



— - — -124 ^--- 



1 

""100 • 


a 


1 
' b 


0.87,1 


= 


e 

ioö 



: — und 
c 

= 1,08, ist. 




Fig. 3. 



Hiemach ergiebt sich für die Höhe und den Höhenfufspunkt : 

2 a 



P- 



= 45,06 m, 



9= ^2^-— = 78,56-, 



Ä = y6« — ;)«r=yc2 — 5« = 74,19m. 

Die zur Berechnung der Gewichte Pp, Pq, Pk der Stücke p, q , h zu bildenden 
DifTerenzialquotienten sind: 

^^-i_ll I "•-- I l/ a'-6' + »n _ I g_ 1 78,6_ 
ea~2 2o»"'"2o'~~+a\ 2a / ~ ^ ä ~ "•" 124 ~ "•" "''^ ' 






PP «_ 108_ 087 



l;"a-2"+"2r»~27"»-ä\ 2"^ J- + Ö- + "124-'^ "•**"' 
-0,70, 





dq_ 
Cb" 


6_ 
a 


K 


3 11. 2. Aufl. 





|? = + l = + 0,87, 
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^-i = -?.^:P = P9=_«'Jo.68 = -0,38, 
Ca h c a ha 74,2 ' 

dh_ b p'Cp_qb_ 18ß 

e6- + Ä- A ai-'A « -+ 74,2 <'''® = + <^''*' 

|* = _^|P=^.«= + 0,61.0.87 = +0,53. 

de h c c ha ' ' 

Hiermit ergeben sich die reziproken Werte der Gewichte Pp, p^, p^ nach 
Formel (-45) zu: 

Pp Vaa/ p^ ^Vcb) p^ ^Vccl p^ 

= 0,63 * . 1,24 + 0,70 « • 0,87 + 0,87 « • 1,08 = 1,75 , 

P^ V^fl/ Pa ■^Vc6; p, ^\cc) f^ 

= 0,36 « • 1,24 + 0,70 « . 0,87 + 0,87 • • 1,08 = 1,41 , 
J^^/aA\2j_ , /aÄ\2j_ , /aÄ\2J_ 
Pa ^^"«z Pa "^\^^/ Ph "^Vcc/ p^ 

= 0,38 « . 1,24 + 0,74 « • 0,87 + 0,?3 » • 1,08 = 0,95 , 
und die Gewichte zu: 

1>^ = 0,57, i>, = 0,71, i>Ä=l,05. 

§ 11. Beispiele zum I. Teile. 

Bei der Bestimmung der Genauigkeitsmafse für die Beobachtungsergebnisse 
und für die aus diesen abgeleiteten Gröfsen wird namenüich von Anfängern sehr 
viel gefehlt und zwar meistens, weil nicht beachtet wird, dafs diese Bestimmung in 
der Regel auf mathematischer Grundlage nach gegebenen Formeln und nicht 
nach allgemeinen, häufig nicht zutreffenden Erwägungen auszuführen ist Die Folge 
hiervon ist, dafs nicht nur ganz unrichtige Genauigkeitsangaben gemacht werden 
und dafs die Beobachtungen unzweckmäfsig angeordnet werden, sondern dafs auch 
aus richtigen Beobachtungsergebnissen ganz unrichtige Gröfsen abgeleitet werden. 

Deshalb soll hier noch eine Reihe von Beispielen folgen zur Erläuterung des 
einzuschlagenden Verfahrens und wird als die wichtigste zu beachtende Regel voran- 
gestellt : 

Wenn nach bekannten, Genauigkeitsmafsen von Gröfsenz,y,s .. . 
die Genauigkeitsmafse einer anderen Gröfse X bestimmt werden 
sollen, so ist in erster Linie festzustellen, in welcher Beziehung 
die Gröfsen x, y, a, .... zu der Gröfse X stehen, und diese Beziehung 
durch mathematische Formeln auszudrücken. Nach diesen grund- 
legenden mathematischen Formeln ist weiter zu rechnen nach den in 
der Theorie der Beobachtungsfehler gegebenen Formeln. 

Nur in solchen Ausnahmefällen, wo eine zutreffende mathematische Grundlage 
für die Bestimmung der Genauigkeitsmafse nicht gewonnen werden kann, dürfen 
Genauigkeitsmafse nach allgemeinen sachverständigen Erwägungen angegeben werden. 

Beispiel 1 : Der mittlere Fehler einer Lattenablesung an einer in Centimeter 
geteilten Nivellirlatte sei bei Ziel weiten von 50 ^ »i^= ±.0,85 »am. Wie grofs ist 
hiemach der mittiere Fehler m^^j eines einzelnen mit solchen Latten und derselben 
Zielweite bestimmten Höhenunterschiedes A\^l 

Der Höhenunterschied A ^ ergiebt sich aus zwei Lattenablesungen 1 1 und l « nach 
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Somit ist nach Formel (30): 

m^^=±m,y2 = ± 0,85/2 = ±1,2 mm. 

Beispiel 2: Der Höhenunterschied Ah zwbchen zwei If = 1600m von 
einander entfernten Punkten Pj und Pj ist durch geometrisches Nivellement mit 

T IßOO 

gleichmäfsigen Zielweiten von t = 50m bein = ^= ^^ = 16 Aufstellungen des 
Instrumentes bestimmt. Der mittlere Fehler eines einzelnen Höhenunterschiedes sei 

w^^=±l,2min. 

a) Wie grofs ist hiemach der mittlere Fehler « des Höhenunterschiedes Ah 
zwischen den beiden Punkten Pi und Pj? 

Der durch geometrisches Nivellement bestimmte Gesamthöhenunterschied Ah 
zwischen zwei Punkten -^i und Pj wird aus den n Einzelhöhenunterschieden -4^1, 
2l § 1 1 . . . i ^„ gewonnen nach : 
(n Ah=A^, + A^, + .,..A^^. 

Demnach ist der mittlere Fehler m dieses Höhenunterschiedes nach Formel ($0): 

und in unserem Beispiele: 

m = ± 1,2 y 16 = ± 4,8 mm . 

b) Welcher Fehler F ist höchstens zulässig ftlr den durch einmaliges Nivellement 
einer Strecke von L = 1600 m Länge bei Zielweiten von « = 50 m gewonnenen Höhen- 
unterschied Ah, dessen mittlerer Fehler m=±4,8™™ ist? 

Nach Regel (87) ist der zulässige Fehler: 

<3') F=±Bm bis ±3,5m, 

also hier P== ± 3 • 4,8 bis 8,5 • 4,8 = 14,4 bis 16,8 oder rund ± 16 mm . 

c) Wie grofs ist hiernach die höchstens zulässige Differenz D zweier solcher 
Höhenunterschiede ? 

Die Differenz d zweier Höhenunterschiede Ah^, und 4Ä, ergiebt sich nach: 

d= A hl — A h^ f 

somit ihr mittlerer Fehler m^ nach Formel (80): 

mj=±my2 

und der höchstens zulässige Fehler oder die höchstens zulässige Differenz D nach 
Regel (ST): 

(4') D = ± 3 1»^ bis 3,5 m j = ± 3 «y 2 bis 3,5 m y 2 = ± Py 2 , 

also hier D = + 16 y2'= + 23 mm . 

d) Wie grofe ist das Gewicht p des Höhenunterschiedes Ah, wenn das 
Gewicht der Einzelhöhenunterschiede =p^f^ ist? 

Nach (r) und Formel (42) ist: 



und in unserem Beispiele: 



P Piib 2» p^^ 



l-''i^'^''^-lß'^^- 
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36 Theorie der Beobachtungsfehler. I. T. 

e) Wie grofs wird dies Gewicht, wenn ab Gewichtseinheit das Gewicht eines 
einmaligen Nivellements eine Strecke von i = 1 Kilometer Länge bei Zielweiten von 
» = 50jo genommen wird? 

Wird dieser Festsetzung der Gewichtseinheit entsprechend in (5*) p = l, 
L = lOGOm , a = 50 m eingesetzt, so folgt: 

1 1000 1 , ,^ 



womit 


(5*) übergeht in: 


P 


L 1 
"lOO'iÖ" 


L 

"lOOÖ' 


oder wenn L in Kilometern 


genommen wird: 


(6') 




P 


Xkm oder 


1 


wonacl 


i in unserem Beispiele ist: 












1 

^ = 176- 


= 0,62. 



fj Welcher mittlere Fehler m der Gewichtseinheit oder eines einmaligen 
Nivellements einer Strecke von 1 ^^ Länge bei Zielweiten von « = 50 » ergiebt sich 
aus dem mittleren Fehler m = ± 4,8 m™ und dem Gewichte p = 0,62 eines ebensolchen 
Nivellements der Strecke von X=l,6km Länge? 

Aus Formel (85) folgt: 

(7*) xa = ±m y p , 

wonach 

m = ± 4.8 y0,62 = ± 8,8 mm 
wird, 

g) Die Strecke von X = l,6km Länge zwischen den Punkten Pi und P, ist 
dreimal gleich genau mit Zielweiten von 50 m nivellirt worden, so dafs für jedes 
dieser Nivellements der mittlere Fehler m = ± 4,8 mm und das Gewicht p = 0,62 ist 
Die erhaltenen Höhenunterschiede sind 4 Ai = 5,632, 4*8 = 5,625, 2lÄ, = 5,627. 
Wie grofs sind der mittlere Fehler M imd das Gewicht P des sich hiemach ergebenden 
endgültigen Wertes AH des Höhenunterschiedes? 

Aus n gleich genauen Höhenunterschieden Ah^ , Ah^, ,.. Ah^ mit dem mitt- 
leren Fehler m und dem Gewichte p ergiebt sich der endgültige Wert AH des 
Höhenunterschiedes nach: 

Aki + Ah^ + .,,Ah^ 1 
AH= — — - = - {Ah, + Ah^ + ,,,AhJ, 

dementsprechend der mittlere Fehler M von AH nach Formel (88): 

(8') M=±^my~n=±^ 

und das Gewicht P nach Formel (44): 

(9-) -p={iy---hnr^^^'' = "P' 

wonach in unserm Beispiel wird: 

^^^5,632 + 5,625 + 5^27^^^^3^ 3/= ± -^'^- = ±2,8-, P= 3- 0,62= 1,86. 
^ y3 
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Der Fehler, womit der Höhenunterschied 4If=5,628 höchstens behaftet sein 
wird, ist nach Regel (37) gleich ± 3 Jlf bis ± 3,5ilf , also gleich ± 8,4 bis ± 9,8 oder 
rund ± 10 ™m. 

Beispiel 3: Die 670™ lange Strecke zwischen zwei Punkten Pi und P% ist 
mit 12 Instrumentenaufstellungen nivellirt worden und zwar die Einzelhöhenunter- 
schiede ^^1, ^^i, ^§ii> ^6 IS bei Zielweiten von 50m, ^^3, ^§4, ^§5 bei Ziel- 
weiten von 25 m und A^^, A^, , i^jo bei Zielweiten von 12 m. Der mittlere 

Fehler eines Einzelhöhenunterschiedes sei bei 50» Zielweite «150= ± 1,2 mm ^ bei 
25 m Zielweite mi^= ± 0,9 mm ^ bei 12 m Zielweite mia= ± 0,6 mm, Wie grofs sind 
hiemach der mittlere Fehler und das Gewicht des Gesamthöhenunterschiedes A h , 
wenn als Gewichtseinheit das Gewicht einer einmal bei Zielweiten von 50 m nivellirten 
Strecke von 1 km Länge genommen wird ? 

Der Gesamthöhenunterschied ist: 

Ah=Ai, + A^, + Afi^ + A^, + Afi, + A^, + ^ ^10+ ^ 5ii + ^ §1«, 

und somit nach Formel (89): 

fn= ± y^Bo* + mfto* + m,5« + mjB« + ifija* -|-mij' + mi2» + tili,« + mi,* + mia* + m5o* + 11150' 
m= ± "|/4TO5o«4"3»»2ö* + 5mi2« 

= ± 1/4 • 1 ,44 + 3 . 0,81 + 5 • 0,36 = ± 3,2 mm . 

Der mitüere Fehler m der Gewichtseinheit wird nach (2*) : 

m = ±m„y,r= ± m«y^= ± 1.21/^0^ = ^3,8 mm 

und somit das Gewicht p des Gesamthöhenunterschiedes nach Formel (84) : 

_ Jfe^_nim_3,8«_- . 
^ ""m m~m m~ 3,2« ""' 

Dasselbe Gewicht ergiebt sich auch nach den Formeln (84) und (41) wie folgt : 

Pbo mm 3,8« Pu S,8* Pu 3,8« ' 

l = 4.J- + 3-L4.5J_ = o,71, p = M. 
P Pöo Pn Pia 

Beispiel 4: Die Strecken zwischen den Punkten Pi , Pj, Pt, P*, deren 
Längen Xi = 1,2 km^ Li = lfi^^, -Lg = 1,4 km sind, sind mit gleichen Zielweiten 
nivellirt worden, wobei sich die Höhenunterschiede 2IA1 = 3,723, i4Ä, = x4,505, 
Ahs = x2,072 ergeben haben. Der mittlere Fehler der Gewichtseinheit sei ± 3,8 mm . 
• Wie grofe ist hiemach das CJewicht P und der mittlere Fehler M des Gesamthöhen- 
unterschiedes AH zwischen den Punkten Pi und P*? 

AH= Ahi + Ah^ + A Äa = 3,723 + X4,505 4-X2,072 = X0,300m, 
femer nach (6*): 

Pi P% Pi 

und nach Formel (41): 

} =l. + A- + A. = L, + L, + L, = Zß, P=0,26, 

2 Pi Pi Pi 

endlich nach Formel (85): 

Af = ± m ]/ p = ± 3,8 >/3,6 = + 7,2 mm . 
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Beispiel 5: Die Städte Bonn und Godesberg werden durch ein gemein- 
schaftliches Pumpwerk mit Wasser versehen. Zu dem in Bonn vorhandenen 
Hochreservoir der Wasserleitung soll ein zweites Hochreservoir in Godesberg 
möglichst genau in gleicher Höhe erbaut werden. Es soll angegeben werden, wie 
grofs der Fehler des durch geometrisches Nivellement zu bestimmenden Höhen- 
unterschiedes zwischen dem an dem Bonner Hochreservoir angebrachten Nivelle- 
mentsbolzen und dem auf dem Grundstücke für das Godesberger Hochreservoir 
gesetzten Bolzenstein voraussichtlich höchstens sein wird. 

1. Der Bolzen @ 1 an dem Bonner Hochreservoir ist durch zwei Nivellements 
an die beiden 1 km von einander entfernten Bolzensteine 5477 und 5478 der Landes- 
aufnahme angeschlossen worden. 

Der Höhenunterschied zwischen ©5478 und @1 ist bei dem ersten Nivelle- 
ment erhalten aus 55 Einzelhöhenunterschieden, die bei verschiedenen Zielweiten 
beobachtet worden sind. Die durchschnittlichen Zielweiten z und die aus ander- 
weitigen umfangreichen Ermittlungen bekannten mittleren Fehler m eines Einzel- 
höhenunterschiedes bei den betreffenden Zielweiten sind 

fllr 29 Unterschiede : « = 50 m , wi = ± 1,2 m™ , 
„ 9 „ :J = 25ni,m=±0,9mm, 

„ 17 .„ : « = 12m, m= ± 0,6mm. 

Hiermit ergiebt sich der mittlere Fehler m i des aus dem ersten Nivellement 
folgenden Höhenunterschiedes Ah^ zwischen @ 5478 und @ 1 nach den Formeln (29) 
und (30) wie im Beispiele 3 zu: 



mi=±y(l,2y29)2-f (0,9/9)2+ (0,6|/I7)2.^±7,4mni. 

Bei dem zweiten Nivellement ist der Höhenunterschied zwischen @ 5478 und 
@ 1 erhalten aus dem Höhenunterschied der 1 km langen Strecke zwischen @ 5478 
und @5477, dessen mittlerer Fehler nach der Veröffentlichung der Landesaufnahme 
zu ±2,0»m angenommen werden kann, und 46 Einzelhöhenunterschieden, deren 
Zielweiten z und mittlere Fehler m sind 



für 22 Unterschiede 
„ 19 



mm 



a = 50 m , m = ± 1,2 

a = 25 m , m = ± 0,9 mm ^ 

3 = 12m^ TO=±0,6mm^ 



Hiermit ergiebt sich der mittlere Fehler m j des aus dem zweiten Nivellement 
folgenden Höhenunterschiedes Ah^ zwischen ©5478 und @ 1 wie oben: 



'»a = ±"|/2,02-f(I,2y22)2 + (0,9y5)2-f(0,6yi9)^ = ±6,8mm. 

Der endgültige Höhenunterschied A H ist aus A h i und Ah^ gerechnet nach 

jfl = .^A_+_A_*« = ./, 4 A. + V, 4 A, , 

so dafs sich der mittlere Fehler M^ dieses Höhenunterschiedes nach Formel (81) 
ergiebt zu: 



i^,=±y(',«.)'+(f-)'=±yö''')+(i")'="'«-- 

2. Der Bolzen (g 5478 ist mit der Höhenmarke O G. B. der Europäischen 
Gradmessung auf dem Godesberger Bahnhofe, wovon bei. der Einnivellirung des 
Bolzens @2 beim Godesberger Hochreservoir am zweckmäfsigsten ausgegangen 
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wird, durch eine X = 6,5km lange Strecke des mit gleichmäfsigen Zielweiten von 
« = 50 n» durchgeführten Nivellements der Landesaufnahme verbunden. 

Hiemach folgt der mittlere Fehler Mi der L = 6,5 km langen Strecke zwischen 
@ 5478 und O G. B. mit dem nach den Veröffentlichungen der Landesaufnahme 
angenommenen mittleren Fehler m= ± 2fl mm für 1 Kilometer nach (6*) und 
Formel (S5) zu: 

Mi = ±m ^T= ± 2,0 y6,5 = ± 5,1 mm . 

$. Der Höhenunterschied zwischen C G. B. und @ 2 beim Godesberger Hoch- 
reservoir kann nach angestellten Ermittlungen nivellirt werden 

in 3 Aufstellungen mit Zielweiten von 50 m, 
»6 II » .1 »25 m 

und „ 20 „ „ „ „12m. 

Es können dasselbe Nivellirinstrument und dieselben Latten benutzt werden, 
wie bei den Nivellements zwischen 'o; 5478 und @ 1 , so dafs dieselben mittleren 
Fehler angesetzt werden können, wie unter Nr. 1 und ein konstanter Längenfehler 
der Latten nicht berücksichtigt zu werden braucht. 

Demnach ergiebt sich der mittlere Fehler m des aus einem einmaligen Nivelle- 
ment folgenden Höhenunterschiedes zwischen O G. B. und :§) 2 wie unter Nr. 1 zu 



m=±]/(l,2y3)2+(0,9y6)2+(Ö,6|/20)» = ±4,0min. 

Das Nivellement wird, um grobe Fehler auszuschliefsen, zweimal in gleicher 
Weise durchgeführt. Das arithmetische Mittel der Ergebnisse beider Messungen 
wird als endgültiger Höhenunterschied genommen, wonach dessen mittlerer Fehler 
Jf i nach Formel (82) sein wird : 



Jlf,=:±^m|/2=:±^4,0i/2=:±2,8min. 



4. Aus den mittleren Fehlem itf i = ± 5,0 mm , jf , = -t 5,1 mm , jtf 3 = i 2,8 mm 
der Höhenunterschiede zwischen @ 1 und q 5478 , @ 5478 und O G. B. , O G. B. 
und (^ 2 wird der mittlere Fehler M des Gesamthöhenunterschiedes zwischen © 1 
und @ 2 nach Formel (89) erhalten zu : 

3f = ± >/^i* + 3/7*T"^ 8 * = ± 1/5,0 ^T5".l ' + 2,8^ = ± 7,7 mm . 

Wird der voraussichtlich höchstens vorkommende Fehler nach der im § 8 
gewonnenen Regel (27) gleich dem 4 fachen Betrage des mittleren Fehlers an- 
genommen, so ergiebt er sich zu; 4 Jf = + 4 • 7,7= + 30,8mm oder rund zu: 
± 3 Centimeter. 

Beispiel 6: Zur Berechnung des Höhenunterschiedes Ah zweier trigono- 
metrischen Punkte , des mittleren Fehlers m und des Gewichtes p des Höhenunter- 
schiedes sind die folgenden Bestimmungen gegeben: 

Entfernung t = 4536,5 m , m ^ = ± 0,1 m , 

Höhenwinkel a = 4-0°57'35", m„"= ±4", m„ = -m„" = 0,000 019, 

Instrumentenhöhe i = 0,743 m , m • = ± 0,01 m ^ 

Zielhöhe « = 1,260 m , m , = + 0,01 m . 

Als Gewichtseinheit ist das Gewicht der Bestimmung eines Höhenunterschiedes 
für eine Entfernung « = 1 km 2u nehmen. 
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Wie im Beispiele 5, Seite 28 folgt 
Ah = etg + 1 — 9== 4536,5 . t^ 0^57' 85" + 0,743 — 1,260 = + 75,47 m , 



und 



itf = ±l/(^a.i»J» + (-;,-m„)' + «.' + «.' 



= ± y (0,0168 • 0,1 ) * + ( J^^J • 0,000 019) ' + 0,01 « + 0,01 » 

= + yöfiö 00 03 + 0,00 74 so'Tö^ööröo +ö;ö() öröo~" 

= ± yp0 76"^3~= ± 0,087 m. 

Nach den Zahlenwerten liefern die mittleren Fehler m^, m,, m, , obgleich 
sie hier aufsergewöhnlich hoch angesetzt sind, so geringe Beiträge zu 3i* , dafs sie 
vernachlässigt oder gleich Null gesetzt werden können. Femer kann cos a für die 
im trigonometrischen Netze in der Regel nur vorkommenden kleinen Höhenwinkel 
gleich 1,0 gesetzt und demnach 

M=± f(7^ ~)^=±em^=± 4536 • 0,000 019 = ± 0,086 m 

genommen werden. Hiemach ergiebt sich für das Gewicht P nach Formel (34) , 
wenn die Entfernungen in Kilometern genommen werden: 



P = 



(!•«»«)* 1 



" 4,54'« ■ 



: 0,049. 



Ah = - 



ßei spiel 7: Für den Höhenunterschied Ah zweier Punkte P und Pi ergiebt 

sich aus dem Höhenwinkel a = +2° 16' 30" der 
Ziellinie nach dem Nullpunkte einer auf Pj stehen- 
den Latte und dem Höhenwinkel a 1 = + 3 ° 35 ' 15 " 
der Ziellinie nach einer im Abstände l = 4,000 m 
vom Nullpunkte an der Latte angebrachten Ziel- 
scheibe : 

Ah = Diga, \ Ah-\-l = Dtg ai , 

^* 

4,000 




l 



l~ co/^( + 2°16'30") <y( + 3°35'15") — 1 

1 



eotg a ig a 

Aus dem mittleren Fehler m„" = ±8" oder m^ 



■6,919«. 



±0,000039 der 



beiden Höhenwinkel a und dem mittleren Fehler m,= ± 0,2mm=:: 4. o,0002m des 
Lattenstücks / ergiebt sich dann der mittlere Fehler M des Höhenunterschiedes Ah 
mit den partiellen Differenzialquotienten des Ausdruckes für Ah nach a , a 1 und l : 

cAh 
dl 



' —,= + -f = + l,12, 



eotg atg Ol — 1 



a/lÄ 
Ca 
dAh_ 

nach Formel (33) zu 



/ 



tg a 



tgoi 



' ( eotg atgai — l)^8in*a ' Uin * a ' ' 

[ ._ J!^^9a __.j^2 -^A'^iL--3024 

( colg atg Ol — 1 ) * cos ^ a 1 ( co« * a 1 



M=±^{ 1,73 • 0,0002 ) « + ( 476 • 0,000 039 ) '' + ( 302 • 0,000 039 ) * = ± 0,022 m . 



Digitized by 



Google 



§ 11. Beispiele zum I. Teile. 41 

Beispiel 8: Bei einer Dreieckswinkelmessung werden zwei verschiedene 
Theodolite I und II verwendet Der mittlere Fehler einer einmal in beiden Lagen 
des Femrohrs beobachteten Richtung ist fiir den Theodoliten I: mj=±l,5", für 
den Theodoliten II: m^^ = ±2,4". Es soll angegeben werden, wie oft die Beob- 
achtungen der Winkel mit dem Theodoliten II wiederholt werden müssen, damit 
die Beobachtungsergebnisse ebenso genau werden, wie bei einer 8 maligen Beob- 
achtung der Winkel mit dem Theodoliten I, und wie grofs das Gewicht und der 
mittlere Fehler der als arithmetisches Mittel aus sämtlichen Beobachtungsergebnissen 
gebildeten endgültigen Winkelwerte sind. Hierbei ist das Gewicht einer einmaligen, 
in beiden Lagen des Femrohrs ausgeführten Beobachtung eines Winkels mit dem 
Theodoliten I als Gewichtseinheit zu nehmen. 

1. Ein Winkel w wird aus den beobachteten Richtungen r^ und r,. für den 
linken und den rechten Winkelschenkel erhalten nach: 



Somit wird der mittlere Fehler m^ eines Winkels aus dem mittleren Fehler 
m^ einer Richtung nach Formel (30) erhalten zu: 

m^=±m^y2. 

Hiernach finden wir als mittleren Fehler m der Gewichtseinheit oder eines einmal 
mit dem Theodoliten I in beiden Femrohrlagen beobachteten Winkels: 

m = ± m^|/2 = ± 1,5 f2 = ± 2,1" 
und als mittleren Fehler m eines einmal mit dem Theodoliten II in beiden 
Femrohrlagen beobachteten Winkels: 

m^^^= ± mjjy2= ± 2,41/2= ± 3,4". 

Die Gewichtskonstante Ä; = nxm ist: 

ife = mm = l,5*. 2 = 4,5 

und das Gewicht pjj eines mit dem Theodoliten II beobachteten Winkels nach 
Formel (84): 

« fe _1>5«>2_2,25_ 

Pn- ni,^^m„^^-2,4«T2-5;76-^'^^- 

2. Der endgültige Wert W eines Winkels ergiebt sich als arithmetisches 
Mittel aus n Beobachtungsergebnissen w^, w^, w s i ••••«' n ^" • 

w= , 

und das Gewicht P des endgültigen Wertes W aus dem Gewichte p der Beob- 
achtungsergebnisse nach Formel (44) zu: 



1 /1\2 1 1 , „ 
-w = (-) •n-~ = — oder P = np 
P \nJ p np ^ 



np 

Hiemach wird das Gewicht Pj der endgültigen Werte Wj, die aus nj=S 
mit dem Theodoliten I gewonnenen Beobachtungsergebnissen vom Gewichte p = 1 
abgeleitet werden: 
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42 Theorie der Beobachtungsfehler. .1. T. 

und das Gewicht Pjj der endgültigen Werte W^jj, die aus njj mit dem Theodo- 
liten n gewonnenen Beobachtungsergebnissen vom Gewichte p^j = 0,89 abgeleitet 
werden : 

Soll nun, wie verlangt, die Genauigkeit der mit dem Theodoliten I und II 
gewonnenen Endergebnisse Wj und Wjj gleich sein, so müssen auch die Gewichte 
Pj = 8 und Pjj = n^j • 0,39 gleich sein, oder es mufs sein : 

Q 

n^j-0,39==8 und n^j= =20,5 oder rund =21, 

wonach die Winkel 21 mal mit dem Theodoliten II beobachtet werden müssen, 
damit die Beobachtungsergebnisse ebenso genau werden, vn^ bei einer 8 maligen 
Beobachtung der Winkel mit dem Theodoliten I. 

Der mittlere Fehler M der endgültigen Werte W^ und Wjj ergiebt sich aus 
dem mittleren Fehler nx der Gewichtseinheit und den Gewichten P^=Py^ = nj = 8 
nach Formel (S5) zu : 



^=±'"V?7 = ±24y-8-=±0.74' 



oder aus dem mittleren Fehler m„^^ = ±3,4", wenn wir den Beobachtungen mit 

dem Theodoliten II das Gewicht = 1 beilegen und demnach das Gewicht von 
Wjj mit njj7=2l einsetzen, zu: 



M = ±m„j^ 



i-^r^'''i^~i=^''''"' 




Fig. 5. 



Beispiel 9: Die Entfernung h eines auf dem rechten Rheinufer liegenden 

p^ Punktes P^ von einem auf dem linken Rheinufer liegenden 

Punkte P^ soll durch Messungen am linken Rheinufer derart 

bestimmt werden, dafs der mittlere Fehler m j nicht gröfeer 

als ± 0,04 m wird. 

Der Punkt P^ kann von dem Punkte P^ und von einem 
rund 350 m von P^ entfernten Punkte P^ anvisiert werden. 
Zur Messung der Entfernung a zwischen P^ und P^ stehen 
Latten zur Verfligung, deren Länge nach Normalmafsstäben 
geprüft ist und mit denen die Entfernung a auf dem 
nahezu horizontalen Leinpfad so genau gemessen werden 
kann, dafs der mittlere Fehler einer einmaligen Messung 
m^= ± 0,004 yä"=± 0,004 y350 = ± 0,075 m sein wird. Zur Messung der Winkel 
ß und y auf P^ und P^ steht ein Theodolit zur Verfügung, fiir den der mittlere 
Fehler einer einmaligen Messung eines Winkels in beiden Femrohrlagen festgestellt 

ist zu : to" = ± 8 " oder m = — m"^± 0,000 039. Die Winkel ß und y sind ungefähr 

bestimmt zu: ^ = 52° 20', y = 83°00'. 

Es soll angegeben werden, wie oft die Messung der Entfernung und der 
Winkel zu wiederholen ist, damit die verlangte Genauigkeit erreicht wird. 

Die Entfernung 6 wird erhalten zu: 

6 = a ^^l- . = 350 . 4",^2 ° 20 ' ^ ^^ . 0,792 ^350.1.13 = 396 « . 
9%n(ß-\-y) 8ml35°20' 0,703 ' • 

Die zur Anwendung der Formel (33) ftir die Berechnung des mittleren 
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§ 11. Beispiele zum I, Teile. 43 

Fehlers m^ der Entfernung h erforderlichen Zahlenwerte der Düferenzialquotienten 
ergeben sich wie folgt: 

db ^ sin ß_ _ ain 52° 20^ _ 0,792 _ 

a a ~" «n ( /3 + y ) ~ «in 135° 20' ~" 0,703 ~ ' ' 

d b _ dn{ß-\-'y)co8 ß — 8in ßeo8{ß-\-y) 
^ _ _ a ______ ^ 

_^ «*«y _^ «n83°00' _ 0,993 _ 
-« i5» «X^-fiyj -« ,1^135 ^20 '- ^^%,703 «- ^^ ' 

c-y=-''sin^-ß+y)'''^^+y^=-^''''^^^+y^= 

= — 396 • eotg 135° 20' = + 396 • 1,012 = 401 . 

Wird die Messung der Entfernung a n^ mal ausgeführt und wird das arithme- 
tische Mittel der n^ Messungsergebnisse als endgültiger Wert von a angenommen, 
so wird der mittlere Fehler dieses Wertes nach Formel (88): 



±^'»ay^=±'»«y-J— ±0.075y^ 



sein. Ebenso wird, wenn die Winkel ß und y nmal gemessen werden und die 
arithmetischen Mittel der n Messungsergebnisse als endgültige Werte der Winkel 

angenommen werden, der mittlere Fehler dieser Werte ±to1/ -=±0,0000391/ - 

sein. Danach ergiebt sich der mittlere Fehler m^ der Entfernung b nach Formel 
(88) wie folgt: 

«6 = ±l/n,i3.o,075T/-M +no4. 0,000 039 y^j +U01. 0,000 039 t/m 



=±]/o,i 



,007 18 -^- + 0,001 00-^ 
n„ n 



Der mittlere Fehler m^ soll nicht gröfser als ± 0,04 m sein. Setzen wir den 
Wert 0,04 für m^ in die obige Gleichung ein und quadriren, so erhalten wir: 

0,0016 = 0,007 18 — + 0,001 00 - • 
»o ** 

Nach dieser Gleichung können n^ und n festgesetzt werden. Wird bestimmt, 

dafe die Entfernung o und die Winkel ß und y gleich oft gemessen werden sollen, 

dafs ako »« = » sein soll, so folgt aus obiger Gleichung, dafs die Messungen 

0,007 18 + 0,00100 ^ , -^. . , 

n^ = n = ' ^' ::= 5 mal auszuführen smd. 

Würde bestimmt, dafs die Entfernung a n^ = 4mal gemessen werden solle, 
so würde der aus dem mittleren Fehler des endgültigen Wertes von a herrührende 

Teilbetrag 0,00718 —des Quadrates des mittleren Fehlers m^ der Entfernung 6 

gleich 0,00718-^ = 0,0018, also bereits gröfser als der fUr mf festgesetzte Betrag 

0,0016. Demnach wird also m^ nur dann nicht gröfser als ± 0,04™, wenn die Ent- 
fernung a mindestens 5 mal gemessen wird. 

Beispiel 10: 1. Die Geschwindigkeit t; des Wassers in einer Sekunde wird 
aus der Anzahl t der Touren, die ein Woltmannscher Flügel in der Zeit « macht 
und aus den Konstanten a und ß des Flügels erhalten nach: 
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44 Theorie der Beobachtungsfehler. I. T. 

Hieraus folgt für den mittleren Fehler m^ der Geschwindigkeit v nach Formel (83): 



Ista = + 0,025, /? = + 0,278, ( = 100, « = 22,2", also 
t; = + 0,025 + 0,278 ^^^ = 1,277 m . 
und m^= ± 0,0047, m^= ± 0,00108, m^ = 0, m,=: ± 1,3", so wird: 

.. - ±] /..0047-+(jg..«.l<«)'+g ...«)' + (.^8g-;73) ^" 

= ± )/0,00 00 22 4- 0,00 00 24 + 0,0 + 0.00 53 73 = ± 0,074 m . 

3. Werden die in einer Vertikalen bei den Tiefen To = , Ti , T, , T^, T, 

TJl .Vo ermittelten Wassergeschwindigkeiten to,t>i, r», 

\ ^»> ^« als Ordinalen zu den als Abscissen genom- 



T, 







^ menen Tiefen T aufgetragen, so stellt die durch die 
Abscissenlinie, durch die Ordinalen «o der Oberfläche 
und V, der Sohle sowie durch die Verbindungslinien 



i^ der Endpunkte der Ordinalen »o,«i, «a, ^nt^» 



begrenzte Fläche die Vertikalgeschwindigkeitsfläche 
dar. Der Inhalt F dieser Fläche wird erhalten nach : 



Vn-t 



+%(r,-T„_i)+t,,(r,-!r,)). 

Die Tiefen T können so genau ermittelt werden, 

Ts ' ^^i dafs deren Fehler hier nicht berücksichtigt zu werden 

Fig. 6- brauchen. Wird dann als mittlerer Fehler m^ der 

Geschwindigkeiten ein den Geschwindigkeiten Vq, v^, t?,, v^, v^ entsprechender 

Mittelwert genommen, so ergiebt sich fllr den mittleren Fehler m^ der Vertikal- 
geschwindigkeit nach Formel (31): 



*'»^=±>uy2^1«+2^8« + (r8-^'l)« + . 



2;_2)2 + (2;-2;_i)8 + (r.-rj8 



Die Vertikalgeschwindigkeitsfläche F ergiebt sich für: 

ro = 0,786, ^1 = 0,10, ri = 0,781, ^„ = 0,20, »2 = 0,739, ^, = 0,30, »8 = 0,719, 
^4 = 0,45, »4 = 0,581, », = 0,305, r, = 0,63 zu: 

F = l( 0,786 . 0,1 + 0,781 • 0,2 + 0,739 • 0,2 + 0,719 • 0,25 + 0,581 • 0,33 -f 0,305 • 0,18 ) 

= 0,405 qm 
und ihr mittlerer Fehler m^ mit m^ = + 0,066 m zu : 



m^ = ± 2 0,066 yÖjM- 0,2 « + 0,2 « + 0,25 * + 0,33 « + 0,18 =* = ± 0,018 qm . 

3. Aus der Vertikalgeschwindigkeitsfläche F und der Sohlentiefe T^ ergiebt 

sich die mittlere Vertikalgeschwindigkeit V nach : 

F 

F= - 

^. 

und somit der mittlere Fehler m y der mittleren Vertikalgeschwindigkeit nach 

Formel (28): 

1 
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Für obiges Beispiel wird: 



und m r. = 



= ±ö,6-3 «'«!« = 



± 0,029 m . 



4. Der Flächeninhalt /„ eines einzelnen Streifens des Querprofils, in dessen 
vertikaler Mittellinie die Geschwindigkeitsmessung ausgeführt wird, ergiebt sich aus 
der Breite b ^ des Streifens und aus den Tiefen T^ 
Streifens nach: 



«-1 



und r„ an den Grenzen des 






(r.-i + rj. 



Die Breite b ^ des Streifens kann so genau ermittelt werden, dafs ihr mittlerer 
Fehler Wj = genommen werden kann. Dann ergiebt sich für den mittleren Fehler 
Uly der Fläche aus dem mittleren Fehler m ^ der Tiefen T nach Formel ($8): 

1 . ._ 1 



'V- 



= ±^^n«*ry2=± 



y2 



6„m3 



Femer wird die Wassermenge q^, die in der Sekunde durch einen einzelnen 
Querprofilstreifen fliefet, aus der Fläche f^ des Streifens und aus der mittleren 
Vertikalgeschwindigkeit V^ erhalten nach : 

und der mittlere Fehler m^ der Wassermenge q^ aus dem mittleren Fehler m^ der 
Fläche /„ und dem mittleren Fehler my der Geschwindigkeit Fnach Formel (33) zu: 

Die Gesamtwassermenge Q, die in einer Sekunde durch das ganze Quer- 
profil fliefst, ist gleich der Summe der durch die einzelnen Querprofilstreifen 
fliefsenden Wassermengen q^ und demnach der mittlere Fehler m^ der Gesamt- 
wassermenge Q nach Formel (29) gleich der Quadratwurzel aus der Summe der 
Quadrate der mittleren Fehler m^ der einzelnen Wassermengen ?„. 

Hiemach werden die Wassermenge Q, die in einer Sekunde durch das, bereits 
im § 9, Nr 5 behandelte Querprofil fliefst, und ihr mittlerer Fehler »ig wie folgt 
erhalten : 











Ge- 


Wasser- 


Mittlerer 






Nr. 


Breite 
6. 


Tiefe 


Fläche 


schwindig- 
keit 


menge 


Fehler 

i 


(Fm^)'. 


(fmyy^ 










V, 


q- 


»y. 


my. 











0,00 








± 


± 






1 


3,6 


0,40 
0,57 
0,72 
0,82 
0,85 
0,85 
0,78 
0,67 
0,55 
0,45 
0,26 
0,00 

F= 


0,72 


0,182 


0,131 


0,090 


0,040 


0,00 027 


0,00 083 


2 


2,5 


1,21 


0,438 


0,530 


0,089 


0,035 


152 


180 


3 


2,5 


1,61 


0,643 


1,035 


0,089 


0,029 ! 


327 


218 


4 


2,5 


1,92 


0,810 


1,555 


0,089 


0,027 1 


520 


268 


5 


2,5 


2,09 


1,036 


2,165 


0,089 


0,024 


850 


252 




2,5 


2,12 


1,157 


2,453 


0,089 


0,023 


0,01 061 


238 


7 


2,5 


2,04 


1,019 


2,079 


0,089 


0,025 


0,00 823 


260 


# 


2,5 


1,81 


0,794 


1,437 


0,089 


0,028 1 


500 


257 


o 
9 


2,5 


1,52 


0J79 


1,184 


0,089 


0,030 1 


480 


208 


1 V 

10 


2,5 


1,25 


0,550 


0,688 


0,089 


0,032 


240 


160 


11 


2,5 


0,89 


0,400 


0,356 


0,089 


0,036 1 


127 


102 


11 
12 


3,2 


0,42 


0,140 
Q = 


0,059 


0,080 


0,045 [ 


012 


036 


17,60 qm| 


13,672 cbm 




m^ = 0,0 


7 381 








1 

i 










mg = ±C 


,272 cbm 
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Der mittlere Fehler m ^ der Sohlentiefe T ist, wie im § 9 , Nr, 5 , zu : ± 0,05 m 
genommen. Die mittleren Fehler my ergeben sich, wie unter Nr. 2 und 3 durch 
ein Beispiel erläutert ist. 

Beispiel 11: 1. Der mittlere Profilradius r eines Durchflufeprofils ergiebt 
sich aus der Querprofilfläche und dem benetzten Umfange p nach: 

F 

woraus für die Berechnung des mittleren Fehlers m^ des Profilradius r aus dem 
mittleren Fehler mp der Fläche F und dem mittleren Fehler m^ des benetzten 
Umfanges p nach Formel (33) folgt : 

In dem im § 9, Nr. 5 behandelten Beispiele ist 1^=17,61 qm, p = 31,8, also: 

"=3i;8=^'^^- 
Femer ist: my= ± 0,43 q», 1»^= ± 0,05™ und somit 



3. Nach den Formeln von Ganguillet und Kutter wird die mittlere Wasser- 
geschwindigkeit V erhalten aus den Konstanten a und ß, dem Profilradius r und 
dem relativen Gefölle t nach : 

Füra = 100, ß = 2M, r = 0,554, r = 0,000 231 wird: 

V= /lOO — - '^^^^*^— \ i/ö7554^Ö;ÜÖÖ23r = 0,263 m. 
V y0,554 + 2,44r 

DifFerenziren wir den Ausdruck für V nach a, ß, r und r und setzen in die 
sich ergebenden Differenzialquotienten gleich die Zahlenwerte ein, so erhalten wir: 

e« \^ l/r + /J/ ' a 100 ' 

^y (]/r+/?)« — a/9 oryr" 100 • 0,554 yO.OOÖ 231 

8j = -^"^r>7)"^ = ~(yr+7p = lyo.564 + 2,44)2 =®'°^^' 

1 ,_/ 1/^+2/9 \ 1 , / t/Ö;554 + 4,88 \ 

= -„- ait ( /,- \ . ) = i 100 yo.OÖO 231 ( ^ .^^ .-. \ = 0,421 , 

2 "^ \(V'- + /J)7 2 •' \^(yo,554+ 2,44)7 

'^^~\ y7+/?/ V'"2yr~2 1^0,000462 -"""'• 

Mit diesen Zahlenwerten der Differenzialquotienten ergiebt sich der mittlere 
Fehler m,r der mittleren Geschwindigkeit aus den mittleren Fehlem m„=0,0, 
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iii^=±0,25 der Konstanten a und ß, m^= ± 0,0135 des mittleren Profilradius r 
und m^= ± 0,00005 des relativen Gefälles r nach Formel (SS) zu; 

m^=±y( 0,002 63-TO„)» + (0,0830-m^)« + (0,421.mJ« + (569-mJ* 

= ± i/( 0,002 63 • 0,0 ) • + { 0,0830 • 0,25 ) • + ( 0,421 • 0,0135 ) « + ( 569 • 0,000 05) « 

= ± yO,0 + 0,00 04 31 + 0,00 00 32 + 0,00 08 09"= ± 0,036 m . 

S. Die in einer Sekunde durch das Profil fliefsende Wassermenge Q ergiebt 
sich nach: 

und der mittlere Fehler m^ nach: 



wonach sich mit den bisher erhaltenen Zahlenwerten ergiebt: 

Q = 17,61 . 0,263 = 4,631 cbm , 



m^ = ± y( 0,263 . 0,43 ) « + ( 17,6 • 0,036 ) » = ± 0,644 «bm . 
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IL TEIL 

Methode der kleinsten Quadrate. 



L Abschnitt. 

Einleitung. 

§ 12. Die zu lösenden Aufgaben. 

1. Im I. Teile haben wir uns mit der Theorie der Beobachtungsfehler be- 
schäftigt und haben auf Grund einer allgemeinen Hypothese Regeln und Formeln 
aufgestellt flir die Beobachtungsfehler. Wir haben insbesondere einfache Mafse ftlr 
die Genauigkeit unserer Beobachtungsergebnisse und der durch Rechnung aus den 
Beobachtungsergebnissen abgeleiteten Gröfsen unter der Bezeichnung des wahr- 
scheinlichen, des mittleren und des durchschnittlichen Fehlers festgestellt und haben 
sodann gezeigt, wie diese Genauigkeitsmafse aus vorliegenden Beobachtungsfehlem 
abzuleiten sind. Femer haben wir noch durch Einfllhrung der Gewichte einen 
weiteren Ausdruck ftlr die Wertschätzung unserer Beobachtungsergebnisse gewonnen. 
Endlich haben wir gezeigt, wie nach Bestimmung der Genauigkeit bestimmter Be- 
obachtungen für weitere unter gleichen Verhältnissen zur Ausführung gelangende 
Beobachtungen eine Grenze festgesetzt werden kann, die die Beobachtungsfehler 
nicht überschreiten sollen. 

3. Unsere Beobachtungen haben nun aber in der Regel nicht den Zwecke 
nur ein Mafs fllr die Genauigkeit der Beobachtungsergebnisse zu liefem oder danach 
Fehlergrenzen für weitere Beobachtungen zu bestimmen. Vielmehr haben sie meistens 
in erster Linie den Zweck, möglichst zuverlässige und genaue Werte für die be- 
obachteten Gröfsen oder andere mit den beobachteten Gröfsen in bestimmter Be- 
ziehung stehende Gröfsen zu erlangen. Dementsprechend haben wir nun die Aufgabe 
zu lösen, aus den Ergebnissen unserer Beobachtungen möglichst zuverlässige und 
genaue Werte für die zu bestimmenden Gröfsen abzuleiten. 

Wie bereits besprochen, sind die Beobachtungsergebnisse immer mit unver- 
meidlichen Fehlem behaflet, auch wenn wir unsere Beobachtungen so sorgfältig 
ausführen wie nur möglich. Diese Fehler übertragen sich auch auf alle Werte^ 
die aus den Beobachtungsergebnissen abgeleitet werden. Deshalb können wir die 
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fehlerfreien wahren Werte filr die zu bestimmenden Gröfsen nicht erlangen, 
vielmehr müssen wir uns damit begnügen, aus den vorliegenden mit unvermeidlichen 
Fehlem behafteten Beobachtungsergebnissen die wahrscheinlichsten Werte 
der zu bestimmenden Gröfsen abzuleiten. 

Demnach ist die erste von uns zu lösende Aufgabe, nach den 
vorliegenden Beobachtungsergebnissen die wahrscheinlichsten 
Werte der beobachteten Gröfsen oder anderer mit den beobachteten 
Gröfsen in bestimmter Beziehung stehender Gröfsen zu ermitteln. 

3. Durch Vergleichung der wahrscheinlichsten Werte der zu bestimmenden 
Gröfsen, oder der diesen entsprechenden Werte der beobachteten Gröfsen mit 
den vorliegenden Beobachtungsergebnissen erhalten wir dann aber auch nicht die 
wahren Werte der Beobachtungsfehler, sondern die wahrscheinlichsten 
Werte der Beobachtungsfehler. 

Die bis jetzt aufgestellten Formeln für die Berechnung der als Genäuigkeits- 
mafse dienenden Gröfsen gelten aber nur ftlr die wahren Werte der Beob- 
achtungsfehler. 

Daher ist die zweite von uns zu lösende Aufgabe, ausden wahr- 
scheinlichsten Werten der Beobachtungsfehler ein Mafs für die 
Genauigkeit der vorliegenden Beobachtungsergebnisse und der aus 
den Beobachtungsergebnissen abgeleiteten Gröfsen zu bestimmen. 

Als Genauigkeitsmafs nehmen wir im folgenden ausschliefslich 
den mittleren Fehler, weil er in einfachster Beziehung zu den in den Rech- 
nungen vielfach zu benutzenden Gewichten steht und weil wir, wenn es nötig sein 
sollte, den durchschnittlichen Fehler d und den wahrscheinlichen Fehler w am besten 
nach den Formeln (17) und (18) aus dem mittleren Fehler berechnen können. 

4. Die sich durch die Lösung unserer Aufgaben ergebenden Rechnungs- 
verfahren finden nur Anwendung, wenn mehr Beobachtungsergebnisse vorliegen, 
als zur einfachen, nicht versicherten Bestimmung der gesuchten Gröfsen notwendig 
sind, wenn also überschüssige Beobachtungsergebnisse vorliegen. 

Liegen weniger Beobachtungsergebnisse vor, als zur einfachen, nicht ver- 
sicherten Bestimmung der gesuchten Gröfsen notwendig sind, so ergeben sich aus den 
Beobachtimgsergebnissen überhaupt keine bestimmten Werte der gesuchten Gröfsen. 

Liegen grade so viele Beobachtungsergebnisse vor, wie zur einfachen nicht 
versicherten Bestimmung der gesuchten Gröfsen notwendig sind, so ergeben sich 
aus den Beobachtungsergebnissen zwar bestimmte Werte der gesuchten Gröfsen; 
diese Werthe können dann aber ohne Anwendung des im folgenden entwickelten 
Verfahrens gefunden werden. 



§ 13. Grundsätze fQr die Lösung der ersten Aufgabe. 

1. Bei der Lösung der im § 12 bezeichneten ersten Aufgabe, aus 
den vor liegenden Beobachtungsergebnissen die wahrscheinlichsten 
Werte der beobachteten Gröfsen oder anderer mit den beobachteten 
Gröfsen in bestimmter Beziehung stehenden Gröfsen zu ermitteln, 
gehen wir von den Grundsätzen aus: 

1. die gesuchten Gröfsen als einheitliches Endergebnis aus sämt- 
lichen vorliegenden Bestimmungen derart zu gewinnen, dafs Jedes 
Beobachtungsergebnis seinem Gewichte entsprechend berücksichtigt 
wird, und 

Koll. 2. Aufl. 4 
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2. die gesuchten Gröfsen so zu bestimmen oder die Fehler der 
Beobachtungsergebnisse so auszugleichen, dafs die Qnadratsumme 
der auf die Gewichtseinheit zurückgeführten wahrscheinlichsten Be- 
obachtungsfehler ein Minimum wird. 

2. Für den ersten der beiden aufgestellten Grundsätze sei angeftlhrt: 
Wir wollen solche Werte für die zu bestimmenden Gröfsen ermitteln, die 
den wahren Werten möglichst nahe kommen; wir wollen also mit dem End- 
ergebnis unserer Arbeiten der Wahrheit so gut wie möglich entsprechen. Alle 
Beobachtungsergebnisse und alle sonstigen Bestimmungen sind nun Zeugnisse ftlr 
die Wahrheit; und deshalb werden wir der Wahrheit um so besser entsprechen, 
je mehr Zeugnisse wir einheitlich zusammenfassen und je richtiger wir ungleich 
zuverlässige Zeugnisse in dem einheitlichen Endergebnisse ihrem Gewichte nach 
berücksichtigen. 

Die Aufserachtlassung unseres ersten Grundsatzes ist vielfach die Hauptursache 
davon, dafs aus den Beobachtungsergebnissen kein befriedigendes Endergebnis 
gewonnen wird. Besonders ist dies der Fall bei dem in der Praxis früher üblichen 
Verfahren, von einer Reihe vorliegender Beobachtungsergebnisse eine Anzahl 
möglichst gut übereinstimmender Beobachtungsergebnisse auszuwählen und nur 
diese zur Feststellung des Endergebnisses zu benutzen. Dies Verfahren beruht 
auf der Annahme, dafs die zufällige Übereinstimmung einiger Beobachtungsergebnisse 
ein so sicheres Kennzeichen für ihre Zuverlässigkeit ist, dafs demgegenüber alle 
mehr abweichenden Beobachtungsergebnisse unberücksichtigt bleiben können. Diese 
Annahme kann aber weder durch die Theorie noch durch günstigen praktischen 
Erfolg begründet werden; vielmehr haben grade die mit dieser Annahme gemachten 
schlechten Erfahrungen in erster Linie dazu geführt, das nachfolgend darzustellende 
Rechnungsverfahren immer mehr in die Praxis einzuführen. Auch das Vorgehen, 
unseren ersten Grundsatz zwar anzuerkennen, aber nach dem Erfolge diejenigen 
Beobachtungsergebnisse ganz auszuschliefsen oder mit vermindertem Gewichte an- 
zusetzen, die bei der rechnerischen Verwertung der Beobachtungsergebnisse unge- 
wöhnlich grofse Fehler aufweisen, ist in der Regel von den verderblichsten Folgen 
begleitet; denn durch die Ausschliefsung oder Gewichtsverminderung wird in der 
Regel nur eine Verschlechterung des Endergebnisses erzielt. Nur wenn bestimmte 
Thatsachen voraus bekannt sind, die einen Verdacht gegen ein Beobachtungsergebnis 
sicher begründen, oder wenn durch sorgfältige Nachmessung die Unrichtigkeit eines 
Beobachtungsergebnisses sicher erwiesen ist, darf die Ausschliefsung des Beob- 
achtungsergebnisses oder die Verminderung seines Gewichtes erfolgen. »Jede 
Beobachtung, die nicht einen protokollarischen Verdachtsgrund gegen sich hat, habe 
ich als einen Zeugen filr die Wahrheit zu betrachten, und ebenso wenig wie ich 
einen Zeugen torquieren darf, bis er sagt, was ich gesagt haben will, ebenso wenig 
darf ich auch ohne weiteres sein Zeugnis verwerfen, weil es von den übrigen 
bedeutend abweicht."*) 

Zur weiteren Erläuterung des vorstehenden seien noch zwei Beispiele an- 
geführt: 

Bei der Berechnung der geographischen Koordination der trigonometrischen 
Punkte III. Ordnung einer weit ausgedehnten Triangulation wurden im Anschlufs 
an das Dreiecksnetz I. und II. Ordnung zunächst für die Dreiecksseiten die Azi 
mute und Längen in der Weise bestimmt, dafs dafür zwei möglichst gut über- 
einstimmende Ergebnisse gesucht, und das arithmetische Mittel aus diesen beiden 
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Ergebnissen als Endergebnis genommen wurde. Sodann wurden aus den so erlangten 
Azimuten und Längen zwei Werte für die geographischen Koordinaten eines jeden 
Punktes berechnet. Stimmten diese beiden Werte genügend überein, so wurde 
das arithmetische Mittel aus beiden Werten als Endergebnis genommen; stimmten 
sie nicht genügend überein, so wurden weitere Werte der Koordinaten aus anderen 
Azimuten und Längen berechnet, bis sich zwei genügend übereinstimmende Werte 
fanden, deren Mittel das Endergebnis bilden konnte. Als später aus den geogra- 
phischen Koordinaten rechtwinklig sphärische Koordinaten abgeleitet, dann zur 
Kontrole aus diesen Koordinaten die Richtungen und Längen der Dreiecksseiten 
berechnet und mit den direkt aus den Beobachtungsergebnissen gewonnenen Rich- 
tungen und Längen verglichen wurden, ergaben sich viele Abweichungen, die weit 
über das zulässige Mals hinausgingen. Durch eine unseren Grundsätzen entsprechende 
Neuberechnung der rechtwinkligen Koordinaten wurde ein durchaus befriedigender 
Anschlufs an die Beobachtungsergebnisse erzielt und damit zugleich erwiesen, dafs 
nur das imzweckmäfsige Verfahren bei der ersten Berechnung die Ursache der 
Unbrauchbarkeit der Endergebnisse war. 

Bei einer zweiten umfangreichen Triangulation wurden die Winkel im Drei- 
ecksnetze I. und IL Ordnung mit einem alten, grofsen, aber wenig zuverlässigen 
Theodoliten nach der Repetitionsmethode beobachtet Die jedenfalls für das be- 
nutzte Instrument nicht geeignete Winkelmessungsmethode, vielleicht auch nicht 
genügende Sorgfalt bei der für den Erfolg einer jeden Triangulation in erster 
Linie mitbestimmenden Festlegung der Signale und Beobachtungsstandpunkte gegen 
das Centrum der Stationen führten dazu, dafs bereits bei der Berechnung des Drei- 
ecksnetzes I. Ordnung Fehler hervortraten, die weit über die bei den Dreiecksnetzen 
IV, Ordnung zulässigen Fehler hinausgingen. Nun wurden alle die Richtungen 
ausgeschlossen, bei denen die grofsen Fehler hervortraten und es wurde eine zweite 
Berechnung durchgeführt, die ein scheinbar gutes Endergebnis lieferte. Je weiter 
aber die Rechnung durch das Dreiecksnetz IL, IIL und IV. Ordnung fortgeführt 
wurde,. desto gröfser wurden die hervortretenden Fehler und desto mehr Richtungen 
mufsten ausgeschlossen werden, um zu einem leidlichen Abschlufs zu gelangen. In 
der Revisionsinstanz wurde darauf die ganze Rechnung verworfen und eine neue 
•Berechnung mit Benutzung sämtlicher Beobachtungsergebnisse angeordnet. Der 
Erfolg rechtfertigte diese Mafsregel vollständig; während in dem Dreiecksnetze 
I. Ordnung die grofsen Fehler bestehen blieben, nahmen die Fehler bei der fort- 
schreitenden Rechnung immer mehr ab, so dafs sie im Dreiecksnetze IV. Ordnung 
durchweg innerhalb der zulässigen Grenzen blieben und somit die für die anzu- 
schliefsenden Detailmessungen in erster Linie wichtige gegenseitig richtige Lage der 
benachbarten trigonometrischen Punkte gewährleistet war. 

3. Die uneingeschränkte Durchführung unseres ersten Grund- 
satzes kann nun aber unter Umständen doch unzweckmäfsig sein, 
einmal weil der dadurch bedingte Arbeitsaufwand in keinem rich- 
tigen Verhältnisse zu dem Nutzen stehen kann, und sodann auch, weil 
sachliche in der Art der vorliegenden Aufgabe liegende Bedenken 
dagegen obwalten können. 

Wenn beispielsweise ein trigonometrisches Netz niederer Ordnung von einiger 
Ausdehnung zu berechnen ist, so würde es einen ganz ungerechtfertigt hohen 
Arbeitsaufwand verursachen, wenn die zusammenhängenden Teile des Netzes in 
ihrem ganzen Umfange einheitlich behandelt würden. Vielmehr ist es in diesem 
Falle und in ähnlichen Fällen durchaus berechtigt, unseren Grundsatz mit der Ein- 
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schränkung anzuwenden, dafs eine Zerlegung des Netzes in kleinere einfach zu 
berechnende Teile ausgeführt wird und dafs nur die zur Bestimmung dieser kleinen 
Netzteile, bezw. einzelner trigonometrischen Punkte vorliegenden Beobachtungs- 
ergebnisse je fbr sich zu einem einheitlichen Endergebnisse zusammengefaßt werden. 
Wenn femer beispielsweise die Beobachtungsergebnisse vorliegen zur Be- 
stimmung der Verbesserungen, die den Ablesungen an einem Feder barometer bei- 
zuflkgen sind, um daraus brauchbare Werte für die Gröfse des Luftdrucks zu 
erhalten, so wird es in der Regel sachlich nicht gerechtfertigt sein, sämtliche vor- 
liegenden Bcobachtungsergebnisse zusammenzufassen und sie als ein einheitliches 
Ganzes zur Berechnung der gesuchten Verbesserungen zu benutzen; denn die 
Beobachtungen, die zur Bestimmung der einzelnen Verbesserungen vorgenommen 
werden, finden in der Regel unter ganz verschiedenartigen Umständen statt, so 
dafs nur die getrennte Behandlung der verschiedenen Beobachtungsreihen ein 
brauchbares Endergebnis erwarten läfst 

4. Die nach unserem ersten Grundsatze zu berücksichtigenden Gewichte der 
Beobachtungsergebnisse müssen nach den dafür im I. Teile gegebenen Sätzen und 
Formeln ermittelt werden. Die Änderung der so ermittelten Gewichte behufs 
schätzungsweiser Berücksichtigung aller Nebenumstände, die die Beobachtungs- 
ergebnisse allenfalls beeinflufst haben könnten, ist in der Regel weit mehr schädlich 
als nützlich. Geringere Gewichtsunterschiede können bei den Aufgaben, die wir 
hier vorzugsweise ins Auge fassen, ganz unbedenklich vernachlässigt werden. Das 
Bestreben, alle unbedeutenden Nebenumstände in den Gewichten zum Ausdruck zu 
bringen, führt, wie oft beobachtet werden kann, zu einer sich meistens sehr rasch 
steigernden krankhaften Sucht, alles weniger gut erscheinende durch Gewichts- 
annahmen gut zu machen und zu einer durchaus nutzlosen Erschwerung aller 
Rechnungen. 

5. Nach dem zweiten Grundsatze, die gesuchten Gröfsen so zu bestimmen 
oder die hervortretenden Fehler so auszugleichen, dafe die Quadratsumme der auf 
die Gewichtseinheit zurückgeftlhrten wahrscheinlichsten Beobachtungsfehler ein Mini- 
mum wird, ftlhrt das nachfolgend darzustellende Rechnungsverfahren die Bezeichnung 
Methode der kleinsten Quadrate oder Ausgleichuogsrechnnng nach der Me- 
thode der kleinsten Quadrate. 

Dieser Grundsatz ist gewissermafsen willkürlich gewählt, aber er ist zweck- 
mäfsig gewählt Wir müssen ohne weiteres anerkennen, dafs die Werte der 
gesuchten Gröfsen die besten sind, denen solche Werte der beobachteten Gröfeen 
entsprechen, die möglichst wenig von den thatsächlich vorliegenden Beobachtungs- 
ergebnissen abweichen, die also möglichst kleine Werte der wahrscheinlichsten 
Beobachtungsfehler liefern. Solche Werte der gesuchten Gröfsen können wir auf 
verschiedene Weise finden, z. B. indem wir davon ausgehen, die Summe der ab- 
soluten Werte der wahrscheinlichsten Beobachtungsfehler möglichst klein zu 
machen, oder die Summe der zweiten, vierten oder irgend einer andern Potenz 
der Beobachtungsfehler möglichst klein zu machen. Wir können auch keinen 
strengen Beweis dafllr führen, dafs wir nicht auf eine andere Weise im gegebenen 
Falle etwas besseres erreichen, als dadurch, dafs wir die Quadratsumme der wahr- 
scheinlichsten Beobachtungsfehler möglichst klein machen. Wir können aber wohl 
behaupten, dafs wir auf letztere Weise Ergebnisse erhalten, die sich den Beob- 
achtungsergebnissen gut anpassen und dafs wir diese Ergebnisse in einfaciister und 
elegantester Weise erhalten. Ferner können wir noch für unsem zweiten Grundsatz 
anführen, dafs das Prinzip der kleinsten Quadratsumme auch dem alten Grundsatze 
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•entspricht, das einfache arithmetische Mittel der voriiegenden Beobachtungsergebnisse 
als den wahrscheinlichsten Wert der gesuchten Gröfse anzunehmen, wenn die zur 
Bestimmung der letzteren ausgeführten Beobachtungen gleich genau und unabhängig 
von einander sind. 

6. Bei Besprechung der Gewichte im § 10 haben wir klargelegt, dafs die 
Gewichtszahlen uns anzeigen, wie oft wir die Gröfsen, für die die Gewichte gelten, 
in der Rechnung zu berücksichtigen haben, um sie ihrem Genauigkeitswerte ent- 
sprechend richtig zu verwerten. Demgemäfs müssen wir bei Bildung der Quadrat- 
summe auch die Quadrate der wahrscheinlichsten Fehler « i , «,, t>8, ....v,i der 
Beobachtungsergebnisse ^i , A^, Äs, .... >l „ so oft ansetzen, wie die Gewichtszahlen 

Pt} P*i Psf Ph anzeigen, wonach wir also auch die Quadratsumme p i f i v i + 

P2«j«tH-|>a<?a«8 + Pn^n^n^^[P^^] ^^ einem Minimum machen müssen. 

Diese Quadratsumme erhalten wir aber auch, indem wir die wahrscheinlichsten 

Beobachtungsfehler «i, t;,,t>,, 1>„ durch Multiplikation mit '^Pi,'\/p'i,'\/pz, 

^/p^ auf die Gewichtseinheit zurückführen und danach die Quadratsumme der aut 
die Gewichtseinheit zurückgeführten Beobachtungsfehler Vi-^f p t , Vi-\/ p^, v^"^ Pz, 
•'"^nVPn bilden. Für den zweiten Grundsatz haben wir demnach allgemein die 
Formel: 

(46) />i''i»i+p«t>2V2+P8»8f8 + Vn^n^n = [P^^^ = Minimum. 



§ 14. Grundsatz für die Lösung der zweiten Aufgabe. 

1. Bei der Lösung unserer zweiten Aufgabe, aus den wahrscheinlichsten 
Werten der Beobachtungsfehler ein Mafs ftir die Genauigkeit der vorliegenden 
Beobachtungsergebnisse und der daraus abgeleiteten Gröfsen zu bestimmen, gehen 
wir von dem folgenden, ebenfalls nicht streng zu beweisenden Grundsatze aus: 

Wir nehmen als Mittelwert der Quadrate der wahrschein- 
lichsten Beobachtungsfehler, oder als Quadrat des mittleren Fehlers 
der Gewichtseinheit den Wert an, der sich ergiebt, wenn wir die 
Quadratsumme der wahrscheinlichsten Beobachtungsfehler durch 
die Anzahl der überschüssigen Beobachtungsergebnisse dividiren. 

Hierbei gelten als überschüssige Beobachtungsergebnisse die, die übrig bleiben, 
wenn wir aus den überhaupt vorhandenen n Beobachtungsergebnissen die q Beob- 
achtungsergebnisse ausscheiden, die zur einfachen nicht versicherten Bestimmung 
der gesuchten Gröfsen erforderlich sind. Demnach rechnen wir den mittleren 
Fehler m der Gewichtseinheit nach der Formel: 



(47) 



-|/[pWj^ 



2. Zur Erläuterung dieses Grundsatzes diene: 

Wenn nur so viele Beobachtungsergebnisse vorliegen, wie zur einfachen 
nicht versicherten Bestimmung der gesuchten Gröfsen erforderlich sind, so stimmen 
die Werte der beobachteten Gröfsen, die rückwärts aus den danach gefundenen 
Gröfsen abgeleitet werden, genau überein mit den vorliegenden Beobachtungs- 
ergebnissen und wir erhalten als Werte der wahrscheinlichsten Beobachtungsfehler 
Null. Mithin liefern in diesem Falle die Beobachtungsergebnisse keinen Beitrag 
zu der Quadratsumme der wahrscheinlichsten Beobachtungsfehler. Erst wenn ein 
oder mehrere weitere überschüssige Beobachtungsergebnisse hinzukommen, erhalten 
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wir Beiträge zur Quadratsumme der wahrscheinlichsten Beobachtungsfehler und 
zwar Beiträge, worin nur die Widersprüche der neu hinzutretenden Beobachtungs- 
ergebnisse gegen die zur einfachen nicht versicherten Bestimmung genügenden 
Stücke zum Ausdruck gelangen. Deshalb dividiren wir, um das Quadrat des 
mittleren Fehlers zu erhalten, die Quadratsumme auch nicht durch die Anzahl aller 
vorhandenen Beobachtungsergebnisse, sondern durch die Anzahl der überschüssigen 
Beobachtungsergebnisse. 

Wenn z. B. die rechtwinkligen Koordinaten eines Punktes aus den gemessenen 
Abständen dieses Punktes von gegebenen Punkten bestimmt werden sollen, so sind 
zur einfachen, nicht versicherten Bestimmung der Koordinaten zwei solche Abstände 
nötig. Leiten wir dann aus den Koordinaten, die aus diesen notwendigen zwei 
Abständen gefunden worden sind, rückwärts wieder Werte fhr diese Abstände 
ab, so stimmen sie mit den Messungsergebnissen genau überein. Kommt indefs 
noch ein dritter überschüssiger Abstand hinzu und bestimmen wir nun aus den drei 
Abständen die wahrscheinlichsten Werte der Koordinaten, so zeigen auch die 
rückwärts aus den erhaltenen Koordinaten abgeleiteten Werte der Abstände 
Abweichungen von den Messungsergebnissen und liefern damit einen Beitrag zur 
Quadratsumme der wahrscheinlichsten Beobachtungsfehler, der der Verschärfung 
der Bestimmung der Koordinaten durch das eine weitere Beobachtungsergebnis 
entspricht. Ganz ebenso verhält es sich mit jedem noch weiter hinzukommenden 
überschüssigen Abstände. 

S. Beziehen sich unsere Beobachtungen auf eine Gröfse, deren wahrer Wert 
uns voraus bekannt ist, so sind sämtliche vorliegenden Beobachtungsergebnisse als 
überschüssige anzusehen, womit die Formel (41) übergeht in: 

■^/[pvv'] 

'"=±y V • ^ 

Diese Formel entspricht der Formel (18) »»=±1/^ — » wie es auch 

sein mufs; denn in diesem Falle erhalten wir durch Vergleichung der vorliegenden 
Beobachtungsergebnisse mit dem wahren Werte der beobachteten Gröfse die 
wahren Werte der Beobachtungsfehler, fllr die die Formel (IS) gilt. 

Wenn wir also beispielsweise aus vorliegenden Dreieckswinkelbeobachtungen 
den mittleren Fehler der Dreieckswinkelsumme ermitteln wollen, so ist uns voraus 
bekannt, dafs der wahre Wert der Dreieckswinkelsumme 180° ist*). Durch Ver- 
gleichung der beobachteten Dreiecks winkelsumme mit diesem wahren Werte 
erhalten wir also die wahren Beobachlungsfehler, und jede beobachtete Dreiecks- 
winkelsumme liefert einen vollen Beitrag zur Fehlerquadratsumme; deshalb müssen 
wr letztere dann auch durch die Anzahl aller beobachteten Dreieckswinkelsummen 
dividiren, um das Quadrat des mittleren Fehlers zu erhalten. 

§ 15. Aufstellung besonderer Rechnungsverfahren fQr besondere 
Fälle der zu lösenden Aufgabe. 

1. Bei den vorkommenden praktischen Aufgaben können wir verschiedene 
besondere Fälle unterscheiden, für die zweckmäfsrg auch besondere Rechnungs- 
verfahren aufgestellt werden, um das Endergebnis möglichst einfach gewinnen 
zu können. Zur Unterscheidung der verschiedenen Verfahren führen wir kurze 
Bezeichnungen dafür ein. 



•) Abgesehen von dem event. zu berücksichtigenden sphärischen Excefs. 
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In erster Linie unterscheiden wir die beiden Fälle, wo als Endergebnis unserer 
Rechnung entweder die wahrscheinlichsten Werte der beobachteten Gröfsen selbst 
oder aber die wahrscheinlichsten Werte anderer, mit den beobachteten Gröfsen 
in bestimmter Beziehung stehender Gröfsen gewonnen werden. 

Im ersten Falle, wo sich die Beobachtungen direkt auf die gesuchten Gröfsen 
selbst beziehen, bezeichnen wir die Beobachtungen als direkte Beobachtungen, 
während wir sie als vermittelnde Beobachtungen bezeichnen, wenn, wie im 
zweiten Falle, sich die Beobachtungen auf Gröfsen beziehen, die uns die Kenntnis 
der gesuchten Gröfsen vermitteln. 

Sodann unterscheiden wir die beiden Fälle, wo entweder die beobachteten 
Gröfsen von einander unabhängig sind, oder wo sie von einander abhängig sind 
dadurch, dafs sie bestimmte Bedingungen erftkllen müssen. 

Dementsprechend bezeichnen wir die Beobachtungen im ersteren Falle als unab- 
hängige Beobachtungen, im zweiten Falle als bedingte Beobachtungen. 

Somit ergeben sich die folgenden Hauptßllle, für die wir besondere Rech- 
nungsverfahren aufstellen: 

1. direkte unabhängige Beobachtungen oder kurz direkte Beobachtungen, 

2. vermittelnde unabhängige Beobachtungen oder kurz vermittelnde 
Beobachtungen, 

3. bedingte direkte Beobachtungen oder kurz bedingte Beobachtungen, 

4. bedingte vermittelnde Beobachtungen. 

Femer behandeln wir noch den Fall besonders, wo der mittlere Fehler 
aus den Differenzen zwischen den Ergebnissen ausgeführter Doppel- 
beobachtungen verschiedener Gröfsen ermittelt werden soll. 

Ejidlich sondern wir von den bedingten Beobachtungen noch den einfachen 
Fall ab, wo nur die eine Bedingung vorliegt, dafs die Summe der beob- 
achteten Gröfsen einen bestimmten Sollbetrag erfüllen mufs. 

2. Die Lösung einer vorliegenden Aufgabe kann in der Regel nicht nur nach 
einem, sondern nach mehreren der aufzustellenden Rechnungsverfahren erfolgen*). 
Die Auswahl unter den anwendbaren Verfahren kann dann lediglich nach dem 
praktischen Gesichtspunkte erfolgen, dafs das Verfahren eingeschlagen wird, das 
am einfachsten zum Ziele führt. 

3* Was wir im folgenden als Beobachtungsergebnisse in die Rechnungen 
einführen, sind in der Regel nicht die unmittelbaren Beobachtungsergebnisse, sondern 
Gröfsen, die aus letzteren durch mehr oder minder weitläufige Rechnungen derart 
abgeleitet worden sind, dafs die abgeleiteten Gröfsen von einander unabhängig 
geblieben sind. 

Wenn beispielsweise die Höhe eines Punktes im Anschlufs an gegebene 
Punkte nach den Ergebnissen eines geometrischen Nivellements berechnet werden 
soll, so führen wir in die Ausgleichungsrechnung nicht die unmittelbaren Latten- 
ablesungen ein; sondern wir bilden zuerst aus den Lattenablesungen die Höhen- 
unterschiede zwischen je zwei Aufstellungspunkten der Latten, addiren diese sodann 
zugweise, womit wir die Höhenunterschiede zwischen den gegebenen Punkten und 
dem neu zu bestimmenden Punkte erhalten, addiren ferner diese Höhenunterschiede 
zu den gegebenen Höhen und führen endlich erst die so erhaltenen Einzelwerte 
für die Höhe des zu bestimmenden Punktes als Beobachtungsergebnisse in die Aus- 
gleichungsrechnung ein. 

•) Vergleiche z. B. die drei verschiedenen Lösungen derselben Aufgabe in den §§21, 3r», 
52 und 53. 
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IL Abschnitt 

Direkte Beobachtungen. 
§ 16. Direkte gleich genaue Beobachtungen. 

1. Ist zur Bestimmung einer Gröfse eine Reihe von n unabhängigen, gleich 
genauen Beobachtungen ausgeführt worden und haben diese die Beobachtungs- 
ergebnisse ^i, Äi, ^3, A^ geliefert, so haben wir nach den im § 13 aufge- 
stellten Grundsätzen den wahrscheinlichsten Wert x der beobachteten Gröfse derart 
aus allen n Beobachtungsergebnissen zu bestimmen, dafs die Quadratsumme der 

wahrscheinlichsten Beobachtungsfehler r,, r«, i?,, v^ ein Minimum wird. Die 

wahrscheinlichsten Beobachtungsfehler ergeben sich als Abweichungen des wahr- 
scheinlichsten Wertes / von den einzelnen Beobachtungsergebnissen nach 

v^ = x — A,2 f 



V n = X — A t\ 



Hiernach ergiebt sich für die Quadratsumme der wahrscheinlichsten Beob- 
achtungsfehler [ri]: 

V iV ir—.XX — 2rA>i-{-XiÄif 
ViVi XX — 2xXi-\-Ä2Ait 

VsVi^XX — 2xÄz-{-A.iXi, 



VnVn = XX — 2x An-{- A.n A.n, 

[vv] = nxx-2x[;i] + [ÄA,]. 

Aus diesem Ausdruck für die Quadratsumme [vv] erhalten wir den Wert 
von /, wofür [w] ein Minimum wird, indem wir den Ausdruck nach x differen- 
ziren, den Differenzialquotienten gleich Null setzen und die damit erhaltene Gleichung 
nach -r auflösen. Es wird 

^- ^ = 2nx — 2[A] und demnach 
dx '■ ^ 

2nx — 2[A]^-0 oder 

n n 

Der wahrscheinlichste Wert / einer mehrfach gleich genau beobachteten 
Gröfse ergiebt sich also als einfaches arithmetisches Mittel der vorliegenden 
Beobachtungsergebnisse ^,, A^, ^z, -^n* 

Nach diesem Satze ist auch schon gerechnet worden, lange bevor theoretische 
Gesetze für die Beobachtungsfehler aufgestellt waren. 

Die Berechnung von x kann meistens vereinfacht werden, indem die Werte 

Äi, Xif Ai, Ä„ in einen Näherungswert / und die kleinen Gröfsen d / 1 , dl^ 

rf/j, ...,dl^ zerlegt werden, indem also gesetzt wird: 



Digitized by 



Google 



% 16. 



Direkte gleich genaue Beobachtungen. 



Ot 



<4») 



<50) 



<51) 



A, = l+dl,, 
X, = l + dl^, 

y Xn = l + dln. 

Dann wird: 

(i + dl,) + {l + dl^) + {l + dl )-\-....(l + dlJ 
n 

^_ di^+di^+di ^+....di„ [41] 

fi ' n 

Die wahrscheinlichsten Beobachtungsfehler sind: 

«1 — X — Äi , 
Vi=X — A2, 

Vt = X—A,3, 



, oder : 



Vn = x — An . 

Die Summe dieser Fehler ist: 

lv] = nx-[A], 
oder, da nach Formel (48): nx = [/,], also: nx — [>i] = ist,: 
(53) [t^]-0. 

Demnach ist die Summe der wahrscheinlichsten Beobachtungsfehler gleich 
Null, wenn das einfache arithmetische Mittel mehrerer gleichgenauen und unab- 
hängigen Beobachtungsergebnisse als wahrscheinlichster Wert der beobachteten 
Gröfse angenommen wird. Durch Benutzung dieses Satzes erhalten wir eine Probe 
für die richtige Berechnung von x aus den Beobachtungsergebnissen Äi, A^, A^, 

Beispiel: Ein Winkel ist mit demselben Instrumente unter gleichen Um- 
ständen 12 mal in beiden Lagen des Femrohrs beobachtet worden. Das Gewicht 
einer jeden Beobachtung ist p^ 1. Die Beobachtungsergebnisse sind: 



>ii=289°26'19,6", 
yl» = 289 26 18,0 , 
yl3 = 289 26 20,3 , 
A^ = 289 26 19,2 , 
;i5 = 289 26 18,8 , 
yie = 289 26 19,7 , 



Aj =289°26'18,9", 
A^ =289 26 18,0 , 
A^ --289 26 20,4 , 
A, 0=^289 26 20,0 , 
An = 2S9 26 19,9 , 
A,2=^2S9 26 18,7 , 



[d/]r=231,5". 

Aus diesen gleichgenauen Beobachtungsergebnissen ergiebt sich der wahr- 
scheinlichste Wert X des Winkels nach den Formeln (40) und (50), indem 
/ = 2^9°26' gesetzt wird, mit: 

x = iH-f^-^ = 289°26'H-^-^|f " = 289°26'19,3". 
' n '12 

Die wahrscheinlichsten Beobachtungsfehler sind nach Formel (51): 



t;i=x— yl, = — 0,3' 

Vjn^X — Ai=^-\-ly^ 
Vi = X — A3i = — lft 

v^ = x--A^ = + OA 
v^ = x^Aii==-\-0,b 
v^ = x — Ae = — OA 



V, =zr — A^ ==-f 0,4' 
»8 =x— Ag —-\-l,S 
Ve =x — A^ = — 1,1 
t;io = x — >i,o = — 0,7 
Vn=x — An = ~0,ß 
« 12 = X — Ai2 = -\-^ß 
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Die Summe dieser Fehler ist: 

[r] = + 4,2"-4,l" = + 0,l". 

Diese Summe soll nach Formel (5J8) gleich Null sein. Die kleine Abweichung 
-f- 0,1 " der Summe von Null erklärt sich durch die Abrundung des Wertes von 

X bezw. von ^ ^ ; sie mufs gleich sein der Abweichung des n fachen Quotienten 

^ — •' von [dl], oder es mufs genau sein: [t>]=n-('- -"l — [dl], also im vor- 
liegenden Falle : [ t> ] = 12 • 19,3 — 231,5 = 231,6 — 231,5 = + 0,1 oder gleich dem Reste, 
der bei Ausführung der Division lo*^ geblieben ist. Die Abrundung des 

Wertes von x kann höchstens 0,5 Einheiten der letzten Stelle dieses Wertes 
betragen und demnach darf auch [ r ] um höchstens 0,5 • n Einheiten der letzten 
Stelle des Wertes von x von Null abweichen, im vorliegenden Falle also höchstens 
um 12 0,05" = 0,6". 

3. Aufser dem wahrscheinlichsten Werte x der beobachteten Gröfse haben 
wir nun weiter aus den wahrscheinlichsten Werten «i, r«, «,, «^ der Beob- 
achtungsfehler den mittleren Fehler der Gewichtseinheit und der Beobachtungs- 
ergebnisse, sowie den mittleren Fehler und das Gewicht von x zu bestimmen. 

Zur einfachen nicht versicherten Bestimmung der gesuchten Gröfse genügt 
ein Beobachtungsergebnis; demnach sind, wenn n Beobachtungsergebnisse vorliegen, 
n — 1 Beobachtungsergebnisse überschüssig. Mithin erhalten wir nach dem im § 14 
aufgestellten Grundsatze den mittleren Fehler m der Gewichtseinheit nach der Formel: 



„ x'\/[P^^] 

»"-iKn-i' 



oder, da die Gewichte p der gleichgenauen Beobachtungsergebnisse sämtlich einander 
gleich sind, nach: 



(58) '"=±>'^yi!:l- 



Femer erhalten wir für den mittleren Fehler m der Beobachtungsergebnisse 
nach Formel (35): 

Das Gewicht P des arithmetischen Mittels 

ergiebt sich nach Formel (44) aus: 



;-(:)' 



1 /1\2 1 1 

• n • — zu : 



(55) ^=w/>, 

und damit der mittlere Fehler M von x wieder nach Formel (35) zu : 

(56) ^-±".yj-±my4=±y;r(H7)=±»i/i"- 

Beispiel: In dem von uns bereits benutzten Beispiele der Berechnung des 
wahrscheinlichsten Wertes eines Winkels ergiebt sich die Quadratsumme der 
wahrscheinlichsten Beobachtungsfehler zu: 
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t> 1^1 = 0,09, , »'? ^^7 =^0,16, 

V2V2=}ß9, j V8t>8^1,69, 

«3^8 = 1.00, I rj,r9=l,21, 

t> 4 V 4 = 0,01 , I t> 10 r 10 = 0,49 , 

«5r5 = 0,25, 1 «iit;n--0.36, 

V8Ve = 0,16, I «i3«i8^0,36, 



Das Gewicht einer einmaligen Beobachtung des Winkels in beiden Lagen 
des Fernrohrs ist p = 1 , demnach ergiebt sich der mittlere Fehler m der Gewichts- 
einheit zu: 

(58) m = ± yi,--|/[*^ 1 = ± y 1 yr'.« . = ± 0,82" , 

sodann der mittlere Fehler m der Beobachtungsergebnisse zu: 

(54) fn = ±ml/-=± 0,82 t/J = ± 0.82" . 

Femer ergiebt sich das Gewicht P des wahrscheinlichsten Wertes x des 
Winkels zu: 

(55) P=n;>=.12 1=-12, 

und endlich der mittlere Fehler M von x zu :' 

(56) Af = ± «1 ]/], - ± 0,82 y^^ = ± 0,24" . 

3. Die Quadratsumme der wahrscheinlichsten Beobachtungsfehler [vv] kann 
in geeigneten Fällen auch direkt aus den Beobachtungsergebnissen Äi, >l « , ^ 3 , 
. . . . A^ oder aus den Gröfsen dli, dl^, dl^, ....d/„ berechnet werden. Wird in 
den unter Nr. 1 für {i?r] erhaltenen Ausdruck 

[vv]=^nxx — 2x[Ä] + [;i;i] 
nach Formel (48) ^ - fdr x eingesetzt, so folgt : 

[rt] = nf^H^J_2f^Jf^] + [;i^], oder: 

[vv] = [ÄA.] — ^- ^^ ^ 

und wenn hierin : Xi — i-\-dli , A,2 = l-i-dl2, Jit = l-{-dlzf ^n — ^~^^^nf 

also: [A,J,] = nll + 2l[dl] + {dldl] und [A]^nl + [dl] gesetzt wird, so wird: 

= [äldl]-l^'ll'll 
Demnach ist: 

Beispiel: Eine Mefslatte ist 10 mal mit Normalmafsstäben verglichen worden, 
und dabei haben sich folgende Abweichungen von der Solllänge ergeben: 



^,=-1-1,8 mm. I 

>i, = + 2,0 

.l, = + l,5 I 

>l, = + l,8 

>l. = + l,9 



,1, =4-2.3mm, 

>l, = + 2.2 , 
>t.-+l,9 , 
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Hiemach soll der mittlere Fehler einer Lattenvergleichung festgestellt werden. 
Hierzu bilden wir die Quadrate der einzelnen Ai , Xt , Xz, ....>iio und danach [X], 
sowie [AJt], wodurch wir erhalten : [ ^ ] = -f 19,5 ,[XA] = 38,73. Dann ergiebt sich 

und damit der mittlere P>hler einer Lattenvergleichung zu: 
m - = ±l/El=±l/S = :t0.28«n.. 

§ 17. Direkte ungleich genaue Beobachtungen. 

1. Sind die unabhängigen Beobachtungsergebnisse ^x , ^t, A», A^f ^^^ 

zur Bestimmung einer Gröfse vorliegen, nicht gleich genau, müssen ihnen vielmehr 

die Gewichte pi , Pi, Ps, P», zugeschrieben werden, so müssen nach den im 

§ 13 aufgestellten Gnmdsätzen diese Gewichte in der Rechnung berücksichtigt 
werden, und der wahrscheinlichste Wert / der beobachteten Gröfse mufs aus allen 
n Beobachtungsergebnissen derart bestimmt werden, dafs die unter Berücksichtigung 
der Gewichte gebildete Quadratsumme der wahrscheinlichsten Beobachtungsfehler 

«i,t?2,ü8, v„ ein Minimum wird. Die wahrscheinlichsten Beobachtungsfehler 

ergeben sich auch in diesem Falle als Abweichungen des wahrscheinlichsten Wertes / 
von den einzelnen Beobachtungsergebnissen nach 

Vi = X ^ 2 , 

^8 ^■'^ ^ i} 



und danach ergiebt sich als Quadratsumme der wahrscheinlichsten Beobachtungs- 
fehler [pvv]: 

PlViVi=^PlXX — 2xp^Xi+PiÄiXi, 
p^V2V2 = p^XX — 2xpi Ä2+PiA,iÄ2, 
P 8 f 8 « « = ? 8 3- -r — 2 X i) 8 >l 3 + p 8 >l S 'l « , 



pnVnVn—pnXX — 2xpn Xn^ pn A.n An , 



[pvv] = [p]xx-2x[pA] + [pJiA], 

Wenn wir diesen Ausdruck für die Quadratsumme [ p r « J nach x differenziren, 
den Differenzialquotienten gleich Null setzen und die damit erhaltene Gleichung nach 
X auflösen, so erhalten wir als wahrscheinlichsten Wert von x, wofür die Quadrat- 
summe [pwt;] ein Minimum wird: 

^AP.V!] = 2[p]x-2[pÄ]^ 

2[p]^-2[p>l] = 0, 

[P] JPi+Pa+P» + .-.-P« 

Diese Formel ergiebt sich auch ohne weiteres aus der Formel (48) , wenn 
wir uns dessen erinnern, dafs wir die Gewichte erklärt haben als Verhältniszahlen, 
die angeben, wie oft wir die betreffenden Beobachtungsergebnisse in der Rechnung 
berücksichtigen sollen. 

Wir bezeichnen den sich nach Formel (58) ergebenden Wert von x als das 
allgemeine arithmetische Mittel der Beobachtungsergebnisse. 
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Ebenso wie beim einfachen arithmetischen Mittel kann auch hier die Berech- 
nung von z meistens vereinfacht werden , indem die Werte ^i, ^2, ^s* .....^„ 

in einen Näherungswert l und die kleinen Gröfsen d^i, d^i, dl^y dl^ zerlegt 

werden, indem also wieder gesetzt wird: 

(59) \ >l8 = ^+d/8, 



X^^lJ^dXn 



Dann wird: 

Pi+Pj + P8 + ....P„ 



Pi+P,+P8 + . ..•!>„ 



, oder: 

, oder: 



(60) ,^,+^.-^^+^.^J4^_-^A+-'^-'i.^,+[p-^n. 

P,+P,+i>8....P„ P 

Die Abweichungen »1, vj, «,, v„ des wahrscheinlichsten Wertes x der 

beobachteten Gröfse von den einzelnen Beobachtungsergebnissen, oder die wahr- 
scheinlichsten Beobachtungsfehler sind wieder wie beim einfachen arithmetischen 
Mittel : 

f;,z=X — ^8, 



(«1) 



-x — Xn 



Multipliziren wir diese Gleichungen mit den Gewichten Pi,l>j,l>8» P^ 

und addiren die erhaltenen Gleichungen, so folgt: 

Vi^'k ~P%^ — Pi ^a> 



pnVn=^pn^ — pn An , 



[pv]^[p]x-^[pA], 

oder, da nach Formel (58) : [p]j^ = [p ^], also : [p]£ — [p^] = ist , : 

(62) [pt,] = 0. 

Demnach ist die Summe der mit den Gewichten multiplizirten wahrschein- 
lichsten Beobachtungsfehler gleich Null, wenn das allgemeine arithmetische Mittel 
mehrerer ungleich genauen und unabhängigen Beobachtungsergebnisse als wahr- 
scheinlichster Wert der beobachteten Gröfse angenommen wird, was wir wiederum 
zur Probe ftSr die richtige Berechnung von x benutzen. 

Beispiel 1: Bei der Triangulation eines Teiles des Regierungsbezirkes 
Düsseldorf ist auf dem Standpunkte Wermelskirchen die Richtung nach Radevorm- 
wald als einfaches arithmetisches Mittel aus 

16 Einzelbeobachtungen erhalten zu: ^ i — 150" 45 ' 36,47 " , dann aus 
4 „ „ „: ^2^150 45 36,16 , endlich aus 

4 „ „ „ : >l 3 = 150 45 36,68 . 
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Um aus diesen 3 Werten den wahrscheinlichsten Wert x der Richtung zu 
finden, nehmen wir als Gewichtseinheit das Gewicht einer einmaligen Beobachtung 
der Richtung, womit wir nach Formel (55) für die Werte ^ i , -^ « > -^ » > <^e Gewichte 
l>i = 16, Pf = 4, ps = 4 erhalten. Mit dem Näherungswerthe / = 150° 45 ' 36,00 " 
ergiebt sich sodann: 

p, = 16, d/, =3 + 0,47", 

1>2= 4, rf^ = + 0,16 , 

p,= 4, ; d/3 = + 0,68 , 



p,dl^ = + 0,64, 
p,dl, = + 2,72, 



und: 

(60) 



[P] = 24, 



jr = f -f f f ^-^ 5 = 150° 45' 36,00" + 0,453' 
[Pi 



[pdl] = + 10fi 
[pdl] 
[P] 



= + 0,453", 



150° 45 '36,453". 



Femer ergiebt sich nach Formel (61): 

v^=z—Ai = — Oftll'% und: pit'i = — 0,272, 
Vi = z—Äi = + 0,2m , Pji;» = + 1,172, 

«3 = x — >4s = — 0,227 , pf,v^ = ~-0,90S, 

[p»] = — 0,008. 
[pv] soll nach Formel («2) gleich Null sein. Die Abweichung —0,008 erklärt 
sich durch die Abrundung des Wertes von x bezw. von -^— , ■' ; sie mufs gleich 

sein der Abweichung des [p] fachen Quotienten -^ , ^ von [pdl], oder es mufs 

genau sein: [?«] = [/>]( p y ) —[pdl], also im vorliegenden Falle: [pv]--= 
24 • 0,453 — 10,88 = 10,872 - 10,880 = — 0,008 oder gleich dem Reste, der bei Aus- 
filhrung der Division - ^ i 04' geblieben ist. Die Abrundung von x kann 

höchstens 0,5 Einheiten der letzten Stelle dieses Wertes betragen und demnach 
darf auch [pv] höchstens 0,5 • [p] Einheiten der letzten Stelle des Wertes von x von 
Null abweichen, im vorliegenden Falle also höchstens um: 24 • 0,0005 " = 0,012 " . 

Beispiel 2: In demselben trigonometrischen Netze sind auf dem excentrischen 
Standpunkte 5 3 des Punktes Düsseldorf zur Bestimmung der Richtungen nach 
Metzkausen, Höhscheid und Köln folgende Winkel beobachtet: 

Metzkausen-Höhscheid 12 mal zu : 46 ° 17 ' 36,70 " , 
Höhscheid-Köln 8 mal zu: 43 13 23,50 , 

Metzkausen-Hülfspunkt 22 mal zu: 57 04 44,11 , 
Hülfspunkt-Köln 22 mal zu: 32 26 11,36 . 

Aus diesen Beobachtungsergebnissen soll 
der wahrscheinlichste Wert des Winkels Metz- 
kausen-Köln abgeleitet werden. 

Wir nehmen als Gewichtseinheit das Gewicht 
einer einmaligen Beobachtung eines Winkels. Dann 
erhalten wir nach Formel (55) als Gewicht der vor- 
liegenden Beobachtungsergebnisse : 12 , 8, 22 und 22. 
Aus den Beobachtungsergebnissen erhalten wir 
zwei Werte des Winkels Metzkausen-Köln und 
zwar den einen Wert als Summe der Winkel 
Metzkausen-Höhscheid und Höhscheid-Köln ^ 1 =^ 
Fig. 7. ^ 89 81 '00,20", den andern Wert als Summe der 
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Winkel Metzkausen-Hülfspunkt und Hülfspunkt-Köln: Jl 2 = 89° 30' 55,47". Nach 

1115 
Formel (41) ergiebt sich das Gewicht p 1 des ersten Wertes ^1 aus = 1 + o" — 0-1 

p i U o Z4 

ZU : p 1 = 4,8 und das Gewicht p g des zweiten Wertes JL % aus : - = 00 H" 00 — 1 1 

P^ £tC CC 11 

zu ; p a = 11. Mit dem Näherungswerte Z = 89 ° 30 ' 55 " erhalten wir dann nach 



Formel (60): 



Pi= 4,8, 
P2-11.0, 
[p] = 15,8, 



<i/i = 5,20", 
di, = 0,47", 



l>,d^ = 24,96, 
p,dl,= 5,17, 






: 30,13 ,. 

= 1,91", 



x = / + Ef ^-/l = 89° 30' 55" + 1,91" = 89° 80'56,9r 
LJPJ 



und femer nach Formel (61) : 

«i = x — ^1== — 3,29" 



l>ivi = -15.79, 
P 2 » 2 = + 15,84 , 



; [pv] = + 0,05. 

[pv] soll gleich Null sein, wird aber wegen der Abrundimg von x bezw. von 
f J^j'3 hier[pt;] = [p](fj'^'^j^^j-[pdi] = 30,18-30,13 = + 0,05. [p] darf hier 

höchstens 15,8 • 0,005 " = 0,08" sein. 

Beispiel 3: Aus den An- 
fangsneigungen und den Winkeln 
der vier in dem Knotenpunkte 172 
zusammentreffenden Polygonzüge 
ergeben sich fllr die Neigung der 
Polygonseite 172—194 gegen die 
Abscissenlinie 4 Werte und zwar 
aus Zug 38 mit 5 Winkeki: 

>? 88 = 92° 20' 25", 
aus Zug 39 mit 3 Winkeln: 

yi„ = 92°20'll", 
aus Zug 40 mit 5 Winkeln: 

;i,o = 92^21'26", 
aus Zug 41 mit 6 Winkeln: 

>l 41 --92° 21' 00". 

Die Polygonwinkel sind sämtlich mit gleicher Genauigkeit beobachtet worden, 
und wenn wir das Gewicht der Beobachtung eines Polygonwinkels als Gewichts- 
einheit nehmen, erhalten wir nach Formel (43) für die Gewichte der Neigungen 
= 5, -- = 3, — ^5, — ^6. Damit ergiebt sich der wahrscheinlichste 

P2S Pi9 PiO Pil 

Wert X der Neigung 172—194 nach Formel (60), wenn wir den Näherungswert 
/ = 92°20'00" nehmen,: 

dZa«--=25", 

rf^»-ll". 




P88--0,20, 
P,«-0,33, 
P4o-=0,20, 
P 41 = 0,17, 
[P] = 0,90, 



dl. 



dl., = ßO* 



:86", 



Pi»dlati^ 5,0, 

P 89^^89" 3,6, 

P4ocii4o--17,2, 
P4irf^i-10,2, 

[pdZ]-36,0, 
[P] ~^^ ' 
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x = l + 



[pdl] 
[P] 



: 92° 20' 00" + 40" = 92° 20 MO' 



Ferner erhalten wir nach Formel (61): 



«a« = ^->l89 = + 29", 
r4o = ^->i4o=--46", 



P99V„ = + 3,0, 

1>«9V«» = + 9,6, 

1>40«40 = — 9,2, 
P 41 t> 41 = — 3,4 , 
[pt;] = + 12,6 — 12,6 = 0,0. 



3. Der mittlere Fehler m einer Beobachtung vom Gewichte p = l, oder der 
Gewichtseinheit, ergiebt sich aus den wahrscheinlichsten Beobachtungsfehlem 
ti, va, Vi, V nach Formel (47) zu : 



(68) 



•"=±y»_i' 



da hier ebenso wie beim einfachen arithmetischen Mittel q=l Beobachtungsergebnis 
zur einfachen nicht versicherten Bestimmung der gesuchten Gröfse genügt, mithin 
n — 1 überschüssige Beobachtungen ausgeführt worden sind, wenn n Beobachtungs- 
ergebnisse vorliegen. 

Sodann ergeben sich die mittleren Fehler m,, ms,«»,, m^ der Beob- 
achtungsergebnisse Xi , Äi, Äi, ....^„, deren Gewichte p i , p,, ps, p„ sind,. 

nach Formel (35) zu: 

......... y 

m^ = ± m ]/ - • 
Für das Gewicht P des allgemeinen arithmetischen Mittels 

[pr'^[pr'^[pr'^ [p]'^" 



(64) 



ergiebt sich femer nach Formel (4S): 

/'"Upv p.'^up]; p.^i[p]j ?.+ i[p]j p» 

= ?.+_?.».+ ?» + • -?» =1 und damit : 
[P]' fp] 

(«5) i'=[p]. 

Hiermit folgt dann endlich Hlr den mittleren Fehler M des allgemeinen arith- 
metischen Mittels I nach Formel (35): 

Beispiel 1: In unserm Beispiele 1 ergiebt sich die Quadratsumme [ptt] der 
auf die Gewichtseinheit reduzirten wahrscheinlichsten Beobachtungsfehler zu : 

p^v^v^-^ 0,005 , 

p 2 ü 2 1? 2 = 0,343 , 

Pa^ai^s -0>206, 

[prv]^- 0,554, 
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und hiermit der mittlere Fehler m der Gewichtseinheit oder einer einmaligen 
Beobachtung einer Richtung zu: 



(«») 



,=±f:f}-~±yit',=.«M-. 



Sodann ergeben sich die mittleren Fehler «i i , m j , m^ der Beobachtungs- 
ergebnisse Äi, Ä2, ^8 zu: 



m) 



1 = ± m ]/^^^ = ± 0,53 y jg = ± 0,13 " , 

2 = ± m ]/^^^ = ± 0,53 yi = ± 0,26", 
m» = ± m ]/^^ - ± 0,53 yj- - + 0,26", 



femer das Gewicht P des wahrscheinlichsten Wertes x der Richtung Wermels- 

kirchen-Radevormwald zu: 

(«5) P=lp] = U, 

und damit endlich der mittlere Fehler M des wahrscheinlichsten Wertes x der 
Richtung zu: 



(66) 



i»f = ± m y], - ± 0,58 y]^ = ± 0,11". 



Beispiel 3'): Im Beispieles erhalten wir die Quadratsumme [pw] der auf 
die Gewichtseinheit reduzirten wahrscheinlichsten Beobachtungsfehler zu: 

Pd8VasVig= 45, 

P«9«8»»M = 278, 

P 40 ^^ 40 « 40 = 423 , 

P 4\^4l^Al= 68 , 

[pvv] = BU. 
Hiermit ergiebt sich der mittlere Fehler m der Gewichtseinheit, oder einer 
Beobachtung eines Polygonwinkels zu: 



(68) 



tti: 



■±yif-v-±i/Ä- 



16' 



Sodann ergeben sich die mittleren Fehler m jg , ms», m^o, ^4i der Bestimmung 
der Neigung 172—194 in den einzebien Polygonzügen 38, 39, 40, 41 zu: 



(64) 



±m 

:±m' 



, = ±m y^ = ± 16 y 5 == ± 35 " , 

= ±m'l/-^-=± 16^/6 = ±38", 
r P4i 



femer das Gewicht P des wahrscheinlichsten Wertes x der Neigung 172—194 zu: 
(65) P=[p] = 0,90, 

und endlich der mittlere Fehler M des wahrscheinlichsten Wertes x der Neigung 
172-194 zu: 



•) Beim Beispiele 2 sehen wir von der Berechnung der mittleren Fehler und Gewichte 
ab, da nur zwei Beobachtungsergebnisse vorliegen, die keinen auch nur einigermafsen zuver- 
lässigen Wert des mittleren Fehlers liefern. 

Koll. 2. Anfl. 5 
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3. Die Rechnung nach den Formeki (58) bis (66) wird in der Regel einfacher 
und übersichtlicher durch schematische Anordnung, wie die folgende Darstellung 
unseres Beispieles 3 zeigt: 



Nr. der 
Beob- 


1. 
p 


Ge- 
wichte 




Beob- 
achtungs- 
ergebnisse 


dl = 


pdl. 


v = 




pvx. 


i\- 


m = ± 

rat- 


achtung. 


P. 


















y r 


"» i p 


88 


5 


0,20 




92 


20 


1 
25; 


25 


5,0 


1 
+ 15 


+' 3,0 


^ 


2,2 


±35 


39 


3 


0,33 




,92 


20 11 1 


11 


3,6 


+ 29 4- 


9,6 


1 278 


1,7 


±27 


40 


5 


0,20 




92 


2126, 


86 


17,2 





46 '- 


9,2 


1 423 


2,2 


+ 35 


41 


6 


0,17 




■92 


21,00] 


60 


10,2 




20 


— 


3,4 


68 


2,4 


±38 


P^.[p] 


0,90 


/ 


92 


20 


00, 


[pdl]Ufi 


+!12,6 


[pt;«] 814 


8,5 


135 




1,05 
±17" 


[pdl\ 

X 






40 

1 










— 


12,6 


n-1 

m 


271 
±16" 






92 

1 


20 


40 


j[l>t;] 




0,0 



4. Die Quadratsumme der auf die Gewichtseinheit reduzirten wahrschein- 
lichsten Beobachtungsfehler fpw] l^ann ebenso wie für gleich genaue auch ftlr 
ungleich genaue Beobachtungsergebnisse in geeigneten Fällen direkt aus den Beob- 
achtungsergebnissen ^ , , Äi, Äz,,,..X^ oder den Werten dij, dl^^dl^, dl^ 

berechnet werden; denn wenn in den unter Nr. 1 für [pw] erhaltenen Ausdruck 

[pvv] = [p]xx-2[pÄ]x+[pÄX] 
für X nach Formel (58) f i eingesetzt wird, so folgt: 



[Vvv] = [pXX] — 



[pX][p^] 
[P] 



und wenn hierin: Xy=^l-\-dl^^ >l2 = ^ + ^^«i X^ = l-\-dl^, X^ = l-\-dl^f 

also: [pÄX] = [p]ll-\-2l[pdl]-\-[pdldl] und [p A] = [p]l-\-[vdl] gesetzt 
wird, so wird: 

[p] 

Demnach bt: 

Beispiel: Es liegen die Ergebnisse wiederholter Messungen einer Linie von 
nahezu 200 m Länge und die Gewichte dieser Ergebnisse vor wie folgt: 
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;ii = 200,45, pi= 5.6, 

;i, = 200,78, P2= 8,4, 

>la = 200,32, jP8= 2,8, 

yi4 = 200,63, P4= 7,0, 

>4 6 = 200.81, Pb= 4,2, 

; [l>] = 28,0. 

Die Gewichtseinheit ist das Gewicht einer einmaligen Messung einer Linie 

von 100 m Länge. Es soll der mittlere Fehler der Gewichtseinheit festgestellt 
werden. Wir nehmen / = 200, so dafs wird; 



rf/i = 0,45, 
d/j = 0,78, 
dZ3 = 0,32, 

rfZ5 = 0,81, 
Hiermit erhalten wir: 



Pidl,= 2,52, 

p ] <i 2 ] = 6,55 , 

Ptdlt= 0,90, 

p^dl^= 4,41, 

p,dl,= 3,40, 

[pdi] = n,i8, 



p,dl,dl,= 1,184, 
Pidltdli= 5,109, 
p,dZ,dJ,= 0,288, 
p,dl,dl^= 2,778, 
p. «»,«».= 2,754, 
[peil dl] = 12,068. 



(«7) 



[p.n = [.^^<^n-f^-^;iff^J = 12.068-"-'|J'^ 



und den mittleren Fehler m der Gewichtseinheit: 
(«») 



»-±y'^v=±i/5°-s-*».«"- 



§ 18. Berechnung des mittleren Fehlers aus Beobachtungs- 
differenzen« 

1. Wir können oft in einfacher Weise eine gröfsere Anzahl Differenzen 
zwischen den Ergebnissen zweier gleich genauen Beobachtungen gleichartiger 
Gröfsen erlangen, die einen wertvollen Anhalt für die Genauigkeit der Beobachtungen 
geben, und deshalb wollen wir noch feststellen, wie aus solchen Beobachtungs- 
differenzen der mittlere Fehler abzuleiten ist. 

2. Wenn ims die Beobachtung einer Reihe gleichartiger Gröfsen die Ergeb- 
nisse Ä'^, Ä'^, Ä'^, . . . . ^J^ geliefert hat und wir dann bei einer zweiten Beobachtung 

derselben Reihe von Gröfsen die Ergebnisse Ä", X'^, ^'J, Ä'^ erhalten haben, 

so werden die Differenzen dieser Beobachtungsergebmsse 



(68) 



-2* i " 



X* —X" 



im allgemeinen zusammengesetzt sein aus einer regelmäßigen Differenz und aus 

den zufügen Differenzen d i, d^, d^, d^. 

Die regelmäisige Differenz ist entweder für alle Beobachtungsergebnisse gleich, 
oder sie ist für die verschiedenen Beobachtungsergebmsse Xi, X^, X^, ••••-*n Pro- 
portional bestimmten bekannten Gröfsen ^i,^s,^8>*-**^n' ^^ erstem Falle be- 
zeichnen wir die regelmäfsige Differenz mit k , im zweiten Falle mit kli, kl^, kl^, 

....ij,. 

Die Gröfse k mufs im allgemeinen aus den Beobachtungsdifferenzen i 1 , i , , 
^8 , .,,, ä^ abgeleitet werden und wir betrachten daher die Beobachtungsdifferenzen 

als Ergebnisse direkter Beobachtungen von k , oder kl^, kli, kl^, kl^» 

5* 
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3. Wir behandeln zunächst den einfacheren Fall, dafs die regelmäfsige Differenz 
für alle Beobachtungsergebnisse gleich ist. 

In diesem Falle erhalten wir für den wahrscheinlichsten Wert von k , wenn alle 
Beobachtungsergebnisse ^i, ^i, Ab, ^^ gleiches Gewicht haben, nach Formel (48): 

(69) * = ff^ 

oder wenn die Beobachtungsergebnisse A,i , Ät, ^t, ^„t verschiedene Gewichte 

Pi, Pi, P»> P„ haben, nach Formel (58): 

\P^] 
[P] 
Dann ergeben sich die wahrscheinlichsten Beobachtungsfehler oder hier die 

wahrscheinlichsten Werte ^i, 6^, dg, S^ der zufälligen Differenzen nach den 

Formeln (51) und (61) übereinstimmend zu: 

S, = k-A,, 
S^ = k— A^, 



(70) 



k=^' 



(Tl) 



^8 = *- 



»8, 



Die Quadratsumme dieser zufälligen Differenzen kann direkt aus den Beob- 
achtungsdifferenzen Ai, A^, Ag, A^ berechnet werden und zwar bei gleich 

genauen Beobachtungen nach Formel (57) aus: 

(78) [Sö] = [AA]-^-^[A]^[AA]-nkk, 

oder bei ungleich genauen Beobachtungen nach Formel (67) aus: 

(78) [pöö] = [pAA]-^J^-^^^\pA] = [pAA]-[p]kk. 

Beispiel 1: Bei der Aufnahme eines Polygonzuges mit dreifsig 20» langen 
Strecken sind die Höhenwinkel jedesmal auf dem Anfangspunkte und dem Endpunkte 
der Strecke mit einem Freihandhöhenwinkelmesser gleich genau beobachtet worden. 
Die Ergebnisse der beiden Beobachtungen Ä' und Ä" , die Unterschiede beider Er- 
gebnisse A = A.' — Ä" , sowie die Quadrate der Unterschiede A A sind in nachfolgender 
Tabelle enthalten: 



;l\ 


A,". 


A. AA. 


Ä\ 


JL'\ 


A. 


AA. 


A,'. X'\ 


A. 


AA. 


o 


O 








o 


O 




o 1 o 







+ 0,2 


+ 1.0 


-0,8 


0,64 


+ 1.3 


+ 1,9 


-0,6^ 0,36 


+ 3,4 


+ 3,8 


-0,4 


0,16 


+ 0,5 


+ 1.0 


-0,5 


0,25 


+ 1,0 


+ 1,7 


i-0,7 


0,49 


+ 3,5 


+ 4.1 


-0,6 


0,36 


+ 1.1 


+ 1.8 


— 0,7 


0,49 


+ 0,8 


+ 1,5 


-0,7 


0,49 


+ 3,3 +3,9 


-0,6 


0,36 


+ 0,9 


+ 1,6 


-0,7 


0,49 


+ 1,4 


+ 2,1 


-0,7 


0,49 


+ 3,1 +8.6 


-0,5 


0,25 


+ 0,7 


+ 1.3 


-0,6 


0,36 


+ 1.5 


+ 2.1 


-0,6 


0,36 


+ 3,2' +8,8 


-0,6 


0,36 


+ 1,3 


+ 2,0 


-0,7 


0,49 


+ 1.7 


+ 2,4 


-0.7 


0,49 


+ 2,7 


+ 3,6 


-0,9 


0,81 


+ 1,8 


+ 2,3 


-0,5 


0,25 


+ 2,8 


+ 2.8 


— 0,5 


0,25 


+ 2,6 


+ 3,2 


-0,6 


0,36 


+ 2,0 


+ 2,7 


-0,7 


0,49 


+ 2,8 


+ 3,3 


-0,5 0,25 


+ 2,1 


+ 2,8, 


-0,7 


0,49 


+ 1.9 


+ 2,4 


1-0,6 


0,25 


+ 2,9 


+ 3,6 


-0,7 1 0,49 


+ 2,0; +2,5, 


— 0,5 


0,25 


+ 1,5 


+ 1.9 


1-0,4 

i 


0,16 


+ 3,0 


+ 3,3 


-0,3: 0,09 


+ 1,9 +2,6, 


-0,7 


0,49 


+ 58,4 + 76,6; 


-18,2 


11,52 




















1 

1 


= [i] 


= [AA] 



Hieraus ergiebt sich zunächst als wahrscheinlichster Wert der regelmäfsigen 
Abweichung zwischen den auf dem Anfangspunkte und den auf dem Endpunkte 
jeder Strecke beobachteten Höhenwinkeln: 
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-0,61% 



n 30 

was der aus den vorliegenden Beobachtungsergebnissen folgende wahrscheinlichste 
Wert des doppelten Indexfehlers des benutzten Höhenwinkelmessers ist. 

Ferner ergiebt sich für die Quadratsumme der zufälligen Differenzen der 
Höhenwinkel: 

(72) 



[<J<J] = [J 4 ]-C^l [4] = 11,52--^!^^ 18,2 = 0,48. 



4. In dem zweiten Falle, wo die regelmäfsigen Differenzen nicht für alle 
Beobachtungsergebnisse gleich sind, sondern wo sie proportional den bekannten 

Gröfsen / , , / , , l^, l^, also gleich */,, kl^, kl^, kl^ sind, liefern uns die 

Beobachtungsdifferenzen 



(74) 



a^ — A^ Aj , 



A. = Xi-A% 



n n n 

keine unmittelbaren Bestimmungen des Faktors k, sondern direkte Bestimmungen 
der Gröfsen kl^, kl^, A/g, kl^, und wir erhalten k als arithmetisches Mittel 

aus den Werten * , = ,- , * g = '^ , Ar , = , * , *„ = , ** . Diese Werte haben 

*l *2 *8 s 

verschiedene Gewichte Pf^ , Pj^ , Pig , p^ , die wir, da 

*2 *a 

f 

^n 1 
*n n 

ist, aus den Gewichten pi , pj, ps, p„ der Beobachtungsergebnisse ^1,-^2,-^3, 

Ä^ nach Formel (44) erhalten zu : 

•2- ^- oder p^^ ^^pi/i/i, 

I 

1 



Pt, '1'. 


Pl 
1 

1 
Pi 


1 - 1 .2- 


1 



^*. 



2P«'n^n- 



Pk^ *»*« Pn 

Diese Gewichte vereinfachen sich, wenn die Gewichte PttPitPs» 
Beobachtungsergebnisse Äi, Ä2, ^», ^„ sämtlich =p sind zu : 

Pk,= 2^^'^'* 



'Pn der 



Pk^= 2^'«^«' 

1 ; 7 
1>*,= 2^ » " 



n.. 
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Damit erhalten wir als wahrscheinlichsten Wert von k nach Formel (58) bei 
gleich genauen Beobachtungen: 

k = -f — = oder : 

do) [Hl' 

und bei ungleich genauen Beobachtungen : 

k = -. — ^- = - , oder : 

^'•^ [pH] 

Die wahrscheinlichsten Werte der Beobachtungsfehler oder der zufälligen 
Differenzen 6,, 6^, St, S^ ergeben sich sodann nach: 

,}. = */. -4,, 

6t = kl, — dt, 

dt = klt—At, 



(W) 



Aus den hiemach für <Ji, 6^, 6 s, <J„ folgenden Zahlenwerten ist dann die 

Quadratsumme [6 6] oder \pSd] zu bilden. 

Beispiel 2: Bei der Aufnahme einiger Polygonzüge mit 20 Strecken sind 
die Streckenlängen zweimal von verschiedenen Landmessern mit verschiedenen 
Längenmefswerkzeugen gemessen worden. Behufs Ermittlung des mittleren Fehlers 
der Streckenmessung soll die Quadratsumme [pö6] der zufMligen Differenzen 
«^1, 6if ds, <5„ beider Messungen berechnet werden. 

Die Längenmessungen sind, aufser mit zufälligen Fehlem, mit regelmäisigen» 
aus der Ungenauigkeit imd der Handhabung der verwendeten Längenmefswerkzeuge 
entspringenden Fehlem behaftet, die sich proportional den gemessenen Längen fort- 
pflanzen. 

Diese regelmäfsigen Fehler sind verschieden für Messungen, die von verschie- 
denen Landmessem mit verschiedenen Mefswerkzeugen ausgeführt werden. Dem- 
nach besteht auch zwischen zwei in solcher Weise verschieden ausgeführten 
Messungen ein regelmäfsiger Unterschied, der für die einzelnen gemessenen Strecken 

proportional ihrer Länge ist. Sind also Äi, X^, Ä^, ^„ die Streckenlängen, so 

sind kXifkX%,kXiy,...kX^ die regelmäfsigen Unterschiede zweier Messungen 
derselben. Dann erhalten wir für k: 

^*^ [pxXy ■ 

und für die zuf^ligen Differenzen 6i, 62, 6^, 6^ beider Messungen: 

ds = kXz—As, 



(77) 



6 =kA —A . 

Dementsprechend ist in den folgenden Tabellen [p6 6'\ aus den Ergebnissen 
X' und X'* beider Messungen der Polygonstrecken und aus den Gewichten p be- 
rechnet worden: 
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Nr. 
1. 


1 ' 

1 ' i 

1 . i 


1 

-'■■\ 


P^. 


PÄÄ, ' p 


1 


^' -A. 


66. 


p66. 


2. 1 3. 


^•i 


5. 


6. 7. 


8. 


1 9. , 10. 


1 11. 1 12. 


1 


157,80 


157,92 1 8,6 - 0,12 


1360 


215 000- 


'1 1 
163,2 '-0,03+0,09 


0,00 81^0,070 


2 


123,60 


123,70 11,9 —0,10 


1480 


184 000 — 


148,0,-0,02+0.08 


0.00 64 0,076 
0,0196.0,218 


3 


127,96 


127,84111,1 +0,12 


1420 


182 000 + 


170,4-0,02-0,14 


4 


130,70 130,70 1 11,1, 0,00 


1450 


190 000 


0,0 — 0,02 —0,02 


0,00 04'ü/j04 


5 


115,24 115,40 12,8 -0,16 


1470 


169 000- 


235,2 — 0,02+0,14 
59,6-0,01 -0,05 


0,01 96 1 0,251 


6 


79,36: 79,32 18,9+0,04* 


1490 


118000 + 


0.00 25 


0,047 


1 7 


77,82: 77,98 18,9-0,16 


1470 


115 000- 


235,2-0,01+0.15 


0,02 25 


0,425 


1 ^ 


114,90 


114,70,12.8+0,20, 


1470 


169 000 + 


294,^-0.02-0,22 


,0,04 S4 


0,620 


9 


112,88 


112,84 12,8 +0,04 


1450 


164 000 + 


58,0-0,02— 0,06;,0.00 36 


0,046 


10 


204,40 


204,68 6,6-0,28 


1350 


277 000 


— 


378,0-0,04 +0,24 0.05 70 
0,0 — 0,02-0,02 0.00 04 


0,380 


In 


84,14 


84,14^17,4 0,00 


1460 , 123 000 




0,007 


12 


76,76, 76,88 


20,7 —0,12 


1590 122 000 — 


190,81- 0,01 +0,11 0,0 121 
85,8 - 0,02, + 0.04ib,00 16 


0,250 


13 


112,26 


112,32 


12,8, - 0,06 


1430 ! 160000- 


0,020 


U 


195,40 


195,26 


6,9+0,14 


1350 


263 000+ 


189,01-0,04 -0,18; 0,03 24 


0,224 


15 


82,00 82,02 


18,9-0,02 


1550 


127 000 — 


31,0 


-0,01+0,010,0001 


0,00'J 


16 


150,88 ! 150,90 ' 9,2 -0,02 


1390 


210 000 — 


27,8'- 0,03! -0,01 0,0001 


0,001 


17 


112,72 112,60 12,8 +0,12 


1450 j 164 000 + 


174,0- 0,02' - 0,14 ,0,01 96 0/251 


118 


151,36 


151,60 9,2-0,24, 


1400 


213 000'— 


336,0'— 0,03+0,210,04 41 0.406 


19 


96,18 


96,12 1 16,0 + 0,06 


1540 


148 000+ 


92,4 - 0,02 — 0,08 0,00 64 0,010 


20 


122,63 


122,52 


11,9! 

i 


+ 0,11 


1460 


180 000^+ 


160,6-0,02—0,13 0,0168 0.201 


2428,99 9,44 


+ 0,83' 


3 493 000 + 1198,0 


— 0,43+1,07 


[p(J(5];3,509 1 




; - 1,28 

rJl-0,45 


1 


— 


1831,0 


-1,05 






— 


633,0 


; + 0,02 








1 

i 


h=: 


[p^A 
-[pXX 


]_-6S 
]""3493 


53,0 

Oü( 


)^"" 


0,000 181 







*- 



Die in der Spalte 6 unserer Tabelle erhaltenen Produkte p k sind verhältnis- 
mäfsig wenig von einander verschieden und wir erhalten daher einen durchaus 
genügend genauen Wert von *, wenn wir diese Produkte als gleich annehmen. 
Dann vereinfacht sich die Formel (76) auf: 

wonach wir den konstanten Unterschied der beiden Längenmessungen in einfachster 
Weise erhalten. Mit den in Spalte 2, 3 und 5 unserer Tabelle erhaltenen Zahlen- 
werten wird 

also nur um 4 Einheiten der sechsten Deci malstelle abweichend von dem nach 
Formel (70) erhaltenen Werte, was für die Berechnung der regelmäfsigen Diffe- 
renzen k X von keiner praktischen Bedeutung ist. 



Die Anwendung der einfachen Formel k- 



\^\ 



ermöglicht es auch, für die 



Berechnung von k ohne Mehraufwand an Arbeit ein weit umfangreicheres Beob- 
achtungsmaterial zu benutzen, als zur Berechnung des mittleren Fehlers in der 



Digitized by 



Google 



Direkte Beobachtungen. 



II.T. ILA. 



Regel benutzt wird. Beispielsweise sind die in unserer Tabelle mitgeteilten Strecken- 
längen aus den Polygonstreckentabellen eines Bezirkes von 5 Gemarkungen ent- 
nommen, worin die erste und zweite Streckenmessungje von demselben Landmesser mit 
denselben Mefswerkzeugen und denselben Arbeitern durchgeführt ist. Die Gesamtlänge 
der Strecken beträgt nach der ersten Messung 96 023,67 m , nach der zweiten Messung 
96 038,93 m , also der Gesamtunterschied [ J ] = 96 023,67 — 96 038,93 = — 15,26 m . 
Danach wird : 



._[J]_-15,26 



= — 0,000 159 m . 



" [Ä] 96 030 

Benutzen wir diesen Wert von k, so gestaltet sich die Berechnung der 
Quadratsumme [p 6 6\ wie folgt : 



Nr. 


Ä\ 


Ä'\ 


A = ;i*=r\ 


kJi. 


6 = kA-A, 


66. 


P' 


p66. 


1. 


2. 1 3. 


4. 


5. 


6. 


7. 


8. 


9. 


1 


157,80 


1 
157,92 


-0,12 


-0,02 


+ 0,10 


0,0100 


8,6 


0,086 


2 


123,60 


123,70 


-0,10 


-0,02 


+ 0,08 


0,0064 


11,9 


0,076 


3 


127,96 


127,84 


+ 0.12 


— 0,02 


-0,14 


0,0196 


11.1 


0,218 


4 


130.70 130,70 


0,00 


— 0,02 


-0,02 


0,0004 


11,1 


0,004 


5 


115,24 115,40 


-0,16 


-0,02 


+ 0,14 


0,0196 


12,8 


0,251 

1 


6 


79,36 79,32 


+ 0,04 


— 0,01 


— 0,05 


0,0025 


18,9 


0,047 


7 


77,82 77,98 


-0,16 


— 0,01 


+ 0,15 


0,0225 


18,9 


0,425 


8 


114,90 


114,70 


+ 0,20 


-0,02 1 


-0,22 


0,0484 


12,8 


0,620 


9 


112,88 112,84 


+ 0,04 


— 0,02 


— 0,06 


0,0036 


12,8 


0,046 


10 


204,40 204,68 


-0,28 


-0,03 


+ 0,25 


0,0625 


6,6 


0,412 


11 


84,14 


84,14 


0,00 


-0,01 


-0,01 


0,0001 


17,4 


0,002 


12 


76,76 


76,88 


— 0,12 


— 0,01 


+ 0,11 


0,0121 


20,7 


0,250 


13 


112,26 


112,32 


-0,06 


— 0,02 


+ 0,04 


0,0016 


12,8 


0,020 


14 


195,40 


195,26 


+ 0,14 


-0,03 


— 0,17 


0,0289 


6,9 


0,199 


15 


82,00 


82,02 


— 0,02 


-0,01 


+ 0,01 


0,0001 


18,9 


0,002 


16 


150,88 150,90 


-0,02 


— 0,02 


0,00 


0,0000 


9,2 


0,000 


17 


112,72; 112,60 


+ 0,12 


-0,02 


-0,14 


0,0196 


12,8 


0,251 


18 


151,36 1 151,60 


— 0,24 


-0,02 


+ 0,22 


0,0484 


9.2 


0,445 


19 


96,18 96,12 


+ 0,06 


— 0,02 


-0,08 


0,0064 


16,0 


0,102 


20 


122,63 122,52 


+ 0,11 


— 0,02 


— 0,13 


0,0169 


11,9 
[p66] 


0,201 


2428,99 


9,44 


+ 0,83 


-0,37 


+ 1,10 


3,657 








-1,28 




"-1,02 








-0,45 


+ 0,08 



5. Das Gewicht der Beobachtungsdiflferenzen A ergiebt sich aus dem Gewichte/) 
der gleich genauen Beobachtungsergebnisse Ä, da A= Ä* — Ä" ist, nach Formel (42) 

zu : ^ p . Da vAr nun k als arithmetisches Mittel aus i,, ig, A^, ,,.. A^ gefunden 

haben, und 61,62,63, <5„ die wahrscheinlichsten Beobachtungsfehler sind, so 

ergiebt sich für den mittleren Fehler m der Gewichtseinheit nach Formel (53): 



m 



-±ybW-i'^- 



OS) 



m 



^ ,--,/2(n-l) 
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§ 18. Berechnung des mittleren Fehlers aus Beobachtungsdifferenzen. 73 

und hiernach ftlr den mittleren Fehler m eines Beobachtungsergebnisses vom Ge- 
wichte p nach Formel (54): 

endlich für den mittleren Fehler m^^ von k, dessen Gewicht p^, wenn die regel- 
mäfsige Differenz für alle Beobachtungsergebnisse gleich ist, nach Formel (55) 

p^fc = n • - ;) = np ist, nach Formel (56) : 

».=.«1/1=*. (/i=±i/[.yL^y.^, . «^- 

oder wenn die regelmäfsige Differenz proportional den Gröfsen li, l^, ij, ..../„ 
ist, wo nach Formel (65) das Gewicht pj^= ^ p[ll] ist, nach Formel (66): 

(81) »*=±"'ypi=±-yw/n=±y[^H«-i) 

Beispiel 1: Aus der unter Nr. 3 erhaltenen Quadratsumme [6 6] = 0,^8 der 
zufälligen Differenzen für n = 30 gleich genaue Doppelbeobachtungen von Höhen- 
winkeln mit den Gewichten p = l ergiebt sich der mittlere Fehler m = m einer 
Beobachtung eines Höhenwinkels für 20 m lange Strecken nach Formel (78) und 
(7») zu: 



. -l/' f^<51 ~_ , l/ 0,48 '~_^QQgo 



femer der mittlere Fehler m^ des regelmäfsigen Unterschiedes k=: — 0,61° zwischen 
2 Beobachtungen eines Höhenwinkels zu: 

(SO) m, = ±m Y^j, - ± 0,09 ]/g^^ =-- ± 0,02°, 

endlich der mittlere Fehler M des arithmetischen Mittels aus den zwei für jede Strecke 
vorliegenden Höhenwinkeln, dessen Gewicht nach Formel (55) P=2 ist, zu: 

(56) M=±m y], = ± 0,09 yi^± 0,06°. 

6. In ganz ähnlicher Weise ergeben sich für ungleich genaue Beobachtungen 
mit den Gewichten Piy p^, Pz, ;>„ die Gewichte der Beobachtungsdifferenzen 

4,, J,, 4,, ..,.A^ zu: g/Ji, 2 z',, ^ i^,, ... g Pn und damit für den mittleren 
Fehler der Gewichtseinheit nach Formel (63): 

(St) -=±]/^^r 

femer für die mittleren Fehler der Beobachtungsergebnisse >li, >l«, ^j, X^ nach 

Formel (64): 
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(88) 



Direkte Beobachtungen. 
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±m 



Vh 



endlich für den mittleren Fehler mj^ von k, dessen Gewicht P;^, wenn die regel- 
mäfsige Differenz für alle Beobachtungsergebnisse gleich ist, nach Formel (65) 

Pfg= tz[p] ist, nach Formel (66) : 



(84) 



---n-^-VZr^YurÄ 



oder wenn die regelmäfsige Differenz proportional den Gröfsen li, l^, Iz, /„ 

ist, wo nach Formel (65) das Gewicht j»*= « [P^H ist, nach Formel (66): 

(85) „^=±„.y^i^^±„,y_2^^=±-|/^^./.^ 



[pdS] . 
!0(»-l) 



Beispiel 2: Mit der unter Nr. 4 erhaltenen Quadratsumme [p6Sl = S,b09 
der zufälligen Differenzen erhalten wir den mittleren Fehler der Gewichtseinheit zu : 



(8ä) 



m 



-± |/2(n-l)-±|/2(20-l)~~"'^" ' 



femer nach Formel (8S) den mittleren Fehler der kürzesten Strecke ^ la = 76,8 m , 
deren Gewicht /> 12 = 20,7 ist, : 



± m 



. y^ = ± 0.30 y-^^»^^=± 0.07«, 

einer mittleren Strecke ^ao= 122,6™, deren Gewicht pao=ll»9 ist,: 

«»«0= ±m'^^^-^= ± 0,30l/^j^^= ± 0,09m, 
der längsten Strecke ^10 = 204,5™, deren Gewicht piQ = ßß ist,: 



und endlich den mittleren Fehler m^ von k zu: 



(85) 



'»*^±'"y[pL]==to,3oyg 



2 



±0,000 227 m. 



Die in die Rechnung eingeflihrten Gewichte Pi, Pi, Ps, pto sind aus der 

für mittlere Verhältnisse geltenden Abteilung II der Tafel 3 der Kataster-Anwei- 
sung IX vom 25. Oktober 1881 entnommen worden. An dieser Stelle findet sich 
das Gewicht 1 für die einmalige Messung einer Länge von 822 m. Demnach ist 
m = ± 0,30 m der mittlere Fehler der unter mittleren Verhältnissen ausgeführten 
Messung einer solchen Länge. Das für Längenmessungen gebräuchliche Genauig- 
keitsmafs, der mittlere Fehler einer einmaligen Messung einer Länge von 100 m, 
ergiebt sich mit dem sich in der bezeichneten Tafel findenden Gewicht p 100 = 1^.8 zu : 
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(S») 



)= ± »n]/-|^= ± Ö^SOy^g- ± 0,078m'). 



7. Wenn, wie es oft vorkommt, der wahre Wert von k voraus bekannt ist 
oder an Stelle dessen ein so genauer Wert von k, dafe er als wahrer Wert ange- 
nommen werden kann, der wahrscheinlichste Wert von k also nicht erst aus den 

Beobachtungsdifierenzen Ai , A^, A^, A^ zu berechnen ist, so ist die Anzahl 

der überschüssigen Beobachtungsergebnisse nicht gleich n — 1, sondern gleich n. 

Dann gehen die Formeln (78), (79), (83) und (88) ftlr die Berechnung des 
mittleren Fehlers der Gewichtseinheit und der Beobachtungsergebnisse **) über in 
folgende Formeln: 



für gleich genaue Beobachtungen mit dem Gewichte p : 



(86) 



m=±yp"|/i 



2n ' 



(87) 



^=±mYl = ±f 



66] 
2n 



ftkr ungleich genaue Beobachtungen mit den Gewichten Pi , Pt, Pt, 



(88) m = ±f'/:\ 



(8») 



» 



•Pn- 



Beispiel 3: In einem Polygonnetze sind 12 Polygonwinkel mit einem 
Theodoliten unabhängig von einander mit besonderer Aufstellung des Instrumentes 
und der Signale zur Bezeichnung der Punkte je zweimal beobachtet worden. Die 
Beobachtungsergebnisse A' und ^", die Diff*erenzen A = A* — A", ihre Quadrate A A , 
sowie die Quadratsumme [AA] sind in nachstehender Tabelle enthalten: 



A\ 

o ' , 1 .. 


A*\ 

Ol. ' „ 


A. \aA, 

.. 1 


A\ 


A'\ A. AA, 

o ' . .. 1 „ 


190 , 26 1 35 


190 ' 27 


1 
08 —33' 1089 


150 19 ' 45 


150 20 03 - 18 324 


1 7« 


18 1 19 


76 


18 


36 


-17 


289 


136 42 26 


136 42 ; 32 - 6 36 


60 


88 22 


60 


37 


58 


+ 24 


576 


189 : 04 04 


189 


04 1 14 1 — 10 100 


111 


51 


23 


111 51 


00 


+ 23 


529 


158 42 09 


158 


41 41 ,!+ 28' 784 


223 

189 


20 
23 


53 
24 


'223 20 
189 23 


38 
32 


+ 15 

- 8 


225 
64 


90 ' 43 ' 00 


90 1 43 00 i II 


54 58 


' 54 40 


+ 110 4416 


84 


24 


38 


84 


24 


18 


+ 20 

1 


400 


1 




1 : 1 

i . . i 


— 92-[JiI 


+ 18| 

1 



•) Wir sehen hier davon ab, zu erörtern, wie die Rechnung zu ändern ist, wenn berück- 
sichtigt wird, dafs die in Tafel 3 der Kataster- Anweisung IX enthaltenen Gewichte unter 
Berücksichtigung der regelmäfsigen Fehler der Lftngenmessungen gebildet sind, da dies für das 
vorliegende Beispiel nicht von wesentlicher Bedeutung ist. 

••) Der mittlere Fehler m^^ von k ist in dem hier betrachteten Falle = oder nahezu = 0. 
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Im vorliegenden Falle ist ä: = 0, denn die Beobachtungen der Polygonwinkel 
werden derart ausgeführt, dafs die Beobachtungsergebnisse mit keinen in Betracht 
kommenden regelmäfsigen Fehlem behaftet sind, so dafs also auch keine in Betracht 
kommende regelmäfsige Differenz zwischen den Ergebnissen einer Reihe unabhängiger 
Doppelbeobachtungen vorhanden ist. Somit wird nach Formel (71): 
(5 1 = — J 1 , und : d i <5 1 — J i 2I i , 

di = ^2, (52(52=^ 2^8, 

^3 = — ^8, 6z6ji = AzAs, 



^n, KK=^n^n. 



[66] = [AA] 

und der mittlere Fehler m = m einer einmaligen Messung eines Polygonwinkels vom 
Gewichte 1 wird nach Formel (SO) oder (87): 



m 



=.=±i/iL'-'-±y»^g-»' 



Beispiel 2: Bei der unter Nr. 4 durchgeführten zweiten Behandlung unsers 
Beispieles 2, wo wir k berechnet haben aus Doppelmessungen von 96 000 m Strecken- 
längen kann der für k erhaltene Wert als wahrer Wert angesehen werden. Dann 
erhalten wir als mittleren Fehler der Gewichtseinheit: 



III. Abschnitt. 

Direkte Beobachtungen mehrerer Gröfsen, deren 
Summe einen bestimmten Sollbetrag erfüllen mufs. 

§ 19. Direkte gleich genaue Beobachtungen mehrerer Grorseo, 
deren Summe einen bestimmten Sollbetrag erfüllen mufs. 

1. Haben wir für eine Reihe von Gröfsen aus direkten Beobachtungen die Werte 
a,, «2, cg, ....a„ erlangt, so kommt es vielfach vor, dafs wir diese Beobachtimgs- 

ergebnisse noch nicht als die wahrscheinlichsten Werte x^ ,x^ ^x^^, x^ der Gröfsen 

anerkennen dürfen, weil die Summe der letzteren einen bestimmten Sollbetrag S 
erfüllen mufs, weil also 

(90) X-,+X24-^8 + ...--^-„ = 'S 

sein mufs. 

Dann erhalten wir aus den Beobachtungsergebnissen o,, 02, a», «„ ftlr 

jede der Gröfsen zwei Werte, nämlich erstens das Ergebnis der direkten Beob- 
achtung der betreffenden Gröfse und zweitens den Wert, der sich ergiebt, wenn 
wir von dem Sollbetrage die Summe aller übrigen Beobachtungsergebnisse sub- 
trahiren. Zuerst erhalten wir also zur Bestimmung des wahrscheinlichsten Wertes x 1 
die beiden Werte: 

j,** = S-(a, + az + ,.,. + aJ, 
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§ 19. Gleich genaue Beobachtungen mehrerer Gröfsen eines bestimmten SoUbetrages. 77 

Bezeichnen wir nun die Summe der Beobachtungsergebnisse mit 2 und die 
Abweichung dieser Summe von dem Sollbetrage mit /, setzen also: 

(M) ai + a2 + a, + ....a„---^, 

so wird: ^"=5— (02 + 0» + o„) 

= S—(al + at + a^-\- a„) + ai 

Sind die Beobachtungsergebnisse ai, a«, os, a^ sämtlich gleich genau 

und haben sie das Gewicht p , so ergiebt sich ftir die Gewichte p* und p" der Werte 
X* und X" nach Formel (42): 

Hiermit und mit den ftir X' und X'* gefundenen Werten erhalten wir den 
wahrscheinlichsten Wert x, der ersten Gröfse nach Formel (58) zu: 

P'+P" » + -?-« »P-P + P 

oder: 

Bezeichnen wir die Verbesserung, die wir dem Beobachtungsergebnis a , bei- 
itigen müssen, um den wahrscheinlichsten Wert x , zu erhalten, mit v , so wird : 

Machen wir dieselbe Entwicklung, die wir für ij gemacht haben, auch für 

a: 3 f a; 3 , i„ , so erhalten wir immer denselben Wert der Verbesserung v , so 

dafs allgemein ist: 

I rJ^i = ai + v, 



(98) v=yf, I (»4) 



J'2 = as + ^> 
• f 

l^« = «n + «i 



wonach wir den Widerspruch / gleichmäfsig auf die gleich genauen Beobachtungs- 
ergebnisse axf Oi, tts, a„ zu verteilen haben, um die wahrscheinlichsten Werte 

^i> sjg, X,, x^ der beobachteten Gröfsen zu erhalten. 

Beispiel: In einem Dreieck ist jeder der drei Winkel viermal in beiden 

Lagen des Fernrohrs mit gleicher Genauigkeit gemessen worden. Die Ergebnisse 

der Messungen sind: 

a,= 76°24'35", 

«2^ 59 18 28 , 
g,^ 44 16 49 , 
-r=-179°59'52". 
Der Sollbetrag der Summe der drei Winkel ist 180° , die Summe der Beob- 
achtungsergebnisse -^=ai4-«2 + «8 = 179°59'52", demnach der Widerspruch / : 

(»2) /=5— -^=-180°— 179°59'52" = + 8", 

und die Verbesserung v , die jedem Beobachtungsergebnis beizufügen ist: 
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m) t; = -^/=J( + 8) = + 2,7-. 

Damit ergeben sich die wahrscheinlichsten Werte TT» , W^, TT, der Winkel zu : 
r TTi = a 1 + « = 76°24' 35" + 2,7 = 76°24' 37,7", 
(94) I Trj = a,+i; = 59 18 28 +2,7 = 59 18 30,7 , 

[ Wi = as + v = U 16 49 +2,7 = 44 16 51,7 , 

180°00'00,1". 

Die Summe der ftir W^ , TT« , R^, erhaltenen Werte ist 180° 00' 00,1"; sie erfüllt 
also den Sollbetrag bis auf 0,1". Diese kleine Abweichung vom Sollbetrage rührt aus 
der Abrundung des Wertes von v her, und sie mufs genau gleich sein der Abweichung 
der n fachen Verbesserung v von / , also hier gleich n r — / = 3 • 2,7 " — 8,0" = + 0,1 " . 
Die Abrundung des Wertes von v kann höchstens 0,5 Einheiten seiner letzten 
Stelle betragen und demnach darf auch die Summe der wahrscheinlichsten Werte 

zi, I?, Xs, x^ höchstens um 0,5 • n Einheiten der letzten Stelle des Wertes v 

von Null abweichen, hier also höchstens um 3 -0,05" = 0,15". 

3. Aufser den wahrscheinlichsten Werten a;,, xj, xj, x^ der zu bestim- 
menden Gröfsen haben wir nun auch noch die als Genauigkeitsmafse erforderlichen 
mittleren Fehler und Gewichte zu ermitteln. 

Um diese zu finden, haben wir zu beachten, dafe hier nur ein einziger Beob- 
achtungsfehler / hervortritt und dafs dies der Fehler des Beobachtungsergebnisses 

^=ai + a2 + a8 + a„ ist, der bei der Beobachtung des Sollbetrages S gemacht 

worden ist. Für das Gewicht p^ des Beobachtungsergebnisses 2 ergiebt sich, wenn 
jede der Gröfsen «i, a^, ag, ....«„ das gleiche Gewicht p hat, nach Formel (43) : 

Da uns nun der Sollbetrag von vornherein bekannt ist, also die einzige für 
denselben vorliegende Beobachtung eine überschüssige ist, so erhalten wir das 
Quadrat des mittleren Fehler der Gewichtseinheit, indem wir das mit dem 
Gewichte p^ multiplizirte Quadrat des Beobachtungsfehlers / durch Eins dividiren. 
Demnach wird: 

m* = — j-=^p//, oder: 



(95) m 



=.rfy,. 



Femer wird der mittlere Fehler m„ eines jeden der Werte a,, 01,03, «„i 

deren Gewicht gleich p ist, nach Formel (S5) : 

(W) m„=±my^=±/]/i- 

Um auch das Gewicht P^ und den mittleren Fehler M^^ eines jeden der 

wahrscheinlichsten Werte x 1 , x g , x , , x^ der beobachteten Gröfsen zu finden, 

greifen wir zurück auf die Berechnung dieser Werte. Wir hatten die Gröfsen z 
gefunden als arithmetisches Mittel aus den beiden Werten ^' und J," , deren Gewichte 

p'=pund/^"= 2S\P ^^^^> ^^^ ^^ ^^^^ [p]=P' -hP" =P-\ — zrT^~^ ^T ^^'' 
Hiermit wird das Gewicht Pj. des arithmetischen Mittels x nach Formel (65): 
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p^=p —-^ oder 

;;4"('-') 

und der mittiere Fehler M^ desselben nach Formel (66): 

im ir.= ± my^.= ± m]/i(^i)= ±fyi (l-l). 

Beispiel: In unserm Beispiele ist / = + 8 und p=^4c, wenn wir das Gewicht 
einer einmaligen Beobachtung eines Dreieckswinkels in beiden Lagen des Fernrohrs 
als Gewichtseinheit nehmen. Demnach erhalten wir den mittleren Fehler tn der 
Gewichtseinheit oder einer einmaligen Beobachtung eines Dreieckswinkels in beiden 
Lagen des Fernrohrs zu: 

sodann den mittleren Fehler fn„ eines jeden der Beobachtungsergebnisse a i , a s , a g zu : 
<W) m„= ± f-^l = ± Sj/J = ± 4,6", 

femer für das Gewicht P^ eines jeden der wahrscheinlichsten Werte x i , « , , a; , 
der Winkel; 

<tW) ^ri('-i) = i('-y = 6 oder:P, = 6. 

endlich den mittleren Fehler M^. derselben : 

(»8) M,= ±/-|/i(> -5= ± 8-0 yi (i^5)= ± '•'"• 

Wenn das Gewicht eines jeden der Dreieckswinkel p = l ist, so wird : 
m = m,= ±f^l, I P, = l,5, j M,= ±m']/^^^^ 

§ 20. Direkte ungleich genaue Beobachtungen mehrerer 
Grorsen, deren Summe einen bestimmten Sollbetrag erf&Uen mufs. 

1. Wenn zur Bestimmung der wahrscheinlichsten Werte x , y , z, einer 

Reihe von Gröfsen, deren Summe einen bestimmten SoUbetrag S erfüllen mufs, 

fllr die also 

im x + y + z + .,., = S 

sein mufs, die ungleich genauen Beobachtungsergebnisse a, ß, y, .»..vorliegen, 

deren Summe 

(100) a + ß+y + ,.., = 2 

ist, so erhalten wir den Widerspruch / dieser Summe gegen den Sollbetrag 
wieder nach: 

(101) f=S-2. 

Weiter ergeben sich auch aus den Beobachtungsergebnissen zur Bestimmung 

eines jeden der wahrscheinlichsten Werte x , y , a , der zu bestimmenden Gröfsen 

wieder zwei Werte und zwar in erster Linie für x die beiden Werte 

r =a, 

A- = S-(ß + y + ....)=f+a, 
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Haben nun die ungleich genauen Beobachtungsergebnisse a , ß , y y die 

Gewichte Pa, Pß, Py so erhalten wir für die Gewichte p' und /?" der beiden 

Werte Ä' und yl" nach Formel (41): 

1 ^ 1 
P'~Pa' 

!>" Pß^Py^"" [p\ Pa' 



P 



Pa [P 



Damit ergiebt sich der wahrscheinlichste Wert x der ersten Gröfse als arith- 
metisches Mittel der beiden Werte Ä* und ^" nach Formel (58) zu: 



oder: 



i>'+p" 11 - 
p-'^p' 


\ 


Ap\ 


PaJ 

1 


Pa 

> 


1 






x = a + 


Pa 
V 
P 


/. 







Bezeichnen wir die Verbessenuig , die wir dem Beobachtungsergebnis a bei- 
fügen müssen, um den wahrscheinlichsten Wert x zu erhalten, mit v„, so wird: 

1 I 



Pa . 



^ = a + ^a* 



In gleicher Weise erhalten wir die Verbesserungen Vß, i'^, der Beob- 
achtungsergebnisse ß , y , so dafs wird : 



•^• = « + «a> 



(102) 



"« — 


1 


1 > 


v= 


P? 

rii 


f, 


"7 = 


p 
1 

Py 
i 

p. 


f, 



(108) 



y = ß+^8f 



^ = y + ^y, 



wonach wir den Widerspruch / proportional den reziproken Werten der Ge- 
wichte PatPßfPyt auf die ungleich genauen Beobachtungsergebnisse a, ß ,y, ..- 

zu verteilen haben, um die wahrscheinlichsten Werte x, y , « , der beobachteten 

Gröfsen zu erhalten. 

Beispiel: Bei der Triangulation im Regierungsbezirke Düsseldorf haben 
sich auf dem Punkte Düsseldorf nach Centrirung der auf 4 excentrischen Stand- 
punkten gewonnenen Beobachtungsergebnisse die folgenden 4 Winkel ergeben: 
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Zielpunkte. 


Beobachtungs- 
ergebnisse 

1 o 1 » 1 » 


Gewichte. 


Reziproke 
Werte der 
Gewichte. 


Gladbach 
Duisbuiii: 
Metzkausen 
Köhi 


Duisburg 
Metzkausen 
Köhi 
Gladbach 


a 

ß 

y 

e 


103 
65 
89 

101 


08 
57 
29 
24 


21,79 
09,31 
42,00 
44,96 


Pß 

Pe 


12,0 

6,0 

15,8 

12,0 


Pa 

1 

V 


0,083 
0,167 
0,063 
0,088 


2 


359 


59 


58,06 


ri] 
[p\ 


0,896 



Den Winkeln a, ß, y , e sind die Gewichte, p^t Pß» Py» P« und die reziproken 



Werte der Gewichte 



— — — — beigesetzt, denen als Gewichtseinheit das 

Pa' Pß' Py' Pe^ ' 

Gewicht einer einmaligen Beobachtung eines Winkels in beiden Femrohrlagen zu 
Grunde liegt 

Die beobachteten 4 Winkel schlieisen den Horizont; ihre Summe mufis dem- 
nach iS> = 360° sein. Die Summe der vorliegenden Beobachtungsergebnisse ist: 

(100) -y= a + /J + y + e = 359° 59'58,06'% 
und somit der Widerspruch /: 

(101) /= 5—^=360° 00' 00,00" — 859° 59' 58,06'' = + 1,94" . 

Hiemach erhalten wir die Verbesserungen v^, Vß, v^, v^ der Beobachtungs- 
ergebnisse und die wahrscheinlichsten Werte x, y, m, w der Winkel zu: 

1 



(lOÖ 



^«=mV=S'S( + 1»94) = + 0,41, 
.P\ 






0,396 

0,167 
'0,396 



( + l,94) = + 0,82, 



^ = 



1 



0,083 , 



(108) 



^.-fA/-.C( + 1,94) = + 0.41, 

p\ [t;] = +l,95. 

x = a + v„ = 103° 08' 21.79" + 0,41" = 103° 08' 22,20", 
y = ß-{.Vß= 65 57 09,31 +0,82 = 65 57 10,13 , 
z = y+Vy= 89 29 42,00 +0,31 = 89 29 42,31 , 
wz=c+«^ = 101 24 44,96 +0,41 =101 24 45,37 , 

360° 00' 00,01". 



Koll. 2. Anfl. 
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Für die richtige Berechnung der Verbesserungen t?^, Vß, v , .... und die 

richtige Bildung der wahrscheinlichsten Werte x, y, «, ergeben sich die 

Proben, dafs die Summe der Verbesserungen [r] gleich dem Widerspruch / sein 
mufs, und dafs die wahrscheinlichsten Werte x, y, g .... den Sollbetrag S erfMen 



müssen. Wenn die Verbesserungen v„, Vß, 



in der Weise berechnet werden, 



dafs zunächst der Quotient j 



Werten der Gewichte 



1 

lP\ 

1 



gebildet und dieser dann mit den reziproken 



- , multiplizirt wird, so wird der Zahlen- 

Pa Pß Py 

wert von [«] genau gleich dem — fachen Zahlenwert des Quotienten v-^ ""^ 

dieser Betrag kann in Folge der Abrundung des Zahlenwertes von -J^^ um 0,5 

Einheiten der letzten Stelle dieses Zahlenwertes von / abweichen. Dieselbe Ab- 
weichung wird sich dann auch bei Vergleichung der Summe der Werte von 
X , y , « , .... mit dem Sollbetrage ergeben. 

%, Für das Quadrat des mitüeren Fehlers der Gewichtseinheit erhalten wir 
ebenso wie im § 19: 



Da hier 2=a-\- ß-\-y-\- ist, so wird nach Formel (41) 

Iund demnach: 



i.=j.+±+j_+....= 



ao4) 



Vy 

m=± 



y. 



Für die mittleren Fehler m„, m», m„, . 
. . ergiebt sich nach Formel (35) : 



(105) 



der Beobachtungsergebnisse a, ^, 



Den wahrscheinlichsten Wert x der ersten beobachteten Gröfse haben wir 
als arithmetisches Mittel aus den beiden Werten X* und X*' erhalten, und für 

die Gewichte dieser Werte haben ^\'ir , = - - und ,, = gefunden. 

P Pa P bJ Pa 

Demnach erhalten wir ftlr das Gewicht P^. von x nach Formel (65): 

rii / 1 

1 _.^''\p\ ..- 1 1 



^.=P'+i>"=P„+rTi — T =rn- 



VP 



, oder: 

Pa 




und für den mittieren Fehler Jf^ von x nach Formel (Stö) : 

3f,= ±ml/5-=:±n 
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In gleicher Weise erhalten wir die Gewichte P^ , P, , und die mittleren 

Fehler M^, M^, der Werte y, «, , so dafs wird: 

1 



M^= ±m 1/ ^- = ± m 



(106) 




(10?) 



M^= ±ml/J-=± 




Beispiel: Der mittlere Fehler der Gewichtseinheit oder der mittlere Fehler 
einer einmaligen Beobachtung eines Winkels in beiden Femrohrlagen ergiebt sich zu: 



(104) 



m=± 



Y[r]='^'''*V596=^^'^^''' 



femer ergeben sich die mittleren Fehler m^, m^, m^, m^ der vorliegenden Beob- 
achtungsergebnisse a, ß, y, e zu: 



(105) 



m„=±m l/— = ± 3,08 |/Ö;083 = ± 0,89", 
1»^ = ± m l/-^ = ± 3,08 yö;i67 = + 1,26", 
Uly = ± m l/— = ± 3,08 1/0,063 = ± 0,77", 
m^ = ± m l/-^ = ± 3,08 ^0,083 = ± 0,89", 



und die Gewichte P^, P^, P,, P„ der wahrscheinlichsten Werte i, y, «, ir der 
Winkel zu: 

1 



(10«) 



1 _ 1 



1 1 



1 — 






-P, = 15,2, 



P^ = 10,3. 



-T=^('-||)=«'~('-P=»'«' 



A_iu- 



il =«■»»(■-» = »•««' 



Pij 



endlich die mittleren Fehler M^, M , 3/,, M^^ zu: 



18,9, 



P«,= 15,2, 



6* 
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(107) 



M^=±my-p-=± 3,08 ]/p66 = ± 0.79", 
3fy= ± mT/J= ± 3,08t/P97= ± 0,96", 
3f.= ± mT/J== ± 3,08yö7053= ± 0,71", 

^w= ± m]/5-= ± 3,08i/Ö,Ö66= ± 0,79". 

8. Ebenso wie die Rechnung nach den Formeln (58) bis (66) wird auch 
die Rechnung nach den Formeln (W) bis (t07) in der Regel wesentlich einfacher 
und übersichtlicher durch schematische Anordnung, wie die nachfolgende Anordnung 
unseres Beispieles 1 zeigt: 



Beob- 
achtungs- 
ergebnisse 



o I > I 






cS 



1 
p 

[f1 



V — 

1^ 
p 



/. 



j: = o + »- 



n- 



B 



1-.?-. 



li 




]fi 



B 
-H 

II 



103 
65 
89 

101 



0821,79 
57 09,31 
29 42,00 
24;44,96 



359 
360 



59 58,06 =-y, 

00 oo,od'= S, 



+ 1,94 



12,0 

6,0 

15.8 

12,0 



0,083 0,2101+0,41 
0,167 '0,422|+0,82 
0,063 0.1594-0,31 



0,083 .0,210 



+ 0,41 



0,396 



1,001 

/ 



103 08 
65157 
89 29 



22,20 
10.13 
42,31 
10l!24'45,37 



0,288, ±0,89 



0.409 
0,251 
0,288 



±1,26 

±0.77 
±0,89 



0,790 
0,578 
0,841 
0,790 



0,066 
0,097 
0,053 
0,066 



0,257] ±0,79 15.2 
0,311 ±0,96 loi 
0,230 ±0.71 18,d 



.0,257 



+ 1,95 



360,0000,01 



1,236 1 3,81 2,999 



; 1,0551 



±0.79,15,2 



3,25l 



1^1 



+ 1,94 
" 0,396 " 



: + 4.90, m=±/ 




= ±l,94i/2;53 = ±3,08". 



§ 21. Beispiel zum II. und III. Abschnitt. 
Im Anschlufs an die Punkte 1, 57, 58, 59, deren Höhen gegeben sind mit: 
^1 =58,725, 
>/57 = 61.142, 
/y58 = 61,128, 
>/5»=F 60,325, ^^ 

sind behufs Bestimmung 
der Höhen der Punkte 
2 bis 7 die Zage s i bis s n 
zweimal nivellirt' worden. 
Die beobachteten Höhen- _ 

CO 

unterschiede sind in Ab- 
teilung 1 der nachfolgenden Tabelle (Seite 85) in den Spalten 1 bis 3 nachgewiesen. 
Den Beobachtungsergebnissen sind in Spalte 4 der Abteilung 1 der Tabelle 
ihre Gewichte p beigefügt. Sie sind empirisch gebildet nach der Anzahl der Auf- 
stellungen des Nivellirinstrumentes und nach den Zielweiten. Ihnen liegt als Ge- 
wichtseinheit das Gewicht eines einmaligen Nivellements einer Strecke von 250 » 
mit Zielweiten von 50™ zu Grunde. 




Fig. 9. 
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Es sollen die wahrscheinlichsten Werte H^, H^, H4, H^, H^, H, der Höhen: 
der Punkte 2, ft, 4, 5, 6, 7 und der mittlere Fehler vx^^^ eines einmaligen Nivelle- 
ments einer Strecke von 1 Kilometer Länge mit Zielweiten von 50 » berechnet werden. 

1. Die Berechnung der gesuchten Höhen und der mittleren Fehler ist in den 
Abteilungen 1 bis 5 der nachfolgenden Tabellen (S. 85—88) in schematischer Anord- 
nung nach den in den §§ 16 bis 20 entwickelten Formeln durchgeftüirt Zur weiteren 
Erläuterung diene folgendes: 



1. Beobachtimgsergebnisse und deren Gewichte. 


2. Mittlerer Fehler 

aus Beobachtungs- 

dififerenzen. 


Der Züge 

! Anfangs- 
Nr. und 
1 Endpunkt 


Beobachtete 

Höhen- 
unterschiede, 
m 1 m 


Ge- 
wichte 


Gemittelte 

Höhen- 
unterschiede 
Ah. 

m 1 m 


Ge- 
wichte 

PA». 


1 
P4> 


A. 
mm 


AA. 


pAA. 


IJ 2. 


3. 


4. 


5. 


6. 


7. 


1. 


2. 


1 1-2 

i 


2,979 
2.970 


X7,020 
X7,030 


0,41 
0,41 


2.9748 


X7,0252 


0,82 


1,22 


+ 9,5 


90,2 


87,0 


2 


57-2 


0,566 
0,558 


X9.433 
X9,441 


0,22 
0,22 


0,5625 


X9,4375 


0,44 


2,27 


+ 8,0 


64,0 


14,1 


3 


57-4 


X9,507 
X9,504 


0,493 
0,497 


0,56 
0,56 


X9,5052 


0,4948 


1,12 


0,89 


+ 8,5 


12,2 


6,8 


4 


4-58 


0,483 
0,479 


X9,517 
X9,519 


0,51 
0,51 


0,4815 


X9,5185 


1,02 


0,98 


+ 8,0 


9,0 


4,6 


5 


58-5 


0,806 
0,301 


X9,694 
X9,698 


0,28 
0,28 


0,8038 


X9,6962 


0,66 


1,79 


+ 4,5 


20,2 


5,7 


6 


5-5» 


X8,906 
X8,896 


1,094 
1,104 


0,25 
0,25 


X8,9010 


1,0990 


0,50 


2,00 


+ 10,0 


100,0 


25,0 


7 


2 — 8 


X5,661 
X5,664 


4,339 
4,337 


0.82 
0,32 


X5,6622 


4,3378 


0,64 


1,56 


- 2,5 


6,2 


2.0 


8 


4 — 8 


X6,708 
X6,704 


3,297 
3,295 


0,49 
0,49 


X6,7038 


3,2962 


0,98 


1,02 


- 1.6 


2,2 


1,1 


9 


5 — 6 


X8,237 
X8,234 


1,761 
1,765 


0,35 
0.35 


X8,2362 


1,7688 


0,70 


1,43 


+ 8,5 


12,2 


4,8 


10 


6-7 


X7,338 
X7,838 


2,662 
2,662 


0,46 
0,46 


X7,3380 


2,6620 


0,92 


1,09 


0,0 


0,0 


0,0 


11 

1 


7 — 8 


0,358 
0,351 


X9,642 
X9,649 


0,55 
0,55 


0,3545 


X9,6455 


1,10 


0,91 


+ 7,0 


49,0 

[pAA 

[pAA 

2n 

m = ± 


27,0 


,044 ,952 
,999 ,997 

Wlkin = 


8,80 


,0235 

" 1~_ 
Pikm" 


.9765 


8,80 
),25 ^ ^ 


:4,8 


4-49,0 
- 4,0 


1 = 127,6 
]= 5.8 

2.4 mm 


+ 46,0 
mm. 
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3. Berechnung der genäherten Höhen der Nebenknotenpunkte, des wahrschein- 


lichsten Wertes der Höhe des Hauptknotenpunktes und ihrer Gewichte. 


Der Anfangs- 
punkte 


: 

Der Züge ■ 


+ 

1 Q, 








i 

1 




Höhe 


1 




Höhenunter- 


1 


+ Ah. 


Pfl' 


dh. 


p^dh. 


V. p^v. 


Nr. 


H. 


Ph 


Nr. 


schied A h . 


Pah 




II 

1 e» 








i 




m 






m 1 m 


1 


m -^ISL' 


mm ' 1 


mm 1 


1., 2. 


3. 


4.1 5. .6. 


7. 8. ! 9. 10. j 11. 


12. 18. 


a) Berechnung der Höhe Ä, des Punktes 2 aus den Zügen 1 und 2. | 


1 


58,7250;0,0q 


1 


2,9748 X7,0252| 1,22 |;61,6998; 1,22 |0,8^ 


0,8 0,66 1 


rf 1,6 +1.31 1 


57 


61,1420 


0,00 


2 


0,5625 


X9,4375| 2,27 61,7045 


2,27 0,44' 


5.5 


2,42 


-8.1 


— 1.36 


,8670 


0,00 


,4627 3,49 


,4043 3,49 1,26 


8,08 


— 0,05 










Ä, = ^2+ -/'-- = 61,6990in + 2,4mm = 61,7014m. 












P« = [P^] = 1,26. j^ = 0,79. 




b) Berechnung der Höhe h^ des Punktes 4 aus den Zügen 8 und 4. | 


57161,14200,00; 


3 


X9,5052 0,49481 0,89 | 


«0,6472 0,89 |1,12 


1,2 1,34 1 


-0,8 — 0,84| 


58 


61,12800,0(^ 


4 


X9,5185 


0,4815 0,98 


60,6465 0,98 


1,02 


0,5 


0,51 


+ 0,4 


+ 0,41 




,2700 


0,00 


,9763| 1,87 


,2937 1,87 l2,14 




1,85 


+ 0,07 










A « = § « + ^^''- ,- = 60,6460 m 4. 0,9 mm = 60,6469 m . 












P. = [Prj] = ^M' P4^^'^^- 




c) Berechnung der Höhe Ä5 des Punktes 5 aus den Zügen 5 und 6. 


58 


61,12800,00;: 5 


0,3038| X9.6962, 1,79 |;61,4818 


1,79 0,56 


7.8| 4,87 1 


-8,7 


— 2,07 


5» 


60,32500,00 


j 6 


1,0990 


X8,9010 2,00 ,61,4240 


2.00 0,50 


0,0 


0.00 


+ 4.1 


+ 2,05 


,4530 


0,00 


1 




,5972, 3,79 ,8558 3,79 ,1,06 


4,87 


-0,02i 










[Pr,^^] 
Ä5 = §5+ p—|=6M240m + 4,l mm = 61,4281 m. 

iP fj j 












P.-=[Pr,] = m. ~ = 0,94. 




d) Berechnung der Höhe H^ des Punktes 3 aus allen Zügen. 


2 61,70140,79; 7 


X5,6622 4,3378 1,56 


57,3636 2,35 0,4313,6 5,85 


t- 7,71—8,31 


4 60,6469;0,47 


8 


X6,7038| 3,2962, 1,02 


57,3507, 1,49 ,0,67 


0,7, 0,47 


+ 5,2+8.48 


5 61,4281 

1 


0,94 


9 
10 


X8,2362 
X7,3880 


l,7638i 1,43 
2,6620' 1,09 
















1 




11 


0,3545 


X9,6455 0,91 


57,3568 


4,37 0,23 


6,8 


1,56 


-0,9 


— 0,21 


,7764 


2,20 


,70531 6,01 


,0711 8,21 '1,33 


7,88 




— 0,04. 










fl's = § 8 + -r- 1- = 57,3500 m -|- 5,9 mm = 57,3559 m . 
iPfii 














^8 = 


[Prt] = 


= 1,38. 


1 

>8 


= 0,' 


?5. 









Digitized by 



Google 



21. 



Beispiel zum II. und III. Abschnitt. 



87 



1 — •■ ■■ — --^ 

4. Ausgleichung der Fehler in 


den einzelnen Netzteilen. 


Nr. < 
1 

s, 


1er 

N 


1 
Höhen- 
unterschiede 
a. 

m 1 m 




1 
P 

y 
p. 


1 


v = 

1 

.P\ 
mm 


1 

1 

x = a + «. 
m 1 m 


1. 1 2. 


3. 


4. 


5. 6. 


7. 


©2 
©8 


1.2 

7 


61,7014 
X5,6622 


4,3378 


0,79 
1,56 


0,336 
0,664 


-2,6 
-5,1 


61,6988 
X5,6571 


4,3429 




2 

S 

f 


57,3636 
57,3559 




2,35 

1 


1,000 —7,7 

1 


57,3559 1 


— 7,7 mm 


y.N. 

©4 
©3 


3.4 

8 


60,6469 
X6,7038 


3,2962 


0,47 
1.02 


0,315 
0,685 


+ 1.6 
+ 3,6 


60,6485 

X6,7074 3,2926 


2 

8 

f 


57,3507 
57,3559 


■ 


1,49 


1,000 +5,2 

1 


57,3559 




+ 5,2 mm 




1 


N.N. 

©6 

06 

07 

3 


5.6 

9 

10 

11 


61,4281 

X8,2362 

X7,3380 

0,8545 


1,7638 

2,6620 

X9,6455 


0,94 
1,43 
1.09 
0,91 


0,215 
0,327 
0,249 
0,208 


-0,2 
-0,3 
-0,2 
-0.2 


61,4279 

X8,2359 

X7,3378 

0,3543 


1,7641 

2,6622 

X9,6457 


2 

S 

f 


57,3568 
57,8559 




4,37 


0,999-0,9 

! 
1 


1 57,3559 




— 0,9 mm 





3. In Abteilung 1 ist zuerst das einfache arithmetische Mittel der beobachteten 
gleich genauen Höhenunterschiede gebildet. Die erhaltenen Werte sind als gemittelte 
Höhenunterschiede Ah in Spalte 5 eingetragen. Die Mittdbildung ist durch Zu- 
sammenfassung der Zahlenwerte der Höhenunterschiede und ihrer dekadischen 
Ergänzungen zu einem Gesamtergebnis in der Weise erfolgt, dafs beispielsweise für 
den Zug 1 zu den Zahlenwerten 2,979 und 2,970 des Höhenunterschiedes die den 
dekadischen Ergänzungen x7,020 und X7,030 entsprechenden Zahlenwerte 2,980 und 
2,970 hinzugenommen sind und aus allen 4 Zahlenwerten das einfache arithmetische 
Mittel Ah = 2,9748 gebildet ist, dem dann wieder die dekadische Ergänzung x7,0252 
beigesetzt ist zur Benutzung ftkr die Sicherung der folgenden Rechnungen. 

S. In Spalte 6 und 7 der Abteilung 1 sind weiter die Gewichte p^f^ der ge- 

mittelten Höhenunterschiede Ah, sowie ihre reziproken Werte gebildet. Die 

PAh 
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6. Die wahrscheinlichsten Werte der Hohen, Höhenunterschiede und 1 


Beobachtungsfehler, sowie der mittlere Fehler. || 


Nr. d 


er 

i 

N 


Wa 

Höhen 
H. 

m 


Jirscheinlichste 
Werte der 
Höhen- 
unterschiede 

AH. 
m 1 m 


Gemittelte 
Höhen- 
unterschiede 
Ah. 

m 1 m 


117 

mm 


vr. 


PAk 




1. 


2. 


3. 


4. 


. 5. 


6. 


7. 


8. 


9. 


lOll 




58,7250 




















1 




2,9738 


X7,0262 


2,9748 


X7,0252 


- 1,0 


1,0 


0,82 


0,8 


§)2 




61,6988 




















2 




0,5568 


X9,4432 


0,5625 


X9,4375 


- 5,7 


82,5 


0,44 


14,3 


IOI57 




61,1420 




















3 




X9,5065 


0,4935 


X9,5052 


0,4948 


+ 1,3 


1,7 


1,12 


1.9 


@4 




60,6485 




















4 




0,4795 


X9,5205 


0,4815 


X9,5185 


— 2,0 


4.0 


1,02 


4,1 


IOI68 




61,1280 




















5 




0,2999 


X9.7001 


0,3038 


X9,6962 


- 8.9 


16,2 


0,56 


8,5 


@5 




61,4279 




















6 




X8,8971 


1,1029 


X8,9010 


1,0990 


- 8.9 


15,2 


0,50 


7,6 


IOI5» 




60,3250 




















7 




X5,6571 


4,3429 


X5,6622 


4,3378 


- 6,1 


26,0 


0,64 


16,6 


@8 




57,3559 




















8 




X6,7074 


3,2926 


X6,7038 


3,2962 


+ 8.6 


18.0 


0,98 


12,7 




9 




X8,2359 


1,7641 


X8,2362 


1,7638 


- 0.8 


0,1 


0,70 


0,1 


@6 




59,6638 


















NJJ/ 


10 




X7,3878 


2,6622 


X7,3380 


2,6620 


- 0,2 


0.0 


0,92 


0,0 


©7 




57,0016 


















ci/ 


11 




0,3543 


X9,6457 


0,3545 


X9,6455 


— 0,2 


0,0 


1,10 


0,0 


9939 


,9765 


+ 4.9 


[PSkVy] = 


=66,6 
















— 22.8 


mM 
















-17,4 












1 


.i-yi^-f'L±8.6»-.|| 








^"11011 = 


■*-i/? 


Ikm 


'''U 


5 = ±'' 


2 mm . 







Gewichte p in Spalte 4 gelten für den durch den Zahlenwert und seine eben- 
falls unmittelbar von der Latte abgelesene dekadische Ergänzung bestimmten 
Höhenunterschied, so dafs in dem arithmetischen Mittel A h nur 2 Beobachtungsergeb- 
nisse vom Gewichte p vereinigt sind, womit das Gewicht p^^^ nach Formel (55) 
erhalten wird zu : p^ ^ = 2 p. 

4. In Abteilung 2 der Tabellen folgt die Bildung der Düferenzen A zwischen 
den Ergebnissen der ersten und der zweiten Beobachtung der Höhenunterschiede 
und der Quadratsumme [pAA] dieser Differenzen. 

Die beiden Nivellements sind mit Latten ausgeführt, deren Teilungen so genau 
übereinstimmen, dafs eine in Betracht kommende konstante Abweichung k zwbchen 
den Ergebnissen beider Nivellements nicht vorhanden ist Demnach ergiebt sich der 
mittlere Fehler m einer Beobachtung der Gewichtseinheit zu: 
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i 21. Beispiel zum II. und III. Abschnitt. 89 

Hieraus folgt der mittlere Fehler tn ^ j^^ eines einmaligen Nivellements einer 
Strecke von 1 Kilometer Länge mit Zielweiten von 50 » , dessen Gewicht |> i km = 0,25 
ist, mit: 

5. In Abteilung 3 folgt zunächst unter a , 6 , e die Berechnung der genäherten 
Höhen ä , , h^, h^, der Nebenknotenpunkte 2,4,5 und der Gewichte i> j , p 4 , j> 6 
dieser Höhen aus den Höhen der gegebenen Punkte und den Höhenunterschieden 
A h , sowie den Gewichten p^j^ der die Punkte 2,4,5 unmittelbar mit den gegebenen 
Punkten verbindenden Ztigt. 

Die genäherten Höhen und die Gewichte sind beispielsweise für Punkt 2 er- 
halten, wie folgt: 

Für die Höhe des Punktes 2 sind zuerst 2 Werte 17', , 1?',' aus den gegebenen 
Höhen f/^ und H^'- und den Höhenunterschieden Ahi, Ah^ der Züge 1 u. 2 berechnet: 
iy j = ^j +Ah, = 58,7250 + 2,9748 = 61,6998 , 
lyj' = ^5j -(- JA , = 61,1420 + 0,5625 = 61,7045 . 
Die Gewichte p'fjf P'^ dieser beiden Werte sind erhalten aus den Gewichten 
j)^=oo,p^ =00 der unveränderlichen Höhen ff^, H^^ und den Gewichten 
j>i4^ = 0,82,/j^^ = 0,44: 

J^_ 1 , 1 _ 1 , 1 _ 1 
^i"P/r, l'.;."°°^'^2-0,82' 

1_JL_ 1__1 1 _ 1 

Damit folgt der genäherte Wert der Höhe h , : 
..^^ / i7i = §.+<iÄ' = 61,6990m + 0,8 mm, 

^^^^ \ 17 ;' = §, + <iÄ" = 61,6990 m -1-5,5 mm, 

(60) Ä,-5,H -^,-^-,,- -61,6990+ - ö;82 + 0,44~' 

"^ ^ = 61,6990 m -f. 2,4 mm = 61,7014 m. 

und das Gewicht p < der genäherten Höhe A t ' 
(65) p, = [p^] = 0.82 + 0,44 = 1,26. 

6. Unter d der Abteilung 3 folgt dann die Berechnung des wahrscheinlichsten 
Wertes JB"« der Höhe des Hauptknotenpunktes 3 aus den unter a, b, e erhaltenen 
Höhen A,, A4, A5 der Nebenknotenpunkte 2, 4, 5 und den gemittelten Höhen- 
unterschieden iA,, Ahg, Ah 9, iAio, Ah^i der den Punkt 3 mit den Punkten 2,4,5 
verbindenden Züge 7 bis 11 unter Berücksichtigung der zugehörigen Gewichte. Die 
Berechnung ist in gleicher Weise erfolgt, wie unter Nr. 5 erläutert ist, nur mit dem 
Unterschiede, dals die Höhen A j , A 4 , Aß mit den unter a, b, e erhaltenen Gewichten 
p% = l,2ß, j>4 = 2,14, /)5 = 1,06 und nicht, wie die gegebenen, als fehlerlos zu be- 
trachtenden Höhen, mit unendlich grofsem Gewichte eingeführt sind. 

Der für die Höhe des Punktes 3 erhaltene Wert IT, = 57,3559 m ist der wahr- 
scheinlichste Wert dieser Höhe, denn er ist unseren im § 13 aufgestellten Grund- 
sätzen entsprechend als einheitliches Endergebnis aus sämtlichen Beobachtungs- 
ergebnissen unter Berücksichtigung ihrer Gewichte derart gewonnen, dafs die Quadrat- 
summe der wahrscheinlichsten Beobachtungsfehler ein Minimum ist. 



(41) 



p;,=o.82, 



p- = 0,44. 
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90 Direkte Beobachtungen mehrerer Gröfsen eines best. SoUbetrages. II. T. III. A. 

7, Dagegen sind die Werte A«, A4, Ab nicht die wahrscheinlichsten Werte 
der Höhen der Punkte 2 , 4 , b, weil sie nur je aus zwei der vorliegenden Beob- 
achtungsergebnisse abgeleitet worden sind Wir können jetzt aber die wahrschein- 
lichsten Werte der Höhen dieser Punkte in sehr einfacher Weise erhalten; denn 
nach Feststellung der Höhe IT s des Hauptknotenpunktes 3 kann das Nivellements- 
netz in drei von einander ganz unabhängige Teile zerlegt werden, die ftlr sich aus- 
geglichen werden können, nämlich in den die Züge »i, «2/ «7 umfassenden Teil 
mit dem Punkte 2, den die Züge zt, z^, z^ umfassenden Teil mit dem Punkte 4 
und den die Züge »5, ««, «», »10, «u umfassenden Teil mit den Punkten 5, 6, 7. 
Die Ausgleichung der Fehler in diesen einzelnen Teilen des Netzes erfolgt am ein- 
fachsten nach dem im § 20 behandelten Verfahren für direkte ungleich genaue 
Beobachtungen, deren Summe einen bestimmten Sollbetrag erfüllen mufe. 

8. Diese Ausgleichung ist in Abteilung 4 der Tabellen durchgeflüirt 

Im ersten Teile des Netzes mufs der wahrscheinlichste Wert der Höhe des 
Punktes 2 und der wahrscheinlichste Wert des Höhenunterschiedes im Zuge 27 
zusammen gleich sein der feststehenden Höhe Hi des Hauptknotenpunktes 3. Der 
zu erfüllende Sollbetrag ist also 8=11^ = 57,3559. Die vorliegenden Beobachtungs- 
ergebnisse ergeben: 

A , + 4A 7 = 61,7014 + X5,6622 = 57,3636 = 2. 

Der vorhandene Widerspruch ist demnach: 
(101) f=S — 2 = 57,3559 — 57,3636 = — 7,7 mm . 

Dieser Widerspruch ist nach § 20 Nr. 1 proportional den reziproken Werten 
der Gewichte ^2 = 1,26 der Höhe A2 und pj^^ =0,64 des Höhenunterschiedes Ah-,, 
verteilt, indem die Verbesserungen vj^^ und r^^^ berechnet sind zu: 

1 

_1_ 

^JA, ._1,56 



(102) 



''Ah. 



^-\W=i^^-'''^—''^- 



Hiermit sind die wahrscheinlichsten Werte der Höhe ^"2 und des Höhen- 
unterschiedes AH'j erhalten zu: 

f -0-2= Äg + v. = 61,7014 m_ 2,6 mm = 61,6988m, 
^ '^ \ AH^ = Ah^ + v^j^^ = X5,6622 m _ 5,1 mm = x5,6571 m . 

Die Summe dieser beiden Werte 

H2 + AH^ = 61,6988 + x5,6571 = 57,3559 m 
ergiebt nunmehr die Höhe Hs, erfüllt also den Sollbetrag. 

In gleicher Weise ist auch die Ausgleichung der Fehler für den zweiten und 
dritten Teil des Nivellementsnetzes durchgeführt. 

9. In Abteilung 5 der Tabellen sind endlich in den Spalten 3, 4, 5 die wahr- 
scheinlichsten Werte der Höhen H und der Höhenunterschiede AH mit den aus 
Abteilung 1, Spalte 5 übernommenen gemittelten Höhenunterschieden A h zusammen- 
gestellt, wonach in Spalte 6 die wahrscheinlichsten Werte der Beobachtungsfehler 
V= AH-- Ah und in den Spalten 7 bis 9 die Quadratsumme [p^* ^^] =66,6 der 
Beobachtungsfehler gebildet sind. 
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Zur einfachen, nicht versicherten Bestimmung der Höhen der 6 Punkte 2 bis 7 im 
Anschlufs an die gegebenen Punkte sind g = 6 Höhenunterschiede erforderlich. Im 
Ganzen sind n = ll Höhenunterschiede bestimmt, und demnach n — y = ll — 6 = 5 
überschüssige Bestimmungen vorhanden. Somit ergiebt sich der mittlere Fehler der 
Gewichtseinheit nach der Grundformel (47) zu: 



-±l/%7l=±l/T=*»'«' 



Den Gewichten p^J^ liegt als Gewichtseinheit das Gewicht eines einmaligen 
Nivellements einer Strecke von 250 m Länge mit Zielweiten von 50 m zu Grunde, 
während das Gewicht eines solchen Nivellements einer Strecke von 1 Kilometer 
Länge i'itin = ö>25 bL Hiemach ergiebt sich der mittlere Fehler vn^^^ einer 
Strecke von 1 Kilometer Länge mit Zielweiten von 50 m aus der Gesamtnetz- 
ausgleichung zu: 

(8») mi,,= ± '"l/^,i;= * »'«l/o.25= ± ^'2"^' 

Während derselbe unter Nr. 4, und in Abteilung 2 der Tabellen aus den Beobach- 
tungsdifferenzen zu ± 4,8 mm erhalten ist. 



IV. Abschnitt. 
Vermittelnde Beobachtungen. 

1. Kapitel. Allgemeine Entwicklung des Verfahrens. 

§ 22. Gleichungen für die Beziehungen zwischen den wahren 
Werten der beobachteten und der zu bestimmenden Gröfsen. 

1. In den vielfach vorkommenden Fällen, wo die zu bestimmenden Gröfsen 
nicht direkt beobachtet werden können, wo vielmehr andere Gröfsen beobachtet 
werden müssen, die die Kenntnis der zu bestimmenden Gröfsen vermitteln, müssen 
zuerst die Beziehungen zwischen den beobachteten und den zu bestimmenden 
Gröfsen durch Gleichungen ausgedrückt werden, wenn aus den vorliegenden Beob- 
achtungsergebnissen die wahrscheinlichsten Werte der zu bestimmenden Gröfsen 
abgeleitet werden sollen. Die Gleichungen, wodurch diese Beziehungen ausgedrückt 
werden, ergeben sich meistens aus dem bekannten mathematischen Zusammenhang 

zwischen den wahren Werten der beobachteten Gröfsen (>^i), (^%)t (^i)j (^n) 

und den wahren Werten der zu bestimmenden Gröfsen (x), (y), («), ; sie 

werden zweckmäfsig auf die allgemeine Form : 



(108) 



(>l,)=.F,((x),(y), (,), ....)» 
y 
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92 Vermittelnde Beobachtungen. 11. T. IV. A. 

gebracht, so da(s also die wahren Werte der beobachteten Gröfsen {Jii), (Jit), 

(ylj), i^n) ^s entwickelte Funktionen der wahren Werte der zu bestimmenden 

Gröfsen {x), (y), {z), .... erscheinen. 

2. Die Anzahl dieser Gleichungen ist gleich der Anzahl der vorliegenden 
Beobachtungsergebnisse. Wenn weniger Beobachtungsergebnisse vorliegen als zu 
bestimmende Gröfsen, so ergeben sich keine bestimmten Werte der letzteren. 
Liegen ebensoviele Beobachtungsergebnisse vor wie zu bestimmende Gröfsen, so 
können ihre den Beobachtungsergebnissen entsprechenden Werte gefunden werden, 

indem die Gleichungen (108) nach (x), (y), («), aufgelöst und in die dadurch 

erhaltenen Ausdrücke die vorliegenden Beobachtungsergebnisse eingesetzt werden- 
Die erhaltenen Werte der zu bestimmenden Gröfsen und die Beobachtungsergebnisse 
entsprechen einander dann genau, und die den Beobachtungsergebnissen anhaftenden 
Fehler treten nicht hervor, von einer Ausgleichung der letzteren kann demnach 
dann auch keine Rede sein. Nur wenn mehr Beobachtungsergebnisse vorliegen als 
zu bestimmende Gröfsen, treten bei Vergleichung der Beobachtungsergebnisse mit 
den ihnen entsprechenden Werten der zu bestinunenden Gröfsen die Beobachtimgs- 
fehler hervor und nur in diesem Falle kann auch eine Ausgleichung der Beobach- 
tungsfehler erfolgen. Wenn das nachfolgend zu entwickelnde Rechnungsverfahren 
für die Ausgleichung der Beobachtungsfehler daher Anwendung finden soll, so muls 
die Anzahl der vorliegenden Beobachtungsergebnisse und damit auch die Anzahl n 
der Gleichungen (108) gröfser sein als die Anzahl q der zu bestimmenden Gröfsen. 

Beispiel 1: Für die Punkte Pi, P,, P,, P*, 
Ps sind die rechtwinkligen Koordinaten gegeben 
wie folgt ; 

Pi:xi = 6548,30, ' yi = 2061,99, 
Pj: j,= 6 570.58, ' y 8 = 2420,30, 
P, : xa = 6 297,72 , 1 y , = 2 552,03 , 
P*: 2:^ = 6056,29, y4 = 2276,00, 

P5:x5 = 6246,43, \ y5 = 1896,99. 
Diese gegebenen Koordinaten sind als fehler- 
Fig. 10. freie wahre Werte anzusehen. Zur Bestimmung 

des Punktes P sind die Streckenlängen zwischen 
diesem Punkte und den Punkten Pj, P,, Ps, P*, Ps gemessen worden* Die Er- 
gebnisse «1, «a, «,, «4, <5 der Messung dieser Strecken und die Gewichte 
Pi, P2f P», Pi, Pb, der Messungsergebnisse sind : 



3f 



PPI 


.. = 331,60, 


pp. 


., = 272,00, 


pp» 


., = 247,10, 


PP,: 


.« = 269,50, 


PP,: 


.. = 416,70, 



|>i = 5,43, 
P2 = 6.92, 



Die Gewichtseinheit ist das Gewicht einer 

unter mittieren Verhältnissen gemessenen Strecke 

Pz = 5,15 , I von 822 m Länge. Das Gewicht einer unter gleichen 

p 4 = 6,92 , j Verhältnissen gemessenen Streckenlänge von 100» 

p ß = 2,59 . I Länge ist p loo = 14,8 *). 

Es sollen hiemach die wahrscheinlichsten Werte der rechtwinkligen Koordi- 
naten X y des Punktes P bestimmt werden. 



•) Die Gewichte sind aus Tafel 3 der Kataster-Anweisung IX entnommen und zwar die 
Gewichte pi, pj, p* nach Spalte I, die Gewichte Ptt Pi nach Spalte II dieser Tafel, 
entsprechend den Verhältnissen, die bei Messung der betreffenden Strecken vorlagen. In dieser 
Tafel ist das Gewicht einer unter mittleren Verhältnissen gemessenen Länge von 822 m gleich Eins. 
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Die Beobachtungsergebnisse »i, st, b^, 84, «5 sollen uns die Kenntnis der 
Koordinaten x y vermittebi. Die Beziehungen zwischen den beobachteten und den 
zu bestimmenden Gröfsen ergeben sich allgemein nach dem pythagoräischen 
Lehrsatze so, dafs das Quadrat der wahren Werte der Streckenlängen («„) 
gleich sein mufs der Summe der Quadrate der wahren 
Werte der Koordinatenunterschiede (x) — x^, (y) — y„ der 
Punkte P und P^. Die sich hieraus ergebende allgemeine 

Gleichung (»„)'= ((3f) — J^„)' + ((y)--yn)' lösen wir nach 
(«,) auf und wenden sie fiXr jedes einzelne vorliegende Beob- 
achtimgsergebnis an, womit wir die Gleichungen (108) erhalten, 
die die Beziehungen zwischen den wahren Werten der beob- 
achteten und der zu bestimmenden Gröfsen in der ftlr das folgende passenden Form 
darstellen : 




(108) 



(»« 
(«5 



= i/röö^"^) H((y)-y5)"^ 



Die Anzahl n = 5 dieser Gleichungen ist gröfser als die Anzahl q = 2 der zu 
bestimmenden Gröfsen, so dafs wir also das nun zu entwickelnde Rechnungs- 
verfahren auf dies Beispiel anwenden können. 



§ 23. Fehlergleichungen. 

Wie wir bereits besprochen haben, können wir die wahren Werte der beob- 
achteten Gröfsen nicht ermitteln, und wenn wir auch bei Ausführung imserer 
Beobachtimgen alle mögliche Sorgfalt anwenden, werden unsere Beobachtungs- 
ergebnisse immer mit Beobachtungsfehlem behaftet sein. Demnach können wir 
aus den Beobachtungsergebnissen auch nicht die wahren Werte (j), (y), (»), ... 
der zu bestimmenden Gröfsen ableiten, sondern müssen uns begnügen, die den 
fehlerhaften Beobachtungsergebnissen möglichst gut entsprechenden wahrschein- 
lichsten Werte x, y, s, ... der zu bestimmenden Gröfsen zu ermitteln. 
Diesen wahrscheinlichsten Werten der zu bestimmenden Gröfsen entsprechen die 
wahrscheinlichsten Werte X,,^«, La,.». 1/^ der beobachteten Gröfsen. 



Die wahrscheinlichsten Werte z, y, «, 



und iyj, L2, Li, ...i^n stehen zu ein- 



ander in derselben Beziehung, wie die wahren Werte (x), (y), («), 
(^a), {/.t), ...(^„), wonach aus den Gleichungen (108) folgt: 

L, = F^(r, y, 2, ), 

Li = Fi{x, y, «, ), 

L^ = F^(x, y, a, ), 



und (Xi), 



(10») 



^«=^n(^.y>«, )• 



Die wahrscheinlichsten Werte L,, Lj, Xg, ...I/„ der beobachteten Gröfsen 
weichen von den thatsächlich vorliegenden Beobachtungsergebnissen Xi, Zi, Äz, ,,. A,^ 
in der Regel um kleine Gröfsen ab, die die wahrscheinlichsten Beobach- 
tungsfehler Vi, i'2, ij, ...r„ darstellen, so dafs ist: 
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(UO) 



y 



Die Gleichungen (109) und (110) bezeichnen wir als Fehlergieichungen. 

Beispiel 1: Aus den wahrscheinlichsten Werten x y der rechtwinkligen 
Koordinaten des Punktes P und der gegebenen Koordinaten der Punkte P^, Pf, 
P,, P4, P5 erhalten wir für die wahrscheinlichsten Werte der Streckenlängen 5i, 
St, S^, S^, Sil 



(10») 






Ä5 = )/(^ 






und danach ftir die wahrscheinlichsten Beobachtungsfehler 1 1 , r , , v j , 



(110) 



ri = Si — *i, 
«, = Sj — «2, 

»8= 5»8 »8; 

«4 = ^4 «4, 

»6 = 5^5 — «5. 



§ 24. Näherungswerte. 

1. Nach unseren allgemeinen Ausgleichungsgrundsätzen erhalten wir die wahr- 
scheinlichsten Werte x , y , « , .... der zu bestimmenden Gröfsen , indem wir die 
Werte bestimmen, ftlr die die Quadratsumme [pw] der auf die Gewichtseinheit 

zurückgeführten wahrscheinlichsten Werte v i']/pi, f, y^i ; »'s Vi> s , ^nVPn ^^^ 

Beobachtungsfehler ein Minimum wird. Die Entwickelung der sich hiemach ergebenden 
Formeln gestaltet sich jedoch in der Regel einfacher und übersichtlicher, schliefet 
sich auch meistens dem bei der praktischen Anwendung einzuschlagenden Rechnungs- 
verfahren besser an, wenn wir die zu ermittelnden Werte x, y, «, zunächst in 

Näherungswerte 5, 9, j, und in kleine, diesen Näherungswerten beizufügende 

Werte dj, d^, dj, zerlegen und diese Teil werte getrennt von einander ermitteln. 

Die ZusammenfÜgung der getrennt von einander ermittelten Teilwerte mufs uns dann 
die wahrscheinlichsten Werte der zu bestimmenden Gröfsen liefern, so dafs ist: 

y = 9 + d9, 



(111) 



Beispiel 1: In unserm Beispiele zerlegen wir die gesuchten wahrschein- 
lichsten Werte der Koordinaten x y in die genäherten Koordinaten s 9 und in die 
diesen beizufllgenden Koordinatenverbesserungen d^ dt), so dafs ist: 

(111) I ^ = E + rfE, 

3. Die Näherungswerte j, 9, j, müssen derart bestimmt werden, dafs 

die ihnen beizufügenden Werte die, ^9, dj, verhältnismäfsig kleine Gröfsen 

werden, für die die weiterhin anzuwendenden Düferenzialformeln mit genügender 
Schärfe zutreffen. Im übrigen ist die Art und Weise, wie diese Näherungswerte 
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bestimnit werden, für das Endergebnis ganz bedeutungslos. In manchen Fällen 
werden bereits bei Beginn der Ausgleichungsrechnung aus irgend welchen vorher- 
gegangenen Ermittelungen brauchbare Näherungswerte bekannt sein. In anderen 
Fällen werden sie zweckmäfsig in einfacher Weise durch graphische Konstruktionen 
bestimmt werden können. In jedem Falle können aber aus den vorliegenden Beob- 
achtungsergebnissen Jii, A,i, A,s, .... Ä^ so viele ausgewählt werden , wie zu be- 
stimmende Gröfsen £, p, j, .... vorhanden sind« und letztere aus ersteren berechnet 
werden. Diese Berechxamg kann nach bekannten oder für den vorliegenden Fall zu 
bildenden einfachen Formeln oder derart ausgeführt werden, dafs die ausgewählten 
Beobachtnngsergebnisse und die Näherungswerte in die Gleichungen (108) an Stelle 
der wahren Werte der beobachteten und der zu bestimmenden Gröfsen eingeführt, 
und die damit erhaltenen Gleichungen nach den Näherungswerten aufgelöst werden. 

Beispiel 1: In unserem Beispiele können wir die genäherten Koordinaten 
j t) des Punktes P in der Weise ermittebi, dafs wir z. B. die Punkte Pi und P«, 
nach ihren gegebenen Koordinaten etwa im Mafsstabe 1 : 1000 auftragen, den Punkt 
P durch Bogenschnitt mit den Längen s i und « « bestimmen und danach die Nähe- 
rungswerte jr 9 der Koordinaten aus dieser graphischen Konstruktion entnehmen. 
Femer können wir auch die Näherungswerte ; 9 z. B. aus den Koordinaten X\ Vi, 
^i Vi der Punkte Pi, Pj und aus den Streckenlängen «1 und «« nach den bekannten 
für logarithmische Rechnimg geeigneten Formeln für den Bogenschnitt gemessener 
Längen*) oder nach den in der folgenden Tabelle angewandten, für die Rechnung 
mit der Rechenmaschine geeigneten Formeln berechnen. 

Endlich können wir z. B. die Streckenlängen 331,6 und 272,0 für («1 ) imd («,), 
die Näherungswerte 5 9 für (x) [y] und die Zahlenwerte der gegebenen Koordinaten 



1 

i -1 


E)V? 


i 


cotgr = '-f-^. \ .«=(y,-y,)« + (x.-x,)«. 

y« — yi 


1 ^ 

r — ^ 


3« + «l»-»2' 


1 


A^-^s, 


• 


2(y,. 
B= '--'^ 

ys— yi 
Prc 


-yi) 


' Acoigv^^^B^-^A^*) 

£ = ^i + (E — ^1) 
^=yi—U — x,)eoigv + A, 


>be: (9-y. )* + (£-«. )* = ««*. i 
bekommt dasselbe Vorzeichen wie A eotg v . 


1 ^* 

Vi 

1 y% — yi 
|2(y,-yi) 


1 


2 061,99 
2 420,30 


«1 

X, — Xj 

cotgv 


6 548,30 
1 6 570,58 




12 88 82 

359,00 

331,60 

1 272,00 


4- 


358,31 
716,62 


+ 

+ 1 0,06 


22,28 
2181 

24,54 
23,76 

46,82 


9 
9 — ya 


2 306,00 

i 

, 114,30 


x — x, 
£ — JCa 


1 
1 


2 
68 

2 


A* ' 

j 2 - % \ 


16 4857 
230,048 
5 29 22 
5 70 36 


' B 
B* 
B^ — A* 


332,239 

1103 83 

5 74 61 

239,710 


Aeotgv 
AcotgvT-^B^ A^ 


+ 
+ 


14,304 
254,015 




" 73984 
i 73984 



•) Formeln (23) bis (32), Seite 37, der Formelsammlung von Veit mann und Koll. 
3. Auflage. 
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in die ersten beiden der Gleichungen (108) einführen, also die Gleichungen 

331,6 = y( 5 — 6 548,3 ) « + ( 9 — 2 062,ÖT% 

272,0 = ya^'ß 570,6 )'« + ( 9 ~ 2 420,3 ) * , 
bilden, und diese Gleichungen nach c und 9 auflösen. 

3. Den Näherungswerten der zu bestimmenden Gröfsen %, 9, §, .... ent- 
sprechen Näherungswerte Ii, It, l^, .•..!„ der beobachteten Gröfsen, für die aus 
den Formeln (108) folgt: 



(IM) 



■FzU, 9,8, . 



.•), 
•.). 



0. 



. = J^n(E> 9» 8, .. 

Während die Näherungswerte der zu bestimmenden Gröfsen, wie unter Nr. 2 
ausgeführt ist, nur mit geringer Schärfe ermittelt zu werden brauchen, müssen die 
Näherungswerte der beobachteten Gröfsen aus den Näherungswerten der zu be- 
stimmenden Gröfsen mit aller für die Berechnung der wahrscheinlichsten Werte der 
zu bestimmenden Gröfsen im übrigen erforderlichen Schärfe berechnet werden. 

Aus den Näherungswerten li, Ij, lg, -•♦.I„ der beobachteten Gröfsen werden 
ihre Wahrscheinlichsten Werte l/j, Lf, X,, ..«.X^ erhalten, indem ihnen kleine 
Gröfsen dU^ dlt, dl^^ ,,.^di^ hinzugefügt werden, die die Aenderungen darstellen, 

die die Näherungswerte Ii, 1%, («, 1,^ erleiden, wenn die Näherungswerte £,9, 

5, .... der zu bestimmenden Gröfsen um die kleinen Beträge d^c, ^9, dj, .... ge- 
ändert werden. Demnach ist, entsprechend den Formeln (111): 

f L,^U + dU, 
L, = U + dl,, 
X8 = l, + dla, 



(118) 



yL,=i,+di^. 

Beispiel 1: Die den Näherungswerten £ = 6323,76, 9 = 2306,00 der zu be- 
stimmenden Koordinaten entsprechenden Näherungswerte ii, 8s, ^3, d«, 85 der 
Streckenlängen ergeben sich nach: 

«8 = 



(118) 



-~^2)* + (9 — y«)'» 



T/(E-^.)*+(9-y.)S 



85 = )/(£-^5)* + (9-y5)«". 
Femer erhalten wir für die Bildung der wahrscheinlichsten Werte Si, ä,, Äj, 
S^, S^ der Streckenlängen aus den Näherungswerten di, 8s> ^si ^49 85 und den 
den kleinen Aenderungen djc dt) der genäherten Koordinaten entsprechenden kleinen 
Aenderungen d^^, d^^, d^^, dü^, d^^: 

S, = it+d^i, 

(118) j 5, = 8, + dS8, 

Ä4 = 84 + (i84, 

[5^5=85+^85. 

Die Zahlenwerte von 81, 8«, 83, 84, 85 ergeben sich nach den Formeln (113) 
wie folgt: 
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± 




± 


9. 
^9 = 9-y„. 




8. 


Pa 
P4 
P5 




6 328,76 

6 548,30 

224,54 


+ 


2 306,00 

2061,99 

244,01 


5 0418 

59541 

10 9959 


331,60 




6 323,76 

6570,58 

246,82 




2 306,00 

2420,30 

114,30 


609 20 
13064 
739 84 


272,00 


+ 


6 323,76 

6 297,72 

26,04 




2 306,00 

2 552.03 

246,03 


6 78 
6 05 31 
612 09 


247,40 


+ 


6 323,76 

6 056,29 

267,47 


+ 


2 306,00 

2 276,00 

30,00 


715 40 

900 

72440 


269,15 


+ 


6 323,76 

6 246,43 

77,33 


+ 


2306,00 

1 896,99 

409,01 


59 80 

16 72 89 

17 32 69 


416,26 















§ 25. Umgeformte Fehlergleichungen. 

1. Die Fehlergleichungen (109) und (110) können nun durch Einsetzen der in 
den Formeln (111) und (113) für die wahrscheinlichsten Werte der zu bestimmenden 
und der beobachteten Gröfsen angesetzten Teilwerte und durch einige weitere Ent- 
Wickelungen in jedem Falle in einfache lineare Gleichungen umgeformt werden: 

Zuerst wird aus den Formeln (109): 

i, + di, = p,(E+dE,9 + d9, a+da, ....), 

I, + dI, = P,(5 + dj,9 + d9, g + dj,....), 

r, + di, = p,(£ + d5, 9 + rf9, a + da, ....), 



K+dK = K(i+^i> 9 + ^9, 8 + rfa, 

Da nun unter der Voraussetzung, dafs d j, ^9 , d j , . . 
Gröfsen sind, genügend genau allgemein: 

^„(E + <iE, 9 + ^9, a + «^«, ...•)== ^JE, 9,8, 



...). 
verhältnismAfsig kleine 



e,- 



und nach den Formeln (IIS) 

K^Kdy 9, 8, 
ist, ergiebt sich sodann aus obigen Formeln: 









eF, 8F 8J!' 



Koll. 2. Aufl. 
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Fohren wir femer zur Vereinfachung für die partiellen Differenzialquotienten 
die folgenden Bezeichnungen ein: 



(114) 



0,1 = 



es' 

äs' 
a_F, 

öS' 






6,= 



dt)' 
dFt 

dFt 
8,' 



I «1=? 



dFt 

8j ' 



so erhalten wir endlich: 



"öS' 



Ä.= 



Ö9' 






(116) 



rfl8 = a8<iE-i-i8<i9 + «8da-i-...., 



Die Formeln (110) gehen sodann zuerst Ober in: 

Vi = ii + dli — A.i, 
Vi = lz + dif^ — A.t, 



und, wenn die Unterschiede zwischen den Näherungswerten Ii, U, Isi I„ 

der beobachteten Gröfsen und den vorliegenden Beobachtungsergebnissen /.i, X^t 
Xi, X^ mit f\9f%,ftf /*„ bezeichnet werden, also 



(115) 



/« = »« — Xi , 



gesetzt wird, über in: (ll'J) 



• • • * I 



Die Gleichungen (116) und (117) bezeichnen wir als umgeformte Fehler- 
gleichungen. 

Beispiel 1: Zur Aufstellung der umgeformten Fehlergleichungen bilden wir 
zuerst die partiellen Differenzialquotienten von 

nach % und 9, womit wir erhalten: 



(114) 



aj-- -g- --0,677, 



&i 



ö^i__9 — y^_ 



+ 0,786, 



Oa = 



öi^2_S — a:, 



^E 



gf 



: — 0,907, 






i. = 5,^'=9-''« = _0.420, 



64- 



e^i^6_E-x, 



«8^ >,- = 



= + 0,186, 



ö^4^9 — y 
Ö9 S4 



* = + 0,112, 



**- al - g, - + 0,983. 



Sodann bilden wir die Unterschiede /i , /*« , /"a 1 /'4 , /s zwischen den genäherten 
Werten der beobachteten Gröfsen und den Beobachtungsergebnissen wie folgt: 

/i = d 1 — « , = 331,60 — 331,60 = 0,00 , 

/", =^ 8 8 — « 2 = 272,00 — 272,00 = 0,00 , 
(115) I /"a -= 8 8 - « 8 = 247,40 - 247,10 = + 0,30 , 

A = 8 4 — «4 = 269,15 — 269,50 = — 0,35, 

/,^ 8^,-1,, = =416,26 -416,70 = -0,44, 

Probe: 6,41- 



6,90 = -0,49. 
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Damit ergeben sich die umgeformten Fehlergleichungen: 
dSi = Oid£+6id9 = — 0,677dK4-0,736d9, 
d8, = a,rfj + 6,d9 = — 0,907 dj — 0,420 d9^ 

(116) { d8, = a,dj-(-6,d9 = + 0,105ds — 0,996rf9, 
d^^ = a^di + b^dri = + 0,994d^ + 0,U2di), 
d8 5 = 05d5 + 65d9 = -i-0.186d5 + 0,983d9, 

fi=A + dIi= + 0,00 + <i«», 
vj=/g-f dlj = + 0.00 + (i«,, 

(117) t;,=A + <iI, = + 0,30 + dSa, 

f*=/5 + <«U = -0,44 + d35. 

3. Die Zahlenwerte der partiellen Differenzialquotienten a^, a,, a,, ...«„; 
*i» ^2, *8> •••*«; «i> «2; «s> •••««; können je nach Lage des Falles in ver- 
schiedenartigster Weise ermittelt werden: Wenn die Gleichungen (112) linear sind, 
können die Zahlenwerte der Differenzialquotienten ohne weiteres aus diesen Gleich- 
imgen entnommen werden, da sie gleich den Faktoren sind, womit die Näherungs- 
werte i, 9, a> ••• in diesen Gleichungen auftreten; im übrigen können die bezeich- 
neten Zahlenwerte mit Cr eile 'sehen oder anderen Rechentafeln, aus graphischen 
Tafeln, mit vier- oder fünfstelligen Logarithmen, logarithmischen Rechenschiebern 
u. s. w. ermittelt werden. 

Mit welcher Genauigkeit die Zahlenwerte der Differenzialquotienten bestimmt 
Verden müssen, bt, wenn hierfür die Erfahrung nicht bereits genügenden Anhalt 
gewährt hat, am einfachsten durch die praktische Probe zu entscheiden, indem 
festgestellt wird, ob die nach den Formeln (116) berechneten Zahlenwerte von 
dli, dii, dia, ...rfl„ in genügender Weise mit den Unterschieden übereinstimmen 
zwischen den nach den Formeln (109) und (112) berechneten Werten von L^, L^, 
2/8, -'^n und ^w U, U, ...t„. 

$. Die Zahlenwerte der nach den Formeln (115) erhaltenen Unterschiede 
fi, fif fi} '*'fn zwischen den genäherten Werten der beobachteten Gröfsen und 
den vorliegenden Beobachtungsergebnissen gewähren einen Anhalt einerseits dafür, 

ob die genäherten Werte j, 9, 5, .. der zu bestimmenden Gröfsen genügend 

genau sind, und ob die daraus abgeleiteten Näherungswerte I,, lg, l,, ...I„ mit 
groben Fehlem behaftet sind, andererseits dafür, ob die Beobachtungsergebnisse 
>li, ylj, -^8, ...>ln ^^ groben Fehlern behaftet sind. Wenn auflag grofse Zahlen- 
werte von f\, f%, fzi "'fn vorkommen, d. h. wenn solche Werte vorkommen, die 
etwa den dreifachen Betrag der für die Beobachtungsergebnisse zulässigen Maximal- 
fehler übersteigen, empfiehlt es sich, die vorhergegangenen Rechnungen und nötigen- 
falls die Messungsergebnisse sorgfältig zu prüfen. Falls es sich hierbei herausstellt, 
dafs die auffallende Gröfse der Zahlenwerte von fi, fi, ft, -»-fn nur von Messungs- 
fehlem herrühren kann, so kann es, wenn nicht ganz augenscheinlich ein grober 
Fehler vorliegt, zweckmäfsig sein, zunächst die Rechnung doch zu Ende zu führen 
und erst nach Abschlufs der Rechnung zu entscheiden, ob und wie die Nachmessungen 
auszuführen sind. 

§ 26. Endgleichungen. 

1. Nachdem die Näherungswerte der zu bestimmenden Gröfsen ermittelt und 
die wahrscheinlichsten Beobachtungsfehler durch die umgeformten Fehlergleichungen 

(116) und (117) als lineare Funktionen der den Nähemngswerten j, 9, j, noch 

beizufügenden kleinen Gröfsen dj, dt), rfj, .... dargestellt sind, müssen wir die 
Gröfsen d^, dt) , d^, .... nunmehr so bestimmen, dafs unsem Grundsätzen gemäfs 
die Quadratsumme der auf die Gewichtseinheit reduzirten wahrscheinlichsten Beob- 
achtungsfehler V^^pi, Vj-f/pa, ^i^Pif ^nVPnf «dso .' "- 

7* ^-"i: 
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ein Minimum wird. 

Um äies auszuftihren, vereinigen wir zunächst die Gleichungen (116) und (117) 
je zu einer Gleichung: 

r 

% = ««<^E+^.,<i9 + «„<ia + ....+/«. 

und bilden die Quadratsumme [pw] wie folgt: 

+ Pihibidridr) + 2pihieid^d^-{-.,.. + 2pihifidr) 

+ 

+ Pififi, 

p,i;,r2=;)2aj,rt2dgdE4-2l>«««^arf£<i9 + 2;),a8C,djd34- +2i>ja,/j<££ 

4- p,6s6,d9d94-2i)a6,c,d9dj4- + 2/> 1*2/2^9 

4- ;^2C2C,d8d84-....+2/),c,/,da 

+ 

+ Ptftfi, 
p,Ü8ra=/)8a3ajdEdE4-2p8aa6a<'£<i9 + 2p8«8C8<^S<'8 + ---- + 2i>3«8ArfS 
+ Pzbsbj^dr)di) + 2p^hse9di)di + ..,. + 2pibj,fid}) 

+ i>8C8Ca<i8<'8 + ..-. + 2;)8C,/"a<i8 

+ 

+ Psfifz, 

P«^«% = -Pi.««««^S<iE+2/>n«n*i.^E^9+2;>„a„c„(iEdj4-.... + 2i)„a^/,dE 

+ P«*,.^«^9<'9 + 2/>„^c^d9d8 + .... + 2p„6,/-^d9 

- + /'n«««n^8<i8 + .... + 2i>„c„/-,d8 

+ 

+ Pnfnfn» 

[pvv] = [paa]didi + 2[pab]dT^di) + 2[pac]d]cdi -j. . . . . -|-2[p a/jdjc 

+ [/)66]dvd9 + 2[pbe]dr^d^ J\^,, , ,J^2\pbf]d^ 

+ fi).cc]darf8+.... + 2[/>c/-]d8 

+ 

+ [Pff]' 
Diese Quadratsumme wird zu einem Minimum für die Werte von d%,dy ,d^ , ..., 

die wir erhalten, wenn wir ihre partiellen Differenzialquotienten nach dj.dp^dj, 

bilden, diese Differenzialquotienten gleich Null setzen und die sich damit ergebenden 

Gleichungen nach d^c, di^ , d^ , auflösen. 

Die partiellen Differenzialquotienten nach djc, di^ , d^, .... sind: 

^a79~=^[^^*J^^ + ^f^**1^9 + 2[i>ftc]d8 + .... + 2[p6/-], 

Setzen wir diese Differenzialquotienten gleich Null und dividiren durch 2, so 
erhalten wir: 

[paa]d^ + [pab]d^ + [pae]di + ,,,. + [paf\ = 0, 
[pab]di^ + [pbb]dr)+[pbc]di + ,,,, + [pbn^O, 
[pae]di + [pbc]dr) + [pcc]di + ,,.. + [pcf]:=^0, 



(U8) 
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Diese Gleichungen, durch deren Auflösung d^, dj^ , d^ , .... erhalten werden, 
bezeichnen wir als Endgleichungea Ihre Anzahl ist immer gleich der Anzahl g' 

der Gröfsen di, di^, d^, , und es ergeben sich daraus immer bestimmte Werte 

der Gröfsen rfj, ^9, dg, , wenn die vorliegenden Beobachtungsergebnisse über- 
haupt zur Bestimmung der gesuchten Gröfsen genügen. 

3. Die Berechnung der Zahlenwerte der Faktoren der Endgleichungen [paa], 
[pab],lpae],..,.,[paf];[phb],[pbc],,,..[pbf];[pee],..,.[pef];.,.. 
erfolgt meistens am zweckmäfsigsten und genügend genau mit Crelle'schen Rechen- 
tafeln, mit logarithmischen Rechenschiebern oder Quadrattafeln. Nur in auiser- 
ge wohnlichen Fällen kann es geboten sein, ihre Berechnung mit Logarithmen oder 
der Thomas*schen Rechenmaschine mit gröfserer Genauigkeit auszuführen. Ob 
die Berechnung genügend genau ist, ist zu erkennen durch eine später (im § 29, 
Nr. 11) zu besprechende Probe dafür, dafs [pw] direkt aus den Abweichungen 
f\yf%yfzi -•" fn ^^^ ^^^ den wahrscheinlichsten Werten 1? 1 , v , , r j , .... v^ der 
Beobachtungsfehler genügend übereinstimmend erhalten wird. 

3. In den Endgleichungen kommen die Faktoren [po-b],[pac], \pbc], 

doppelt vor. Um in gröfseren Rechnungen diese doppelte Anführung der bezeich- 
neten Faktoren zu ersparen, kann die folgende schematische Schreibweise der 
Elndgleichungen angewendet werden: 



(11») 



dt 


dn 


di 






[paa] 


[pab] 


[pae] 





<is4-[p«/] = o, 




[pbb\ 


\pbc\ 




d9 + [p6/J = 0^ 






[pee] 




di + [pcn=0, 










1 



Hieraus ergeben sich- die Endgleichungen in der Weise, dafs die stark dar- 
gestellten Linien verfolgt und zu den rechts von diesen Linien stehenden Faktoren 
die in derselben Zeile rechts der feinen Vertikallinie stehenden Gröfsen dT;,dt) ,di,,., 
zu den oberhalb der starken Linien stehenden Faktoren die in derselben Spalte auf 
der feinen Horizontallinie stehenden Gröfsen dj, dt), d^, .... genommen werden. 
Beispiel 1: Die gegebenen Gewichte p^ und die im § 25 erhaltenen Faktoren 
a^, 6^, /*„ der umgeformten Fehlergleichungen sind: 

;j,==5,43, ai = — 0,677, 6i = + 0,736, 

jD2 = 6,92, ' a, = — 0,907, 6a = --0.420, 

i), = 5,15, ag = + 0,105, 63 = — 0,996, 

/)4 = 6,92, I a4 = 4-0,994, 64 = + 0,112, 



I 
/>5 = 2,59, ! «5 = 4-0,186, 



65 = + 0,983, 



A= 0,00, 
/2= 0,00, 
/, = + 0,30, 
A = -0.35, 
/, = -0,44. 



Hiermit erhalten 


wir die Faktoren der Endgl 


eichungen 


wie 


folgt: 








Vp~- 


«l/p. 


b}/p: 


/i/?>; 


paa. 


pab. 


paf. 


pbb. 


phf. 


-P, 


2,33 


- 1,58 !+ 1,71 


0,00 


2,50 


j_ 


2,70 


1 
0,00 


2,92 


0,00 


P. 


2.63 


— 2,39 i— , 1,10 


0,00 


5,71 


+ 


2,63 




0,00 


1,21 


1 0,00 


P» 


2,27 


+ ' 0,24 




2,26 


4- 0,68 


0,06 




0,54 


+ 


0,16 


5,11 


— 


1.54 


P* 


2,63 


+ 1 2,61 


+ 


0,29 


- 1 0,92 


6,81 


1+ 


0,76 


— 


2,40 


0,08 


— 


0,27 


P. 


1,61 


+ 1 0.30 i + ' 1,58 


- 0,71 


0,09 


1+ 


0,47 


— 


0,21 


2,50 


— 


1,12 


1 1 

1 1 


15,17 


!+ 


0,62 


— 


2,45 


11,82 


— 


2,93 



Die Endgleichungen sind demnach: 



(118) 



I +15,17dE+ 0,62^9 — 2,45 = 0, 
14. 0,62 d £4-11,82^9 — 2,93 = 0, 
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oder nach Schema (11 


Vemi 

»): 

dt 
+ 15,17' 


littelnde Beobachtungen. 


tu») ' 


+ 0,62 , <i5-2.45 = 0, 






+ 11,82 j dp — 2,93 = 0. 



II.T. IV. A. 



§ 21. Auflösung der Endgleichungen und Berechnung der wahr- 
scheinlichsten Werte der zu bestimmenden Gröfsen. 

1. Die Auflösung der Endgleichungen erfolgt zweckmäfsig in allen Fällen 
nach einem einheitlichen fest geregelten Verfahren. Behufs Entwickelung dieses 
Verfahrens ftLhren wir folgende Bezeichnungen ein: 



(120*) 



(120^) 

.♦) 

Mit Einführung der Bezeichnungen (120*) wird zuerst aus den Endgleichungen 
(118), die wir fortlaufend mit (1*), (2*), (3*), .... numeriren: 
(1*): a,ci£ + l),<i9 + ci<ia + ....fi = 0, 
(2*): 6idE + 6,d94-c,d8 + ....f. = 0, 
(3*): c,dj+c,d9 + CBcia + ....f« = 0, 



0, = [poo], 


bt = \pbb], 


Ci = [pae], 
C,= [/)6c], 
Ca= [pce], 


.... 


u=ipan, . 
u=[pcn, 


tti Ol 1 


5.=f.-^f., 




1 
1 






s-=^'-^f'-iis 



(la) 



Wir verfahren nun wie folgt: 

1. Wir eliminiren die erste Unbekannte dt aus den Gleichungen (1*) und (2*) , 

indem wir Gleichung (1*) mit multipliziren und dann zu Gleichtmg (2*) addiren, 

Ol 

womit wir nach (ISO^) erhalten: 

(2'): i^dt+ 6.d9 + 



c,rfj + ....+ f, 



= 0, 



-^(l*):-6.ds-J'B.d9--*-'c.da-....-Jj-f.=0, 

(11)1 »,d9+ 6«<'8 + .... + S. =0. 

2. Sodann eliminiren wir die zweite Unbekannte, indem wir zuerst zu 

Gleichung (3*) die mit — — multiplizirte Gleichung (1*) hinzufügen, womit dj 
herausfällt und der Faktor von dt) gleich c , — * 6 , = © j wird, und indem wir dann 

öl 

noch die mit — «- multiplizirte Gleichung (11) hinluftigen, womit auch dt) heraus- 
fällt, so dafs wir nach (120^) erhalten: 



*) Aus den hier eingeflihrten einfachen Bezeichnungen ergeben sich die üblichen Gau fs- 
sehen Bezeichnungen folgendermafsen : 

Den Buchstaben unserer Bezeichnung wird als zweiter Buchstabe derjenige vorgesetzt, 
welcher in der Reihenfolge des Alphabets die Stelle einnimmt, die durch den Index unserer Bezeich* 
nung angezeigt wird ; wo in unseren Bezeichnungen grofse Buchstaben stehen, wird noch eine 
Zahl beigesetzt, die um Eins kleiner ist als der Index, sodann werden die Summenklammem 

hinzugeftlgt. Demnach ist z. B. : ö,-=[aa], bi = fa6], , f, = [fl/]; bj = [66], , 

N-[Vl;»t = l66.l],(5,-[6c.l],....,g,-^[6/.l];6, = [cc.2] 58 = [c/. 2],.... 
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1<B 



8*): Cids+ c,<itj+ c,d,4-....-f-f, =0, 



-k'^- 



- C,ci9-|^(5,da~.... 



» 



(HI): (£,d, + ....4_g, =0. 

3. In dieser Weise fahren wir fort, indem wir zu den Gleichungen (4*) , 
(5*) , . . . . solche aus den Gleichungen (1*) , (U) , (DI) , (IV) , . . . . folgende Gleichungen 
hinzufügen, die bei Aufsummirung aller Gleichungen die Faktoren der Unbekannten 

<*£» ^Vf ^'S» nacheinander zu Null machen, womit wir schlieislich eine Gleichung 

erhalten, die nur noch eine Unbekannte enthält. 

4. Zur Gewinnung eines bessern Ueberblicks stellen wir das bisher entwickelte 
hier zusammen: 



(!•): 


|oi<'S 


+ h^d^ 


+ c.d» + .. 


..+ f. =0, 


(2*): 

-1: ^'*y- 




-Ai6,d9 -Aicid,-.. 
0, a, 


..+ f. =0. 

..-|f,,=., 


(11): 


9, dt) + C,dj + .. 


..+5, =0, 


(3*): 

-1: <^r. 


Ol 

- C.d9 


--J-c,di-.. 

-1:«."- 


..+ f. =0, 


m-- 


6.<J8 + .. 


..+S. =0, 



'~r 



d«) 



Die Gleichungen (1*) , (E) , (III) , .... : 



bezeichnen wir als reduzirte Endgleichungen. 

5. Aus den reduzirten Endgleichungen ergeben sich die Unbekannten di, dy , 
di, .... nach: 



a») 



6. Die praktische Durchführung der Auflösung nach den entwickelten Formeln 
erfolgt zweckmäfsig in einem für alle Fälle in gleicher Anordnung brauchbaren 
Rechenschema. Ein solches Rechenschema ergiebt sich ohne weiteres, indem wir 
die einzelnen in Nr. 4 untereinander stehenden Teile nebeneinander stellen, das 
links von den eingetragenen Vertikallinien stehende, für die Erlangung der Rech- 
nungsergebnisse unnötige weglassen und die Berechnung der Unbekannten nach 
den Formeln (123) in vertikaler Anordnung hinzufügen. Wir erhalten damit: ^ 







<Jj = .. 


> 




d^^. 


-l\"- 




dt = - 


-l^d,- 

Ol 


-'.:'>■■ 


f. 

0, • 
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Vermittelnde Beobachtungen. 



n.T. IV. A. 



(m) 



1 
[paa] [pab] [pae] 


....' [p«rl 


[pbb] 1 

1 


tti 




b. 




c, 1 




f, 




i. 









_6' 

Ol 




Ci 
Ol 






_fl 

Ol 
= dt 










Beispiel 1 : Die Auflösung der im § 26 erhaltenen Endgleichungen gestaltet 
sich nach Nr. 4 wie folgt: 

jV): a,d£+ bx(Z9+ f^ = + 15,17d£+ 0,62^9-2,45 = 0, 

(2*): h,di+ h^dy+ U =+ 0,62dE + 11,82^9 -2,93 = 0, 

-h(V) = — 0,041{V): — f>^di-^-'h,dt) — ^'U = - 0,62dE- 0,03^9 + 0,10 = 0, 

u 1 dj 1 

(II): «2<i9+ S« = +11,79^9-2,83 = 0. 

Demnach sind die reduzirten Endgleichungen: 
n29^ l a,dE + 5id9+ fi = + 15,17dE+ 0,62^9-2,45 = 0, 

^^^"^^ l »«d9 + 5a= +11,79^9 — 2,88 = 0. 

Hieraus ergeben sich die^ Unbekannten dj: und di) wie folgt: 



(128) 



d9 = -|^ = + 0,240, 
di = —^'-di) — -^' = — 0,010 + 0,161 = + 0,151. 





Nach dem Schema (124) ist die Auflösung: 












Üi 


+ 


15,17 


6i 


+ 


0,62 


fi 


- 2,45 


b> 


+ 11.82 
- 0,03 


f. 


+ 


2,93 
0,10 












0,041 


Ol ' 


+ 0,161 
- j 0,010 


+ 


11,79 


+ 


2,83 
0.240 


+ 0,151 


dt) 


_ 5. 



• 2. Aus den durch Auflösung der Endgleichungen gewonnenen Werten von 

dl, dt), dj, .... und den Näherungswerten j, 9, a, erhalten wir nunmehr die 

wahrscheinlichsten Werte der zu bestimmenden Gröfsen nach: 



(111) 



y = 9 + d9, 



Beispiel 1: In unserem Beispiele erhalten wir die wahrscheinlichsten Werte 
der zu bestimmenden Koordinaten x y des Punktes P zu : 
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§ 27. AuflOs. d. Endgleichungen u. Berechn. d. wahrsch. Werte d. zu best. Gröfsen 



lpbe\ 









[Pbf] 



[pee] 



f. 

Öl 



i Ci 



e. 



= 6, 



s> 



I 



[P^/] 



öl 



5« 



= da 



105 



(111) 



I j = j4-d5=r 6323,76 + 0,15 = 6328.91, 
\ y = 9 + d9 = 2306,00 + 0,24 = 2306,24. 



3. Um die Entwickelung des Rechenschemas für die Auflösung der End- 
gleichungen für eine gröfsere Zahl von Unbekannten weiter zu erläutern, fUhren 
wir noch die Auflösung von 5 Endgleichungen mit 5 Unbekannten: 

(!•): a,dj + 6|d9 + cids + b,dt)-f cidn) + fi=0, 

(2'): bid]c + b,(£9+c,da + b,d» + e,dn) + f, = 0, 

(3'): c,dE+Cj(£9+c,d8 + bsdT) + Csdn) + f, = 0, 

(4'): bidj + b8d9 + b8d8 + b4d» + e4dn) + f4 = 0, 

(5'): Ci(i54-e,d9+C8da + «*^» + «öd» + f5 = 

nach den unter Nr. 1 entwickelten Regein durch und fQgen das sich danach ergebende 
Rechenschema mit Weglassung der Spalten für die Eintragung der Zahlen bei: 

a) Auflösung der Endgleichungen mit 5 Unbekannten. 
{V): ttidg + h,dr) + Cids + \>,dv+ Cidw+ f,=0, 






(2') 



-bidj 



(II) 



+ bidi) -\- Cjdj -f- b2d»+ 62^»+ f« = 0, 



-l^,.ä. 



> c.da -^-lb,dp--Jie,dn)-A_^ f, = 0, 
tti tti tti tti 



öjdp -f Sads + a)«rf0+ ®sdn)+ 58 = 0. 



Cidj 4- CjCfp 



(III) 



— c,dj 



•1 



+ cjdj + b,du+ Csdn)+ f8 = 0, 

-V-^»^» _^i-b,di,-iie,dn)-'^ f,=0, 
dl öl öl öl 

JOj VS JOS JUS 



6, da + a),<io4- 



idn)+ 5, = 0. 



3). 



(4') 
(!•) 

(II) 
(III) 

(IV) 



■bidj — '-b.d? — -- c.da 

Ol Ol 

— 3),d9 —^--6. da 

»Ja 
- S.dj 



+ b4do+ ttdxo-^- f* — 0, 



-^b,d»- 

«2 



2)4^»+ @4dro+ g« = 0. 
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Vermittelnde Beobachtungen. 



n.T. IV; A. 



(5*): 


ei<iE 


+ ttdi) + ttdi + ttdv 


+ t,dn+ f. = 0, 




— e,dE 


-1^-6.^9 -^c,<£» -^b,(Jt) 

Ol Ol 0, 




-lim: 




- 9, dt -ptt,i9 


-Ii«"'"-|^*5.=0. 


-I^(IV): 




— e«<io 


-|-:«.<i»-|-;s.=o. 


(V): 






«.«*»+ S.=o. 



b) Rechenschema für die Auflösung der 



[paa] [pab] 


1 
[pac]\[pad] 


1 
[pae], [pa/] 


[p66] 


[pbc] Ipbd] [pbe] 


tpi/-] 


a, 1 b, 


Cl 


1 
bi 1 Cl 1 fi 


6> 


c, bt €, f, 




__bi. 

Ol 


tti tti 

1 


_ei 
ai 


Ol 

tti 
Ol ' 


-ot'töt^' 


— — Ol— — e, — „Il 
Ol 1 Ol a, 


1 


=», 


= 6. 


= a>. 


= (B, 


= S. 












©. 
», 


5D. 


8i 


5. 

-1:'- 


1 




= dj 


1 

i 1 




= <i9 

1 



§ 28. Berechnung der wahrscheinlichsten Werte der .Beob- 
achtungsfehler sowie der mittleren Fehler der Gewichtseinheit 
und der Beobachtungsergebnisse.*) 

1. Die wahrscheinlichsten Werte der Beobachtungsfehler r i , v^, v^, t '„ 

erhalten wir nach den Fehlergleichungen 
-^1 = ^1 (^, y, «,.. . . .), 
Lt = F^ {X, y,M, . , . .). 
Ls = F» (^, y, «, . . . .); 



(109) 



(HO) 



^n = ^n ('i y »**••• •), 



-Li — ^1 , 






i«--«», 



indem wir zuerst mit den nach den Formeln (111) erlangten wahrscheinlichsten 

Werten i , y , « , der zu bestimmenden Gröfsen die wahrscheinlichsten Werte 

Li, L,, Li, L^ der beobachteten Gröfsen nach den Formeln (109) berechnen 

und dann nach den Formeln (HO) die Unterschiede zwischen diesen Werten und 
den Beobachtungsergebnissen A.i , Xi, X^, X^ bilden. 



•) Die mittleren Fehler und Gewichte der wahrscheinlichsten Werte der zu bestimmen- 
den Gröfsen und der Funktionen von solchen werden im VII. Abschnitt behandelt. 
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Aus (V) 
aus (IV) 
aus (in) 
aus (U) 
aus (1*) 









54 



At- ^»rf« ®»rf-. 5» 



B. 



(ij = — — ' dn 'dl -'-«I» '-«J» — 

Ol ' 0, ° 0, Ol a 



f, 



Endgleichungen mit 5 Unbekannten. 



[pee] ; [ped] [pee] 



[pof] 



[pdd] 



[pde] [pdf] 



[P««J 



[P'f] 



— _D, 
Ol 



-fc^'i-l:^' 



Ct 



■.';•■ 



öl 



.^f. 



»," 



= «1 



=». 



5B. 



r» 

6. 






i>4 

Ol 









-*'f 
-g-5» 



= ». 



C« 



= 54 



es 

Ol 



Öl 

-3j;54 



■»4 



54 



I' 



»4 



^d» I 



= <i» 






:<iO 



dw- 



! ! i: ; ii . ! 

Beispiel 1: Unsere im § 23 gewonnenen Fehlergleichungen sind: 

5, = -|/(x-T,)MTy-yi)S I 



= 5. 



»5 

©5 



<10») 



5. = l/("^-x7)» + (7=-y7)* 

5. = i/("^^x7)M-(y-77)' 

5, = -|/(x^~r,y«+(y-y7P' 



I 



(110) 






Hiernach erhalten wir zuerst mit den im § 27 erlangten wahrscheinlichsten 
Werten z = 6 823,91, y = 2 306,24 der Koordinaten des Punktes P die wahrschein- 
lichsten Werte 5i , Äj, Äj, Ä^, S5 der Streckenlängen: (Siehe Seite 108.) 

Mit diesen wahrscheinlichsten Werten der Streckenlängen ergeben sich die 
wahrscheinlichsten Werte der Beobachtungsfehler zu: 

i = S, — «1 = 331.67 — 331,60 == + 0,07, 

, = Äf, — a , = 271,76 — 272,00 -: — 0,24, 

(110) { r , = Ä, - « , = 247,18 - 247,10 -- + 0,08 , 

v^ = S^ — 8^ = 269,32 — 269,50 --- — 0,18 , 

^ i> a = ^ a — a a =^ 416,52 — 416,70 = — 0,18 , 

6,45- 6,90-: — 0,45. 
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Vermittelnde Beobachtungen. 



ILT. IV. A, 





X , 

A x = x — x^. 


y«- 


Ax Ax, 

Ay Ay, 

S* = AxAx-\-AyAy. 


S. 


p, 
P5 


6 323,91 

6 548,30 

224,39 


2 306,24 

2 061.99 

244,25 


5 03 50 

5 96 58 

1100 08 


331,67 


6 323.91 

6 570,58 

246,67 


2 306,24 

2 420,30 

114,06 


6 08 46 
1 30 10 

7 38 56 


271,76 


6 323.91 

6 297,72 

26,19 


2 306.24 

2 552,03 

245,79 


6 86 
6 0413 
610 99 


247,18 


6 323,91 

' 6 056,29 

267,62 


2 306,24 

2 276,00 

30,24 


7 16 21 

914 

7 25 35 


i 269,32 


6 323,91 
6 246,43 

77,48 


2 306,24 

1 896,99 

409,25 


60 03 

16 74 85 

17 3488 


416,52 




1 







2. Femer erhalten wir die wahrscheinlichsten Werte der Beobachtungsfehler 
auch mit den durch Auflösung der Endgleichungen erhaltenen Werten von dg, dx), 
da , nach den umgeformten Fehlergleichungen: 

dli = a,dj4-6id9 + Cida + ...., 

dl2 = a,dj-f62d9-|-cada + , 



(116) 



am 



Vr=f^ + dU, 



der Näherungswerte der 



indem wir zuerst mit den Aenderungen rfg, dn) , dj, .. 
zu bestimmenden Gröfsen nach den Formeln (110) die ihnen entsprechenden Aen- 
derungen dli, dla, dl 2, dl„ der Näherungswerte der beobachteten Gröfsen 

berechnen und diese zu den nach den Formeln (115) erhaltenen Abweichungen 
zwischen den Näherungswerten der beobachteten Gröfeen und den Beobachtungs- 
ergebnissen addiren. 

Beispiel 1: Unsere im § 12 gewonnenen umgeformten Fehlergleichungen sind: 



(116) 



dSi=--0,677dE + 0,736d9, 
d g , = — 0,907 dl — 0,420 d 9 , 
d3 8 = + 0,105 dg — 0,996 d9, 
dä, = 4-0,994dE + 0,112d9, 
dgs = + 0,186 d£ + 0,983 d9, 
— 0,299 +0,415 



I 

I (117) 



ri= 0,004-d«i, 
rj= 0,00 + d«,, 
t'3== + 0,30 + d8,, 
Vi = -~ 0,35 + d 8 4 , 
r5 = — 0j44-f dSg. 
— 0,49 



Hiemach erhalten wir mit den durch die Auflösung der Endgleichungen 
gewonnenen Aenderungen d£=:-[-0,l5, dp = -|-0,24 der genäherten Koordinaten 
die ihnen entsprechenden Aenderungen dg,, dSa, dSs, d^^, dös der genäherten 
Streckenlängen und damit die wahrscheinlichsten Werte r 1 , *' s , ^t, *' 4 , « s der 
Beobachtungsfehler : 
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adi + bdy = 


du. 


- 0,102 


+ '0,177 + 


0,075 


— 


0,136 


- ' 0,101 


— 


0,237 


+ 


0,016 


— 


0,239 


— 


0,223 


+ 


0.149 


+ 


0,027 


1 + 


0,176 


1+ 0,028 


+ 0,236 1 + 


0,264 


— 


0,045 


+ 


0,100 


+ 


0,055 





/ + 


dg = 


V , 




0,000 


+ 


0,075 


+ 


0,075 




0,000, 


— 


0,237 


— 


0,237 


+ 


j 0,300 


— 


0,223 


+ 


0,077 


— 


0,350 


+ 


0,176 


— 


0,174 


— 


0,440' + 


0,264 


— 


0.176 


— 


0,490 


+ 


0,055 


— 


. 0,435 



Die richtige Bildung der Zahlenwerte ist durch die Summenprobe gesichert. 
Die unter No. 1 fCLrvi,Vi,v^,v4^v^ erhaltenen Werte stimmen mit den hier 
erhaltenen bis auf die durch die unvermeidlichen Rechnungsungenauigkeiten bedingten 
Abweichungen in der letzten Dezimalstelle überein. 

3. Mit den nach den Formein (109) und (110) oder (116) und (117) erhaltenen 
Werten r j , v^, v^ .... v^ und den Gewichten PifP2,Pz Pn <icr Beobachtungs- 
ergebnisse erhalten wir femer die Quadratsumme [pw] der auf die Gewichtseinheit 
zurQckgeföhrten wahrscheinlichsten Werte der Beobachtungsfehler und damit den 
mittleren Fehler m der Gewichtseinheit nach der Grundformel (47): 



(125) 



'=±f:-S 



worin n die Anzahl der vorliegenden Beobachtungsergebnisse, q die Anzahl der zu 
bestimmenden Gröfeen, n — g also die Anzahl der überschüssigen Bestimmungen 
bezeichnen. 

Endlich ergeben sich die mittleren Fehler wii, m,, m,, .... m,^ der Beob- 
achtungsergebnisse Äi, Äi, J.2, .... ^n ^^^^ Formel (85) zu: 



O««) 



.,= ±m|/J-, fnf=±myy, r^z=±m']/^-^,,.,.m^=±m']/-^^^^ 



Beispiel 1: Die Quadratsumme [pw] der auf die Gewichtseinheit zurOck- 
geftlhrten wahrscheinlichsten Werte der Beobachtungsfehler ergiebt sich wie folgt: 

Hiermit wird der mittlere Fehler m der 
Gewichtseinheit oder einer unter mittleren 
Verhältnissen gemessenen Strecke von 822™ 
Länge:') 

woraus sich der mittlere Fehler mioo einer 
unter mittleren Verhältnissen gemessenen 
Strecke von 100 » Länge, deren Gewicht 
p 100 = 14,8 ist/) ergiebt zu: 



<185)«.=±]/Sf:l^=±]/j-^ 





Vp- 


' • ;| * Vp • 

il 


pw . 


p, 


2,33 


+ 1 0,075 


+ ; 0,175 


0,031 


I\ 


2,63 


- 0,237 


— 


0,623 


0,388 


p. 


2,27 


+ 1 0.077 1 


+ 


0,175 


0,031 


\p* 


2,63 


- 0,1741 


— 


0,458 


0,210 


p> 


1,61 




0,1761 


— 


0,283 


0,080 


\[pvv] 

1 


0,740 



my 



tnioo= ± »«y^^ ± ^'^^yi4,8^ =^ ^'^^"'' 



während sich die mittleren Fehler m^, m,, m,, m^, m^ der Streckenlängen 
*it 's> ^8^ '«; '6 ergeben zu : 

. 0,50 



(136) m, 



±g5=±0,21m, 



±11=^^'^^°^' 



2,27' 



± 0,22 m , 



..= ±^'f^=± 0,19m, 



2,63" 



«»6= ± 



0^50 
1,61 '' 



± 0,31 m . 



•) Vergl. § 22, Seite 
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§ 29. Rechenproben. 

1. Zur Vermeidung von Rechenfehlern, die bei der praktischen Durchführung 
der Rechnungen nach den in den §§ 23 bis 28 entwickelten Formeln leicht unter- 
laufen, ist es notwendig, die Richtigkeit der Rechnungen Schritt für Schritt durch 
Ziehung von Rechenproben sicherzustellen so weit dies ohne einen unverhältnis- 
mäfsig grofsen Arbeitsaufwand thunlich ist. Die Teile der Rechnungen, wofür keine 
genügend einfachen Proben zu beschaffen sind, müssen doppelt gerechnet werden. 

Im folgenden werden die Rechenproben in der Reihenfolge besprochen, in 
der sie zur Anwendung kommen. 

2, Für die Näherungswerte g , 9 , a , .... der zu bestimmenden Gröfeen ist 
eine Probe nur insofern erforderlich, als festgestellt wird, dafs die ihnen nach den 
Formeln (111) beizufügenden Werte dg, dr), d^, .... verhältnismäfsig kleine Gröfsen 
sein werden. Das wird in der Regel der Fall sein, wenn die sich nach den 
Formeln (115) ergebenden Abweichungen /i , /"« , /s , . . • . /„ zwischen den genäherten 
Werten 1 1 , W, I s , I„ der beobachteten Gröfsen und den Beobachtungsergeb- 
nissen Äi, X^, Xt, .... X^ verhältnismäfsig kleine Gröfsen sind, oder wenn diese 
Abweichungen etwa nicht über den 3 fachen Betrag des für die Beobachtungsergeb- 
nisse höchstens zulässigen Fehlers hinausgehen. 

Kommen erheblich gröfsere Abweichungen vor, so kann dies herrühren erstens 
von gröberen Unrichtigkeiten in der Ermittelung der Näherungswerte E , 9 ,§,.... , 
zweitens von groben Fehlern in den bei Ermittelung der Näherungswerte benutzten 
Beobachtungsergebnissen, drittens von groben Fehlem in den übrigen Beobachtungs- 
ergebnissen oder viertens von Rechenfehlem, die bei Berechnung der Abweichungen 

/i > A , /s , • . . . /n I oder der hierbei zu benutzenden Nähemngswerte 1 1 , l « , I s » 1« 

der beobachteten Gröfsen untergelaufen sind. Welcher dieser vier Fälle vorliegt, 
läfst sich in der Regel nach den Zahlenwerten der Abweichungen /i , /« , /s , ..-•/„ 
feststellen. Denn die gröfseren Zahlenwerte der Abweichungen treten auf im ersten 
Falle sowohl bei den zur Ermittelung der Nähemngswerte 5,9,3,.... benutzten 
Beobachtungsergebnissen als auch bei den übrigen Beobachtungsergebnissen, im 
zweiten Falle nur bei den letzteren, im dritten Falle nur bei demjenigen nicht bei 

Ermittelung der Näherungswerte £, 9, 3, benutzten Beobachtungsergebnis, 

welches mit dem groben Fehler behaftet ist, und im vierten Falle nur bei demjenigen 
Beobachtungsergebnis, wofür die Abweichung / oder der Nähemngswert I unrichtig 
berechnet ist. 

Beispiel 1 : In unserem Beispiele haben wir im § 25 nach den Formeln (115) 
die Abweichungen zwischen den Nähemngswerten der beobachteten Gröfsen und 
den Beobachtungsergebnissen gefunden zu fi = 0,0O, f 2 = 0,00, /, = 4-0,30, 
A = — 0,35 , /g = — 0,44 . Die für die Beobachtungsergebnisse höchstens zulässigen 
Fehler betragen etwa 0,4 m bis 0,6 m , es geht also keine der Abweichungen / Ober 
den 3 fachen Betrag der höchstens zulässigen Fehler hinaus, woraus wir entnehmen, 
dafs die Nähemngswerte 5 9 der Koordmaten genügend sind und dafs weder in 
den Messungcfn noch in den Rechnungen ein gröberer Fehler steckt. 

Wäre ein Fehler gemacht worden 

1. bei Ermittelung der Nähemngswerte 5 9 der Koordinaten, so dafs beispiels- 
weise unrichtig £ = 6 313,76 statt 6 323,76 erhalten wäre, oder 

2. bei Messung der zur Berechnung von g 9 benutzten Streckenlängen, so 
dafs beispielsweise unrichtig « 1 = 821,6 statt 331,6 erhalten wäre, oder 
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3. bei Messung der nicht zur Berechnung von tc j) benutzten Streckenlängen, 
so dafs beispielsweise unrichtig », = 267,10 statt 247,10 erhalten wäre, oder 

4. bei Berechnung der Näherungswerte 8,, S,, ds der Streckenlängen, 

so dafe beispielsweise unrichtig < i = 338,49 statt 331,60 erhalten wäre, 

so würden sich die folgenden Zahlenwerte für die Abweichungen /i , /t , . . . . /s 
zwischen den Näherungswerten di, ds, .... ds, und den Messungsergebnissen 
«1, 8s, .... «5 ergeben haben : 





im 1. Falle 


im 2. Falle 


im 3. Falle 


im 4. Falle 


2i;;i;;z 


+ 6,85 
+ 9,11 

- 0,56 
- 10,41 

- 2,21 


+ 0,02 
+ 0,03 
+ 10,15 
+ 3,29 
— 8,79 


0,00 

0,00 

— 19,70 

- 0,35 

- 0,44 


+ 6.85 
0,00 
+ 0,30 
^0,35 
-0,44 



Aus diesen Zahlenwerten hätte dann in jedem Falle, wie leicht zu erkennen 
ist, auf die Quelle der zu grofsen Abweichungen geschlossen werden können. 

S. Für die Richtigkeit der nach den Formeln (112) zu berechnenden Näherungs- 
werte Ii, Is, iz, .... I„ der beobachteten Gröfsen wird nach Berechnung der 
wahrscheinlichsten Werte x , y , « , .... der zu bestimmenden Gröfsen eine durch- 
greifende Probe gewonnen, indem die wahrscheinlichsten Werte Li, L^, L^^ ..,,L^ 
der beobachteten Grölsen einmal nach den Formeln (109) und zum zweitenmal nach 
den Formeln (118) berechnet werden. Diese Probe kann aber erst am Schlüsse 
der Rechnung gezogen werden, so dafe ein Fehler in der Berechnung der Näherungs- 
werte Ii, I2, Iz, .... I„ durch diese Probe erst entdeckt wird, nachdem durch 
den Fehler ein grofser Teil der folgenden Rechnungen unrichtig geworden ist. Es 
empfiehlt sich daher, namentlich bei umfangreicheren und schwierigeren Rechnungen 
eine Probe einzufilhren, die die richtige Berechnung der Näherungswerte 1 1 , I a , 1 1 , 

l„ sogleich sicherstellt. Wie diese Probe zu gewinnen ist, mufs in jedem einzelnen 

Falle besonders festgestellt werden. 

Beispiel 1: In unserem Beispiele ist keine Probe flttr die Richtigkeit der 
Näherungswerte 81, 02,08, 84,80 eingeführt, weil keine durchgreifende einf ac h e 
Probe gewonnen werden konnte, und der Arbeitsaufwand fQr eine weitläufigere 
Probe bei der Einfachheit der ganzen folgenden Rechnung nicht in richtigem Ver- 
hältnis zu dem Nutzen gestanden hätte. 

Es kann jedoch eine durchgreifende Probe gewonnen werden, indem die 
Richtigkeit der Bildung der Koordinatenunterschiede E — x , 9 — y durch die Summen- 
probe sichergestellt wird, und indem die Näherungswerte 8 der Streckenlängen 
aufser nach der Formel : 8 = i/(e — i:)* + (9 — y)' noch einmal logarithmisch nach 
den Formeln: 

£-^ g = ?-^ 
9 — y ' CO» n 



tgn = 



, oder: 






g = ' 



€08X1 



berechnet werden, wobei die einen oder andern Formeln benutzt werden, je nach- 
dem 9 — y oder g — e den gröfsern Zahlenwert hat. 
Die Rechnung hiemach ist: 
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9. 




9 — y. 


logU-x). 
log(^-y). 


log tg n . 
log C08 n . 


W8. 


Pl 


6 323,76 
2 306,00 


6 548,30 
2 061,99 

6 570,58 
2 420,30 


-224,54 
+ 244,01 


2.35 130 
2.38 741 


9.96 389 
9.86 679 


2.52 062 
331,61 


p% 


6 323,76 
2 306,00 


1-246,82 

— 114,30 

+ 26,04 

— 246,03 


2.39 238 
2.05 805 

1.41 564 
2.39 099 


9.66 567 
9.95 781 


2.43 457 

272,00 


p. 


6 323,76 
2 306,00 


6 297,72 
2 552,03 

6 056,29 
2 276,00 


9.02 465 
9.99 758 


2.39 341 
247,41 


P4 


6 323,76 
2 306.00 


+ 267,47 
+ 30,00 

+ 77,ä3 
1 + 409,01 


2.42 727 
1.47 712 

1.88 835 
2.61 173 


9.04 985 
9.99 728 


2.42 999 
269,15 


P5 


6 323,76 
2 306,00 


6 246,43 
1 896,99 


9.27 662 
9.99 237 


2.61 936 
416,25 


148,80 


926,63 


i + 222,17 



4. Das unter Nr. 3 gesagte gilt auch für die Berechnung der Differenzial- 
quotienten nach den Formeln (114) , während die richtige Bildung der Abweichungen 

fiffiff», fn ^cr Näherungswerte 1 1 , It, l^, .... I „ der beobachteten Gröfeen 

von den Beobachtungsergebnissen Ai, X^, ^t, ^^ ^^^ ^^^ Formeln (115) 

durch Ziehung der Summenprobe [/] = [ 1 1 — [ -^ ] in einfachster Weise sichergestellt 
werden kann. 

Beispiel 1: Wir haben für die Differenzialquotienten ifh § 25 nach den 
Formeln (114) erhalten: 



8. 



9-y« 



9~yn 



>-y. 



, so dafs: 



. 9-yn 

= a 



ist, wonach wir die folgende Probe fiir die richtige Berechnung der Zahlenwerte 
der DifFerenaalquotienten gewinnen können: 

a, = ^2'-U, = -0,920 ( + 0,736) = -0,677, 

6. = !— !-'«. = + 0.462(-0,907) = -0,419, 

a 3 = -^-^^ 63 = — 0,106 ( — 0,996 ) = + 0,106 , 
^ _9-y4. 



9- 



'a4 = + 0,112( + 0,994) = + 0,lll, 
65 = + 0,189 ( + 0,983 ) = + 0,186 . 



Die Summenprobe [/] = f 3 ] — [ « ] ist bereits im § 25, Seite 98 gezogen worden. 
5. Bei Bildung der Produkte pab , pac , päd, ,,.,paf; pbc , pbd, , , , .p bf; 

ped, .... pcf; pdf wird zuerst eine einfache Probe für den richtigen Ansatz 

der Vorzeichen gewonnen, wenn beachtet wird, dafs bei Multiplikation von 
pab und pac das Produkt das Vorzeichen von pbc, 
p ab und päd „ „ „ „ „ phd, 



pab und p af 
ptd und ptf 



n P^f 
n pdf 
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erhalten würde, und danach durch Vergleichung der Vorzeichen von pab und pac, 

pah und päd, .,.. pab und paf, ped xxnd pef, mit den Vorzeichen von 

pbc, pbd, ..,, pbf, pdf, die Richtigkeit der Vorzeichen geprüft wird. 

6. Sodann wird eine Probe für die Richtigkeit der Produkte paa, pab, pac, 
,,,.paf;pbb,pbe, p bf; pce, .... pef; gewonnen, indem die Summen 

»i = — («1+^1+ «!+••.. /i), oder «iy!pi==— (aiy>;+6iyp;4-ciyi>i-f....Ai/i)i), 

«8 = — («* + *« + «« + .... A), »2yi>i = ~(a,T/i>ä + 6a-|/p8 + C8"|//)8 + ..../jl/iJa), 

»s = — («• + *» + «» + .•. -/s), »tl/ps^— (a8l//>« + ^8yPi + «8l/Pi + ..-.Al/Pt)> 



gebildet, und die Summen «i, 8,, «3, .... «^ oder «1 y^Ji , »sj/j^i, 'i^Ptf *nl/Pn 

durch die ganze Rechnung in gleicher Weise mitgeßlhrt werden wie die Gröfsen 
/i,A,/8, ..../«oder A^pi, Al/pt,/8yi'8, ..../„>/?,. Denn es mufs dann auf 
jeder Zeile 

paa-\-pab-\-pae-\-.,,,paf-\-pa8 = 0, 

pab -{-pbb -\-pbe-{- pbf -\-pb 8^=0 , 

pac -\-pbe -\-pcc -(-.... pc/-(-/>c« = 0. 



und ebenfalls nach Bildung der Spaltensummen 

[paa] + [pab] + \pac] + .,,.[paf]-\-\pa8] = 0, 
[pab]^[pbb] + [pbc]+,..,[pbf]+[pb8] = 0, 
[pac]+[pbc\+[pce]-\-,.,.[pef]+[pc8]=0, 

sein. 

Diese Summenprobe ist namentlich bei umfangreichen Rechnungen em- 
pfehlenswert. Sie kann auch bei Auflösung der Endgleichungen weiter durch- 
geführt werden.*) 

Beispiel 1: In unserem Beispiele gestaltet sich die Bildung von [paa], 
pah], [paf]; [phh],[phf] mit Anwendung der vorbezeichneten Probe wie folgt : 



aYi>. 6y^; I f-^p'. I «/p; 



— 1,58 ' + 1,71 
— 2.39 1 — 1,10 
+ 0,24 |— 2,26 
+ 2,61 1 + 0,29 

+ 0,30 ' + 1,58 



0,00 —0,13 

0,00+3,49 

+ 0,68, + 1,34 

— 0,92—1,98 

— 0,71,-1.17 



i — 0,82 1+0,22 1—0,95; + 1,55 15.17 | 0,62 x7,55 x86,67 



paa, I pab , \ paf . 1 pa8 , 



2,50 
5,71 
0,06 
6,81 
0,09 



X7,30 ! 0,00 ; 0,21 

2,63 1 0,00 i xl,66 

X,46 ' 0,16 I 0,32 

0,76 i X7,60 ; x4,83 

0.47 1 x,79 ! X.65 



pbh. 



2,92 
1,21 
5,11 

0,08 
2,50 



phf, ' p 6« . 



0,00 1 X.78 
0,00 I X6,16 

X8,46 i X6,97 
X,73 I X,43 

X8,88ix8,15 



11,82 , X7.07 i x0,49 



Die negativen Produkte sind des bequemeren Addirens wegen als dekadische 
Ergänzungen geschrieben. 

Die Proben ergeben sich dann in der Weise, dafs beispielsweise ist: 
p,a,a,+p,a,6,+|),a,A+p,a,«, = 5,71 + 2,63 + 0,00 + Xl,66 = 0,00, 
p,a,6,+p,5,5,+p,6,A+p,6,.,=2,63 + l,21 + 0,00 + x6,16 = 0,00, 
und am Schlüsse: 

[paa]+[pab] + \paf] + [pa8] = l6,n+ 0.62 + X7,55 + x86,67 = O.Ol , 
[pah] + [pbb] + {pbf]^[pb8]= 0,62 + 11,82 + X7,07+ X0,49 = 0,00. 

7. Femer kann auch eine Probe ftlr die richtige Bildung von [paa], [pab], 
[pae],....[paf];[phb],phc],,..,[phf]; [p cc] ,.... [pc/]; .... in folgender 
Weise gewonnen werden: 



*) Vergleiche Nr. 9 dieses Paragraphen. 
KoIL 2. Aufl. 
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Es werden die Summen a-j-ft, a-{-c, «+/; ^+c, ^+/; .-..c+Zl und 

(i + b + e + ,,,Joderayp-\-byp, a^p + ci/p, ....a^p+f-^p; b-^p + e-^p , ..., 

^"l/p -^-fiv ; « l/p -\-fi'P ) und «]//> + * Vp + c Vi? + f'^ und danach 

[/>««], [;,(a + 6)(a + &)],[;>(a + c){a + c)],....[|>(a+/) («+/)], 

fpift], [p(6 + c) (6 + 0], .... [P(&+/) (6+/)J, 

[pcc], ....[p(c+/) (c+/)], 



[p{a + 6 + c + ..../)(a+6 + c+. .../)] 
gebildet. 

Dann werden \^pah\, Ypat'l, ....[i>a/]; fjp6c], ....[p6/]; ....[i^r/]; 
berechnet nach: 

[;>«*]= 2 (f^^^ + ^'^^ + ^^J-^f-P^^^ + f^^^J))' 

[;)ac]=2 (IpC'^ + c) («H-c)]— l [!>««] + [pc«])), 
, 

[?«/] = J ([?("+/)(»+/)] -([p«»] + [p//])); 

, 

rp»/] = -2(tp(6+/")(*+/)i-([j'>*] + [p//])); 

I 



worauf sich die Probe ergiebt, dafs sein inufs : 

[pa6]4-[pael + ....[po/-] + rp6«] + ....tp6/] + ....[pe/] + ....= 2([i.(a + 6 

+ « + ..../) (o + i + c + ..../)]-([pao] + [p66] + [pe«] + ....[j,/-/])). 

Beispiel 1: Diese Berechnung von [i:>(»oJ, fp«*], [po/]; [p6*], [p6/J 
gestaltet sich ftlr unser Beispiel folgendermaßen: 



a^p, hfp. 


/y;>. 


«y>+*yi>. 


«i/p+zyp. 


ftl/p+/l/p. 


«T/p + ftyp+Zl/p. 


-1,581 + 1,71' 


0,00 


+ 0,13 


— 1,58 


+ 1,71 


+ 0,13 


— 2,39,-1,10' 


0,00 


- 3,49 


-2,39 


-1,10 


— 3,49 


+ 0,241-2,261+0,68 


— 2,02 


+ 0,92 


-1,58 


- 1,34 1 


+ 2,61 1 + 0,29, 


— 0,9-2 


+ 2,90 


+ 1,69 


-0,63 


+ 1.98 


+ 0,801 + 1,58 


-0,71 


+ 1,88 


— 0.41 


+ 0,87 


+ 1.17 j 


— 0,82 +0,22 


— 0,95 


- 0,60 


— 1,77 


— 0,73 


- 1,55 


paa, 1 phh , 


P//. 


p(a + 6)«. 


P(«+/)'. 


P(6+/)«. 


p(a + 6+/)«. 1 


2,50 1 2,92 


0,00 


0,02 


2,50 


2,92 


0,02 


5,71 , 1,21 


0,00 


12,18 


5,71 


1,21 


12.18 


0,06 1 5,11 


0,46 


4,08 


0,85 


2,50 


1,80 


6,81 1 0,08 1 


0.85 


8,41 


2,86 


0,40 


3,92 


0,09 ; 2,50 1 


0,50 1 


3,53 


0,17 


0,76 


1,37 


15,17 11,82 


1,81 


28,22 


12,09 


7,79 


19,29 


1 




— 15,17 


- 15,17 


- 11,82 


— 15,17 






- 11,82 


- 1,81 


- 1,81 


- 11,82 

- 1,81 


+ 1,23 ' 


— 4,89 


- 5,84 


— 9,51 


1 


1 


+ 0,62 ! 


- 2,44 1 


— 2,92 


— 4,76 
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Die Probe ist, dals sein soll: 

[P«*]4-[i'«n + [P»/J = + 0,62-2,44-2,92=J ([?(<. + *+/) (a + i+/-)] 

-{[paa] + [pbb] + [pff])) ==-i,76, 
was bis auf zwei Einheiten der letzten Stelle zutrifft. 

8- Fflr die richtige Auflösung der Endgleichungen erhalten wir zuerst eine 

Probe aus den Gleichungen (12S) , indem wir diese mit fi, ^g, %,, multi- 

pliziren, teilweise fbr3r>98,--->diein den Gleichungen (ISO*) gegebenen Aus- 
drücke einftkhren und alles addiren: 



f, 



6. 



(Li (X\ (Xi Cii (tj 






6. 



Ol >0j 



= fad9- 



»2^ 



\t7) 






-Udi+Udr) + Udl+. 



Wir bezeichnen diese beiden Werte, die einander gleich sind, mit 2, Ihre Zahlen- 
werte werden zweckmäfsig gleich bei Auflösung der Endgleichungen mit gebildet. 
Beispiel 1: In unserem Beispiele erhalten wir: 



-li'- 



» 



2 

2 = 



— 0,394 

— 0,679 



1,073 



Udt) 



— ■ 0,370 

I 

— ' 0,703 



i 1,073 



9. Die vorstehend behandelte Probe kommt erst zur Wirkung am Schlüsse 
der Auflösung, so dafs ein bei Beginn der Rechnung begangener Fehler die ganze 
folgende Rechnung unrichtig machen kann, bevor er entdeckt wird. Namenüich 
bei gröfseren Rechnungen empfiehlt es sich daher, die unter Nr. 6 behandelten 
Summen [paa], [pbs], [pes], .... durch die Auflösungsrechnung mitzufahren 

wie die Summen [paf], [p bf] , [pcf], und danach die Rechnung Schritt ftlr 

Schritt zu kontroliren. Führen wir die Bezeichnungen: 

^i = \pae], I 82 = [/>6»], | «. = [?««],...., 



>2 = 82-^3i. 



Si-, 



'2, 



Ol «»2 

ein, so erhalten wir bei der Auflösung der Endgleichungen nach dem vorbezeich- 
neten Verfahren:*) 



. 


Ol 


bl 


c. 


i f, 


«. 1 




-Bi 


^2 1 Ca 1 f« 1 «2 

'^1 fi ^» *. 1^1- bi 
"" « ~ b 1 — --- c 1 1 ' — ;r^ T 1 — ^ 8 1 

Ol Qi 1 Ol Qi 






»2 ' 62 1 1 82 i ©2 




Ci 
— Ci 


C2 1 c, 

— Jj _ Ci 
Ol Ol 


, f. 

l-^>' 

""« ö» 


Ol 








6. ! 5. 


e, 














1 


II 



•) Vergleiche § 27, Nr. 1, 4. 
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Dann mufs, wie leicht zu übersehen ist, die Summe aller auf einer Zeile 
stehenden Gröfeen immer gleich Null sein. 

Auch die in der Rechnung vorkommenden Quotienten , , 

Ol Ol 



Ol 



■»,'•■ 



5«. 



Ol 



Oi ■ 



.. kannen hierbei kontrolirt werden, indem 

._J.'-«-l = + l, 






©8 



= + 1, 
= + 1, 



sein mufs, da beispielsweise 

Öi+^i+Ci. 

«1 Ci' 
_bi_ C, 



— 1 



.+ fi + 8i = 0, also 
.-^--*=0,oder 

«1 öl 

.-^~-*»= + l ist. 
a, Ol 



Beispiel 1: Mit Einführung der Summenproben gestaltet sich die Auflösung 
der Endgleichungen in unserem Beispiele wie folgt : 



Ol 


+'l5,17 


bi 


+ 


0,62 


fi 


-, 2,45 


«1 


|-,13.33 


Ol 


+ 


11,82 




i 


2,93 


8, 

e. 


-9,51 

+ 0,55 










b. 

Ol 




0,041 




+'0,161 
— 0,010 


Ol 


1 
+ 0,877 


-' 0,03 


;+|o,io 






+lll,79 

1 


— 


2,83 


— 8.96 
+ 0,760 


i 
dt 


+ 0.151 




d9= 


+;0,240 

1 



Die Proben sind in der Reihenfolge, wie sie bei der Rechnung vorkommen 
- !b. — li _ 8i =_ 0,041 + 0,161 + 0,877 = + 0,997, 

Ol Ol Qi 

— bi — "^bi—^-'fi — !^Si = — 0,62 — 0,03 + 0,10 + 0,55= 0,00, 

Ol Ol Ol 



»2+ S« + ©2 =+ 11,79 - 2,8 
__ 5i _ ©» 
93i SBs 



= + 0,240 + 0,760 



8,96 = 0,00 , 
= + 1,000. 



10. Nachdem die wahrscheinlichsten Beobachtungsfehler Vi, vj, t',, c„, 

wie im § 28 gezeigt ist, zweimal unabhängig von einander nach den Fehler- 
gleichungen (109) und (110), sowie nach den umgeformten Fehlergleichungen 
(116) und (117) berechnet und verglichen sind, ergeben sich noch einige weitere 
Proben. Multipliziren wir die umgeformten Fehlergleichungen (116) und (117), 

nachdem sie zusammengefafst sind, mit PiOi,p,a,,|)s08, Pn^»» ^^^ addiren 

alles, so erhalten wir: 

p,ait'i=piai/i+p,aiaid5+|)iaj5jd9+|)iaiCida + ..., 
p , a j i' a = p , o , /g + p , a , a j d £ + p j a , 6 , d 9 + ;) , a a c , d j + . . . , 
;> , a 8 V 8 = jp , a j /a + p , a a a a d S + p 8 a « & 8 «i 9 + P 8 a t c 8 rf a + • • • ' 



[pav]= [paf] + [paa]dic -\- [pab]dr) -\- lpac]di + . 
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Die rechte Seite der Gleichung ist, wie eine Vergleichung mit der ersten 
Endgleichung (118) ergiebt, gleich Null und demnach ist also auch [pa«] = 0. 
Indem wir die umgeformten Fehlergleichungen (116) und (117) femer mit ;> i 6 j , 

Pi^%, Pz^i, Pn^nt ^*a™^ mit piCj, p,c,, p,c,, Pn^nf multipliziren 

und im übrigen in gleicher Weise verfahren, erhalten wir auch [pbv] = , [pcv] = 0, 
, so dafs also sein muis : 

[pav] = , 

\phv] = 0, 

[pev]=0, 



im) 



Beispiel 1 : In unserem Beispiele ergeben sich die Werte von [pav], [pbv] 
wie folgt: 





a^p. 


b\f~P~ 


«Vp- 


pav . pbv , 


Pl 


-',,58 


+ 'l,71 


+ 


0,175 




0,276 


+ 


0,299 


p. 


- ' 2.89 


- ] 1,10 


— 


0,628 


+ ' 1,489 1 


+ 


0,685 


A 


+ I0.24 


— 1 2,26 


+ 1 0,175 


+ '0,042: 


— 


0,396 


p* 


+ 12,61 


+ 10,29 


-10,458 


- ' 1,195 1 


— 


0,133 


P5 


+ |0,80 

i 


+ 1 1,58 

1 

1 


- 1 0,288 

i 


- 1 0,085 i'~i 0,447 II 


— 


0,025 


+ 


0,008 1 



Es ist also [pav] = — 0,025 , [pbv] = -\- 0,008 , während diese Summen gleich 
Null sein sollen. Die Abweichungen von Null rühren von den Abrundungen der 
letzten Stellen der Zahlenwerte her. 



11. Multipliziren wir die umgeformten Fehlergleichungen (110) und (117), 

nachdem sie zusammengefügt sind, zuerst mit PiVi , p^v^, p^v^, 
mit Pifi,Pifi,Pzf9, i>rt /« und addiren, so erhalten wir: 



Pn^nf sodann 



Pi^i^i=Pififi+Pi(iiVidi-^p^biV,dt)+piCiVid^~]-,,..piaifidi+pibifidi)-{-pieifidi + , 

Pn \ ^n =Pnfnfn+Pn «n ^« ^£ + Pn K K <^9 ■\-Pn <'n^n^h + - " ^ Pn ^nfn dl+Pn Kfn ^9 + Pn <'nfn ^J + » 
Iprr] = [pfn + [pav]di+[pbv]di^Jr[P<^^]diJr"" [P<^ndi + \pbf]dx^ + [pc/lda + . 
Nun ist nach den Formeln (128) [pav.] = [pbv] = [pcv\ = — = 0, so dafs 
wird: 

[pvv] = [pff]J^[pandi + [pbf]d^ + \pcf]di^,.,., 

oder wenn wir die einfacheren Bezeichnungen nach den Formeln (130*) einführen 

[pvv\ = lpff] + \,di-\-\^dri^Udi + .... 

und wenn wir 2 nach Nr. 8 Formel (127) für f i dj + f 2<29 + f 8<^8 + setzen: 

(129) [pvv] = [pff]^2. 



fi 



52 



Nach Formel (127) ist auch -T = - — f i — ä" 5 « - 



s» 



Nun sind ^-f,,|^S, ,1^33, 



Ol'' 502^' e," **■* 

. . sämtlich quadratische Gröfsen, weshalb 2 



immer negativ und demnach [pw] immer kleiner als [;>//] wird, wie es auch 
sein mufs, wenn [pw] ein Minimum sein soll. 
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In der Probe nach Formel (131^) ist die Probe nach Formel (128) mit ent- 
halten, denn die erstere stimmt nur dann, wenn letztere stimmt, wie nach obiger 
Entwickelung leicht zu erkennen ist. 

Die zweite Berechnung von [pw] nach Formel (ISl^) ist ganz besonders 
wichtig, weil dadurch namentlich auch alle Fehler oder zu groise Ungenauigkeiten 
in der Bildung der Faktoren und Absolutglieder der Endgleichungen erkennbar 
werden, denn die Quadratsumme [pvv\ wird einmal direkt aus den Werten 

t>i = X, — ^1, i?, = L, — ^g, i;, = I,,— -^8, v^ = L^-'A^ ohne Benutzung 

der Faktoren u. s. w. der Endgleichungen und dann nach Formel (1!^) mit Benutzung 
dieser Faktoren u. s. w. erhalten. 

Beispiel 1: Für die Probe nach Formel (it9) haben wir bereits im § 28, 
Nr. 8 und im §29, Nr. 8 die Zahlenwerte [pvv] = 0,140, -^= — 1,073 erhalten. 
Femer erhalten wir: 

[i'/'/']=/'iA/i+/>2AA+i>8/»/'3+P4AA+i>5A/5 = 0,000 + 0,000 + 0,462 
+ 0,846 + 0,504 = 1,811. 
Demnach wird: 

(129) [p V V ] = [pfn + 2= 1,812 - 1,073 = 0,739 . 

Der hier erhaltene Wert weicht von dem früher erhaltenen also um 1 Ein- 
heit der letzten Stelle ab, was auf die bei Durchführung der Rechnungen vorge- 
nommenen Abrundungen der letzten Stellen der Zahlenwerte zurückzuführen ist. 



§ 30. Bildung der reduzirten Endgleichungen aus reduzirten 

Felüergleichungen. 

1. In manchen Fällen kann die Bildung und Auflösung der Endgleichungen 
wesentiich vereinfacht werden, indem die reduzirten Endgleichungen direkt aus 
reduzirten Fehlergleichungen gebildet werden. Wie dies auszuführen ist, wollen 
wir an einigen besonderen, häufiger vorkommenden Fällen darlegen. 

8. Wenn in den umgeformten Fehlergleichungen (116) und (117), die wir 
im folgenden immer zusammenfassen, die Faktoren einer der zu bestimmenden 

Gröfsen (fj, d9, ^a, sämtlich gleich +1 sind, wenn also beispielsweise die 

umgeformten Fehlergleichungen 

p i =fi + rfE + *i<^9 + «i<^5 + f Gewicht =;) i , 

Vt=f2 + dj: + b2dJ9 + Cidi + ,..., „ -=p^, 

vz--=ffi + d): + bidn + esd^ + .,.., „ =Pi, 



(!•) 



vorliegen, so ergeben sich hieraus die folgenden Endgleichungen : 

( [P ]dl^+[ pb ]dr) + [pc ]d3 + [ P/ ]-0, 

(2*) 1 [P^]di; + [pbb]dx) + [pbc]di + [pbf\--0, 

^ \[pc]dv. + [pbc]dyi + \pcc]d^ + ..,.,,[pef]^0, 

Aus der ersten dieser Endgleichungen folgt dann: 

Wird dieser Wert von d 5 in die letzten Endgleichungen eingesetzt, so ergeben 
sich die reduzirten, nur noch dt) , rf 3 , enthaltenden Endgleichungen : 
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od): -f- *^9 = ^^^ 


— 0,102'+ 0,1771' + ' 0,075 


-~j0,136l -' 0,101 11-! 0,237 


+ 0,016 


1-10,239 1 - 


0,223 


+ 0,149 


+ ! 0,027,,+ 


0,176 


+ 1 0,028 


+ 


0,236,+ 


0,264 


- 0,045 


:+ 


0,100 


+ 


0,055 





/ + 


d3 = 


V , 




0,000' + 


0,075 1 + 


i 0,075 




i 0,000' 


— 


0,237 1 - 


0,237 


+ 


0,300 1 


— 


0,223 + 


0,077 


— 


; 0,350,,+ 


0,176 - 


' 0,174 


— 


! 0,440 ' + 


0,264 


— 


1 0.176 


— 


0,490 

1 1 


+ 


0,055 


— 


0,435 



Die richtige Bildung der Zahlenwerte ist durch die Summenprobe gesichert. 
Die unter No. 1 ftXr v^, v^, v^, v^, v^ erhaltenen Werte stimmen mit den hier 
erhaltenen bis auf die durch die unvermeidlichen Rechnungsungenauigkeiten bedingten 
Abweichungen in der letzten Dezimalstelle überein. 

8. Mit den nach den Formeki (109) und (110) oder (116) und (117) erhaltenen 
Werten v^ , v^, v^ .... v^ und den Gewichten Pi,p«,i>8.«-»Pn ^^^ Beobachtungs- 
ergebnisse erhalten wir femer die Quadratsumme [pw] der auf die Gewichtseinheit 
zurückgeföhrten wahrscheinlichsten Werte der Beobachtungsfehler und damit den 
mittleren Fehler m der Gewichtseinheit nach der Grundformel (47): 

worin n die Anzahl der vorliegenden Beobachtungsergebnisse, q die Anzahl der zu 
bestimmenden Gröfeen, n — q also die Anzahl der überschüssigen Bestimmungen 
bezeichnen. 

Endlich ergeben sich die mittleren Fehler m,, m,, wj, .... m„ der Beob- 
achtungsergebnisse ^i, Xt, ^8, .... ^n ^^^^ Formel (85) zu: 



(12«) 



Beispiel 1: Die Quadratsumme [pw] der auf die Gewichtseinheit zurück- 
geführten wahrscheinlichsten Werte der Beobachtungsfehler ergiebt sich wie folgt: 

Hiermit wird der mittiere Fehler m der 
Gewichtseinheit oder einer unter mittleren 
Verhältnissen gemessenen Strecke von 822°» 
Länge:') 

<m)«=±yif:^i=±l/H=*o,50., 

woraus sich der mittlere Fehler m,oo einer 
unter mittleren Verhältnissen gemessenen 
Strecke von 100m Länge, deren Gewicht 
P 100 = 14,8 ist,*) ergiebt zu: 





if' 


V, 1 «yp. 


pv V . 


p, 


2,33 


+ 0,075 


+ 0,175 


0,031 


p. 


2,63 


- 1 0,237 


— 


0,623 


0,388 


p. 


2,27 


+ 0.077 


+ 


0,175 


0,031 


p. 


2,63 


- 1 0,174 


— 


0,458 


0,210 


p. 


1,61 


- 0,176 




0,283 
[pvv] 


0,080 


0,740 



<m 



m. 



wahrend sich die mittleren Fehler m 
<i> *i> St> »t, »i ergeben zu : 
(12«)m.= ±|2=±0,21m, 

•"=±2^=* «'!»"' 



1, mg, »»3, «14, tiiö der Streckenlängen 



0,50 
2,63 '' 



± 0,19m,! m, 



0,50 
2,27 ' 



± 0,22 m , 



«..=±;j;=±o,3i». 



•) V«irgl. § 22, Seite 
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(9*) 



Vi=F,-\-B,d^ + C,d^ + .,,,, Gewicht =p,, 

v, = F, + B,dr) + C,di + ^---, n =Pi, 

v, = F, + B,dt) + C,di + ,..., „ =p,, 



Denn die Faktoren u. s. w. der Endgleichungen, die sich aus diesen reduzirten 
Fehlergleichungen ergeben, sind gleich den Faktoren u. s. w. der reduzirten End- 
gleichungen (4*), was sich daraus ergiebt, dafs ist: 



(10») 






[pBB] = [pbb] 



[pb] 
' [p] 



[Pf>]. 



dafs femer ist: 
PiB.C, 



(!!•) 



r [P^] [?CJ r , [P^][P<^] 



p a £ j C 2 = p 8 6 s c , — ! ^ -> j C 8 - 



Ps^i Ct=PihiCi' 



[pb] 
■ [P] 



jP*«8- 



[pjP^^^ + P^[p] [py 
[^^1„ h -u« f^*l f^^^l 



/'nnn i'nnn [p] [p] [p] [p] 



[pBC] 
u. s. w. 



[pbc] 



[pb] 
' [p] 



Ipc], 



Für die richtige Bildung der Werte F, B,C, ergiebt sich die Probe, 

dafe [pF] = [pB'\ = [pC'\ = = sein mufs, was ohne weiteres aus (8*) folgt, 

indem die einzelnen Werte mit den Gewichten multiplizirt und dann [pF], [pB\, 
[p C] , gebildet werden. 

5. Wenn die Faktoren einer der zu bestimmenden Gröfsen di, di) , d), 

in den umgeformten Fehlergleichungen sämtlich gleich — 1 sind, wenn also beispiels- 
weise die Gleichungen 

f,=/i — dlE+*i<'9 + «i<*ä + » Gewicht =Pi, 

ri=f, — di + btdi)-\-e,di-\-...., „ =Pi, 

^3=ft — dt + btdt)-{-etdi + ...., „ =p», 



(12») 



vorliegen, so ergeben sich hieraus die folgenden Endgleichungen: 

[p]rfS— lpb]dif— [pc]di — .... [p/"] = 0, 
-\pb]ds + [pbb]di, + [pbe]di + ....[pbf] = 0, 
-[P'>]dt+[pbe]dt) + [pee]di + ....\pef] = 0, 



(13') 



Aus der ersten Endgleichung folgt dann: 



(14») 



_ , [P*] 



<ll = + 



IP] 



dt) + 



[P] 



di + ... 



Ipf] 
Tp] 
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Setzen wir diesen Wert von ds in die beiden letzten Endgleichungen ein, so 
eriialten wir die reduzirten Endgleichungen: 



(15») 



(b"]-^/[i>»])«i9+([pH-^fp~^[p«j)<ij + ....([pV]-'f^j^[p/j)=0. 
[iphc] - M [p,]j ar) + ([pcc] - ^P-^- [pc]) di + .... [[pcf] - t^^l [pf]) = , 



Diese Endgleichungen stimmen mit den reduzirten Endgleichungen (4*) über- 
ein, so dafs wir auch in dem Falle, wo die Faktoren ai = 02 = aa = «« = — 1 

sind, die reduzirten Endgleichungen in gleicher Weise aus reduzirten Fehler- 
gleichungen bilden können, wie dies unter Nr. 3 und 4 für den Fall gezeigt ist, wo 
a 1 = a 8 = a 8 = «n = + ^ ^s*- 

6. Bei der Auflösung der aus den reduzirten Fehlergleichungen erhaltenen 
reduzirten Endgleichungen wird in der Rechenprobe nach Formel (lÄ) für 2 der 

Betrag — ^-5« — ^'Ss — erhalten. Um denmach den vollen Betrag von 2 



nach Formel (127) zu erhalten, der in Formel (129) einzusetzen ist, um [pw] 

ganz zu erhalten, mufs dem erstangeiührten Betrage von 2 noch der Betrag — - f i 

ö 1 

hinzugesetzt werden, der hier gleich — /^-^[pf] ist. 

Dieser Zusatz kann indes wegfallen, wenn bei Benutzung der Formeln (5*) 

der aus der n-|-lten Fehlergleichung entspringende Betrag — K —-r[pf] mit in 

[pff] aufgenommen oder wenn bei Benutzung der Formeln (8*) und (9*) [pFF] 

statt \pff] gebildet und in die Formel (129) eingeführt wird, da [pFF] = [pff] 

Ipfl, 



[P] 



[pf] ist, was sich ohne weiteres ergiebt, indem nach (8*) die Ausdrücke für 



PiFtFi,piFiFi, p^FaFs, Pn^n^n gebildet und addirt werden. 

7. Liegen also die umgeformten Fehlergleichungen 

'^'i=fi ±dTc-\-b^di)-\-eid^-\- , Gewicht =Pi, 



Vi=ft±d^ + b^dr) + eid^ + .., 



= Pii 



vor, so erhalten wir allgemein die reduzirten, nur noch dt), dj, ... 

Endgleichungen aus den reduzirten Fehlergleichungen: 

» i = /i + * 1 <^9 + c 1 «^a + f Gewicht = 

»2 = fi+ h^dr)-\- c,d3 + ----i » == 

»8 = /■»+ *8<^9+ «8^3 + ...., » -- 



(180) 



enthaltenden 

Pi, 
Pi, 

P8> 



n^l=^[pn+[ph]dt) + [pc]di + . 



= Pnf 
IP]' 



oder, indem 



(181) 



F,=f,^^- 
F,=f,-^ 
F,=fs- 



Ipf] 
~[p~] ' 


B -b t^*J 


[pf] 

[p] ' 


^'-''-[p]' 


[pf] 
[p] ' 


R b [^'1 



n * n 



[p] ' 



{p±] 
[p]' 






[p±] 
[p] 



B=b.-'r^. ' c=c.- 



[PO] 

[p]' 
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gebildet wird, wobei [pF]==[pB] = \ pC] = = werden mufs, aus den Fehler- 

gleichnngen : 

' , = Fi+Bidx) + Cid^ + ,..,, Gewicht =pi, 



(188) 



v, = F,+B,dt) + C^d^ + , 



■Fn + B,dr) + C^di + .. 



= PZf 



Nachdem dg, d 3 , . . 
erhalten wir d jr nach ; 

(13») 



aus den reduzirten Endgleichungen bestimmt sind, 



''-^r;^'i^'''-'t^^'- 



worin das | } Vorzeichen gilt, wenn das Vorzeichen von dg in den umge- 

( untere | 

i positiv ) 
formten Fehlergleichungen | . > ist 

Um nach Formel (139) den richtigen Wert von [pw] zu erhalten, kann 
erstens dem sich bei Auflösung der reduzirten Endgleichungen nach Formel (137) 

mr 2 ergebenden Betrage — «- 5 2 — ? ' 5 8 — . • . . noch — ^f'} [pf] hinzugesetzt 

302 i^8 iP \ 

werden, oder es kann zweitens bei Benutzung der Formeln (130) der aus der n -f 1 ten 
Fehlergleichung entspringende Betrag — F'-^[pf\ mit in \pff\ aufgenommen 
werden, oder es kann drittens bei Benutzung der Formeln (181) und (133) [pFF] 
statt [pff] gebildet und in Formel (139) eingesetzt werden. 

Wenn p^=p^=p^ = i>„=l ist, so vereinfachen sich die Formeln (ISO) 

bis (133) wie folgt: 

»1 = A + ^i<^9+ cidj + ...., 

ö« = /« + ^2^9+ «2^5 + ...., 

»8 =A+ ^8^9+ «8c'ä + ..--, 



(\U) 



Gewicht — + 1 , 

» =+1, 

. =+1, 



(185) 



-f. 



r /i I 

B, = h,— 

5 2 = 6 2 — 






t\ =ft - 



[/] 



F -f -[^J 



f\=fn- 



[/] 
" n ' 



Bn-^bs — 



[»1 
n' 

[h] 

n ' 

[»] 
n 



=+1, 
1 



C -c f'l 
n ' 



n ' 

[J] 
n ' 



C 2 ^= C 2 



B--^h. 



fi] 



WO [F]^[JS] = [CJ = .... = sein mufs; 
r , ^ J*', -f B , d9 + C, d} 4- . . 



(186) 



[«] 



Gewicht =-j-l, 
„ = + 1, 
» = + 1, 



'•„ = ^'„ + -B,.''9 + C„<i<^...., . = + 1. 

Nachdem d 9 , d 5 , aus den reduzirten Endgleichungen bestimmt sind, 

erhalten wir dj nach: 

(13?) 



n n n 



wonn 



das \ \ Vorzeichen gilt, 

I untere J ^ ' 



wenn das Vorzeichen von djr in den um- 



( positiv ) 
geformten Fehlergleichungen { . } ist. 
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Um nach Formel (t39) in diesem Falle den richtigen Wert von [pw] zu 
erhalten, kann erstens dem sich bei Auflösung der reduzirten Endgleichungen 

nach Formel (127) ftir 2 ergebenden Betrage — ^S« — ^S»— .... noch 
— ---[/■ J hinzugesetzt, oder es kann zweitens bei Benutzung der Formehi (134) 

r/1 

der aus der n-f 1 ten Fehlergleichung entspringende Betrag — — [/] mit in [pff] 

n 

aufgenommen werden, oder es kann drittens bei Benutzung der Formeln (1S5) 
und (186) [FF] statt \ff] gebildet und in Formel (129) eingesetzt werden. 

Mit den nach den Formeln (180) oder (184) erhaltenen Werten 1 , 2 , P s , 
p„ ergeben sich die wahrscheinlichsten Werte »1, V2 , v^, v^ der Beob- 
achtungsfehler nach: 

ri=D, ± dg, 
'« = »2 ± dl, 



(188) 



r>z±di, 



Die Proben nach den Formeln (128) sind: 

Ik^ 1 n' ^^^^ wenn sämt- 

w««'/ w ^ !i _ A ' I J>che Gewichte 



[pcv]=0, 



(140) 



gleich 1 sind: 



[^'1 = 0, 



Beispiel: Bei der Berechnung der wahrscheinlichsten Werte der Koor- 
dinaten J y eines durch Rückwärtseinschneiden bestimmten trigonometrischen Punktes 
haben sich die folgenden umgeformten Fehlergleichungen ergeben:*) 
r,= — 110,7 d5+ 9bfld)) + d^, Gewicht 
v,= 0-265,4^5- 97,0ci9 + da, 
r, = + 10- 14,3 dj - 202,2 d9 + da, 
t,, = -20+167,ldj+ 82,ld9 + (ia, 
f5 = + 8- 60,9 dE + 267,0 d9 + da, 
Diese Gleichungen können nach den Formeln (134) reduzirt werden auf: 
D i = — 110,7 d 5 -f 95,0 d 9 , Gewicht = : 
t),= — 255,4dj:— 97,0d9, „ 

»3 = + 10- 14,8 dj- 202,2 dp, 
04== — 20+167,1 dE+ 82,ld9, 
P5 = + 8- 60,9 dE + 267,0 dp, 

»• = - 2 - 274,2 d5 + 144,9 dp, „ =- J 



Hiermit 


ergeben sich die Faktoren der reduzirten Endgleichungen 


wie folgt: 




P- 


0. 


1' 


pna . , pab . p af, 

!. 


pbb, pbf. 


Pi 




_ 


l| i| ■ 
111 + 95/ 1 


1 
+ 12 321 ,- 10 545 


1 1 
+ 9025; 





P, 







255 


-: 97 ' 





+ 65 025 1+ 24 735 | j 


-f 9 409 





P. 







14 


-, 202 + 


10 


+1 196 -h 2 828 


-! 140 


+ 40 8041-! 2 020 


P, 




+ 


167 


+j 821 -'20 


+ 27 889;-r- 13 694 


1- 3 340 


+ 6724— ; 1640 


P. 






61 


4-' 267'+ 8 


+ 3 721 - 16 287 -i 488 

,1 1 1 


+ 71289 4- 

1 1 


2136 




1 

5 




274 


+ 


145 - 2 

! 
'. 1 


-1 15 015 4-1 7 946 — 1 110 




4 205 


W 


58 


-f 94137 + 22 371 


- 4 078 


+ 


133 046 


- 


1466 



•) Vergleiche § 36. 
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Die reduzirten Endgleichungen sind demnach: 

+ 94137d£+ 22371^9—4078 = 0, 
+ 22 371 (iE+ 133 046 d9 — 1 466 = , 

woraus sich nach den Formeln (122) und (128) ergiebt: 

di = + 0M2, d9 = + 0,004 

und nach Formel (137): 



n ^ n ^ n 



: + 54,8 ( + 0,042) -29,0 ( + 0,004) + 0,4 = + 2,6, 



(184) 



endlich nach den Formeln (184) und (188) : 

r>i=fi + a^dTc + b,dr)= 0,0— 4,7 + 0,4 = — 4,3, 
D » = A + a 8 d£ + ft 2 <i9 = 0,0 — 10,7 — 0,4 = — 11.1 , 
r>s=fi + a;,d}^ + b^d\) = + löfl— 0,6 — 0,8 = + 8,6, 
»4=/4 + «4dE + 64<i9 = -20,0+ 7.0 + 0,3 = -12,7, 
r>,=f, + aid^ + h,d}) = + 8,0- 2,6+1,1 = + 6,5 , 
— 2,0—11,6 + 0,6 —13,0. 



(188) 



r, = ö,+da = — 1.7 
tj2 = D, + <f3 = — 8,5 
ra = ö, + d3 = + ll,2 
r^ = 0^ + da = — 10,1 

V5 = t>6 + di= + 9,1 

[[v]= 0,0. 



Ferner folgt aus den gegebenen umgeformten Fehlergleichungen nach den 
Formeln (135) und (136): 



(185) 



^i=A-^{^ = + 0,4, 



F,=f: 



[f] 



= + ö,4, 
= + 10,4, 
= -19,6, 






:— 55,9, 



Ml. 

n 



•W = _200.6, 



B 



[*]. 



= + 66,0, 



6.-f^] = -126,0, 
n 



^s 



^.._M_ 



= + 40,5, 



^, = «4 — E"^=r+221,9, 
. 71 



B, = 6,_[*J = -231,2, 
u 

B« = 6,-L*J = + 53,1, 



F.^U-^-Q = -\- 8,4, 



[F]: 



0,0, 



-^6 «5 ^ - 



- 6,1, i B.= 



= 6. — f*J = + 238,0, 
n 



[A] = 



0,2, ;[5] = 



~ 0,1, 



v^=F,-\-A^di-\-B,dx) = -{- 0,4— 55,9(ij+ 66,0^9, Gewicht = 

r,^i5'2 + ^2dE + 5,d9=z:+ 0,4 - 200,6 (fE- 126,0^9, „ = 

(186) \ t'a = F, + ^,(iE + £3d9== + 10,4+ 40,5 dj- 281,2 d9, „ = 

r^ = F, + ^4dE + ^4rf9 = — 19,6 + 221,9rfE+ 53,1^9, „ = 

\v^^F^ + A^di-^B^d^ = + 8,4- 6,1 <iE + 238,0 dp, „ = 

wonach sich die Faktoren und Absolutglieder der reduzirten Endgleichungen wie 
folgt ergeben: 





P' 


A, B. \ F. 

1 1 


pAA. pAB, pAF, 


pBB, 


pBF, 


p. 

! Pt 
P, 
P* 
P> 

1 




1 1 
-i 56;+ 66 1+ 0,4 

— 201,1- 126 + 0,4 
+ 40 — 231 + 10,4 
+ 222 + 53 1|- 19,6 

— 6 + 238 +' 8,4 


1 3 136 - 3 696 — 22 
40 401 1+ 25 326 — 80 

1 1600i— 9 240 + 416 
49 284 + 11766 !- 4 351 

! 361- 1428- 50 


j 1 

4 356+ 26 

1 15 876JI-' 501 

53 361 '-, 2402. 

2809 -' 1039 1 

56 644 + 1 999 | 


+ 94 457 + 22 728 — 4 087 


+ 133 046 


- 1466 

1 1 1 
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§ 30. Bildung der reduzirten Endgleichuogen aus reduzirten Fehlergleichungen. 125 

Die reduzirten Endgleichungen sind demnach: 

+ 94457d]5+ 22728d9 — 4087 = 0,*) 
+ 22 728 dj + 133 046 d9 — 1466 = 0, 

woraus sich nach den Formeln (1!^), (133) und (1S7) wie oben ergiebt: 

d^ = + 0fi42, d9 = + 0,004, d5 = + 2,6. 

Die wahrscheinlichsten Werte der Beobachtungsfehler werden nach den 
reduzirten Fehlergleichungen (136): 

i'i=+ 0,4— 55,9dE+ 66,0d9 = + 0,4 — 2,3 + 0,3 = — 1,6, 
„, = + 0,4 — 200,6 dj — 126,0^9 = + 0,4 — 8,4 — 0,5 = — 8,5, 
„ 3 = + 10,4 + 40,5 dj — 231,2 d^ = + 10,4 + 1,7 — 0,9 = + 11,2 , 
t? 4 = — 19,6 + 221,9 dl + 53,1 dp = — 19,6 + 9,3 + 0,2 = — 10,1 , 
v^ = + 8,4— 6,1 dg + 238,0 d9 = + 8,4 — 0,3 + 1,0 = + 9,1, 

M= 0,0+0,0 + 0,1 = + 0,1. 

S. Wenn die Faktoren a , 6 , c , der umgeformten Fehlergleichungen unter 

sich einander gleich sind, wenn also die umgeformten Fehlergleichungen 

V 1 = A + a dj + 6 dp + c dj + , Gewicht =Pi, 

V2=f2 + <^di + bdi) + cd^ + .,.., „ =Pi, 

^i=fi + adT: + bd^ + cd^-\-,..,, „ =Pz, 



vorliegen, so können diese reduzirt werden auf die eine Fehlergleichung 
(141) t) = f-^^J + adE + 6d9 + cda + ...., Gewicht =[/>]. 

Denn die obigen n Fehlergleichungen liefern die folgenden Endgleichungen: 

[p]aadE + [p]a6d9 + [p]acda + .... + f/)/]a = 0, 
[p]ahdi + [p]bbd^+[p]hcdi+..., + [pnb = 0, 
[p]acdE+[p]6cd9 + [p]ccd3 + .... + [i?/]c = 0, 



und ganz dieselben Endgleichungen ergeben sich aus der einen reduzirten Fehler- 
gleichung (141). 

9. Die Fehlergleichung 

«=/+adj + 6d9 + cdj + Gewicht =i) 

kann ersetzt werden durch die Fehlergleichung 

(142) gr = g/*+gadj + 96d9 + gcdj + , Gewicht = ^-^ ; 

denn, wie leicht zu Obersehen ist, liefern beide Fehlergleichungen dieselben Beiträge 
zu den Endgleichimgen. 

10. Die n Fehlergleichungen 

V 1 =/i ± dj , Gewicht =Pi, 

Vi=fi±di + bdi) + ed^ + .,,,, „ =p,, 

Vi=f9±dlC, „ =Pz, 



%=/„±dE, „ =p^ 



*) Die Abweichungen der Zahlenwerte in den nach den Formeln (134) erhaltenen 
Endgleichungen von den hier erhaltenen erklären sich durch die Abrundungen der Zahlen- 
werte der Faktoren a, b und -4, B. 
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126 Vermittelnde Beobachtungen. IL T. IV. A. 

können nach den Formeln (ISO) zuerst reduzirt werden auf die Fehlergleichungen: 
t>i = fi , Gewicht = pi, 



»8 = A 



».« = fn 



= P8, 



1 



Von diesen reduzirten Fehlergleichungen liefern nur die zweite und die letzte 
Beiträge zu den Faktoren u. s. w. der reduzirten Endgleichungen, da in allen übrigen 

Fehlergleichungen die Faktoren h , c, sämtlich gleich Null sind. Denmach 

können diese n + 1 Gleichungen ftlr die Bildung der reduzirten Endgleichungen ersetzt 
werden durch die beiden Fehlergleichungen: 

Ol = A + bdr)+ c dj + . . . . , Gewicht = p^, 

oder, unter Berücksichtigung der unter Nr. 9 aufgestellten Formel (143) , durch die 
beiden Fehlergleichungen: 

»2 = A + * ^9 + c dj + . . . . , Gewicht = ;> , , 

i-^n^^-^~^^^ + ^<^V + '><^i + ■■■■. . =-[;]• 

Diese beiden Fehlergleichungen können sodann nach Formel (141) weiter 
reduzirt werden auf die eine Fehlergleichung: 

= !^ — + bdx) + edi + ...., Gewicht =j.,-f;,, 

Pi [PI 

oder da der erste Teil des Ausdrucks, oben und unten mit '^ — multiplizirt, über 
geht in: 

lp]fi — [pf] ^ [ i>]/2— ;>2A +pi fi — [ pf] ^f _ lp f]—P2fi 
[p]—pi [p]—Pt ' [p]—Pi ' 

auf die Fehlergleichung: 

(148) r>^.f,-W-J'^A + I,ä, + cä, + ...., Ge^vicht=p.-f;-; = ff-^H^.);i^ 

Für dl ergiebt sich nach Formel (133): 
(144) dj=,[^^//^j^^l5.,T^;y.5,...., 

worin das I } Vorzeichen gilt, wenn das Vorzeichen von dr in den um- 

I untere j 

geformten Fehlergleichungen | . j ist. 

Ebenso wie bei Anwendung der Formeln (130) bis (133) mufs auch bei 
Anwendung der Formeln (143) und (144) dem sich bei Auflösung der reduzirten 

Endgleichungen nach Formel (127) für 2 ergebenden Betrage — ^^ 5 2 — !;— 5 s — 

noch — '■j. I [/>/] hinzugesetzt werden, um nach Formel (139) den richtigen Wert 

von [pvv] zu erhalten. 
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§ 31. Bogenschnitt gemessener Längen. 127 

In dem Falle, dafs pi=p2=Pi — Pn = ^ ^s*» vereinfachen sich die 

Formeln (143) und (144) wie folgt: 

(145) n=f,-^Q;;}(' + bdr) + edi + ,..,, Gewicht = 1 - ^ = ^^ . 

(1441) d5= T t^5 T Udr) + icda + ...., 

worin bezQglich der Vorzeichen das zu Formel (144) gesagte gilt. 

Der erforderliche Zusatz zu dem 2 Betrage — !^- S « — 5 ' 5 a — ist hier 

Beispiel: Bei Berechnung der wahrscheinlichsten Werte der Koordinaten 
X y eines durch Vorwärtseinschneiden bestimmten trigonometrischen Punktes haben 
sich für die auf einem Punkte P^ beobachteten Richtungen die folgenden umge- 
formten Fehlergleichungen ergeben:*) 

«i = + 0,8 +diaf Gewicht p 1 = 8,0, 

^« = + 4,2 +di^, „ i'* = 6,5, 

r, = + 0,2 + 85,6rfj + 23,0d9+(i3^, „ P» = 9fi, 

v, = + 2fi +d8„, „ P4 = 8,0. 

Diese Fehlergleichungen werden reduzirt auf die eine Fehlergleichung : 
(148) r=.f,-lPnßPlI, + ad, + l,dy, Gewicht =(fP^^y)P», 

= + 0,2 - ::^^|^ + 35,6 dj + 23,0 dt) , Gewicht = ^fjj-^ , 
= _ 2,0 + 36,6 dl + 23,0 dx^ , Gewicht = 6,4 . 
Für die Berechnung von «Jj, ergiebt sich: 

«44, ..._-g,..,--..,_I^/l 

= - 10,2 dE — 6,6 (i9 — 1,63. 



2, Kapitel. Beispiele zu dem im 1. Kapitel entwickelten 

Verfahren. 

§ 31. Bogenschnitt gemessener Längen. 

1. Zur weiteren Erläuterung des im 1. Kapitel entwickelten Verfahrens für 
die Berechnung der wahrscheinlichsten Werte der durch vermittelnde Beob- 
achtungen bestimmten Gröfsen und der mittleren Fehler der Beobachtungsergeb- 
nisse wollen wir hier noch eine Reihe von Beispielen folgen lassen und zwar 
in der Weise, dafs wir ftlr jedes Beispiel zuerst die Formeln entwickeln und dann 
die Rechnungen nach den entwickelten Formeln in schematischer Anordnung durch- 
ftlhren. 

2. Das in den §§ 22 bis 29 benutzte Beispiel ist im Anschlufs an die 
theoretischen Formelentwicklungen bereits in seinen einzelnen Teilen vollständig 
behandelt worden. Weil aber die zerstreute Behandlung der einzelnen Teile nicht 



•) Vergleiche § 37. 
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Vermittelnde Beobachtungen. 



IL T. IV. A. 




Gemessene 
Streckenlängen. 



Gewichte der 
Streckenlängen. 



«1=331,60 
8 , = 272,00 
«8 = 247,10 
«4 = 269,50 
«5 = 416,70 



I 



;> 1=5,43 
p j = 6,92 
p 8 = 5,15 
p 4 = 6,92 
i>5 = 2.59 



Gegebene Koordinaten. 



P, 
P4 
P, 



xi = 6 548,30 
X 8 = 6570,58 
a;a = 6 297,72 
X4 = 6 056,29 
X6 = 6 246,43 



' yi = 2 061,99 

I y8 = 2 420,30 

! ^8 = 2 552,03 

'' y4 = 2 276,00 

i y5 = 1896,99 



Näherungswerte der gesuchten 
Koordinaten 



E = 6 323,76 



9 = 2306,00 



I 



Für « = 100 ist das Gewicht p 100 = 14^,8 . 

Gesucht; Die wahrscheinlichsten Werte der 

Koordinaten x y des Punktes P und die 

mittleren Fehler. 



Formeln. 



Beziehungen zwischen den wahren 

Werten der Streckenlängen (») und der 

Koordinaten (x) (y). 



(108) 



(^i) = l/((a:)-xi)« + ((y)-y,)% 

(«.) = "/(W~^2)*+((y)~y2)S 



Näherungswerte g der Strecken- 
längen. 



(112) 



«i = ")/(F-^i)' + (9 — Vi)*' 

g , = i/(7-^^)» + (9 -TIP, 



«6 = -/(E-^5)' + (9-y*)% 



DiflFerenzialquotienten a, 6. 



Abweichungen / zwischen den 
Näherungswerten 8 und den ge- 
messenen Streckenlängen « . 



(114) 



ttj: 



.5 — ^j 



a5 = 



Ö2 ' 
. . . ., 



Ä 9 — ys 



65 = 



_?~y5 



(115) 



/i = 8 1 — « o 

/s == 8 1 — « s * 
•• » 

/5 = 3 ö « 6 . 



den erwünschten Ueberblick über die ganze Rechnung gewährt, und weil einzelne 
Teile auch mit Rücksicht auf die vorhergegangenen Entwicklungen umfangreicher 
behandelt werden mufsten, als es bei einer lediglich auf das praktische Ziel ge- 
richteten Durchführung notwendig ist, lassen wir hier das ganze Beispiel nochmals 
im Zusammenhange folgen in einer fiür die praktische Anwendung zweckmäfsigen 
Anordnung. 
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$31. 



Bogenschnitt gemessener Langen. 



129 



Endgleichungen. 



Reduzirte Endgleichungen und 
Aenderungen d% di) der Nähenings- 
I werte s 9 der Koordinaten. 



\[pa 



(18») 



[pab]di+[pbb]d^ + \pbf] = 0.'. 

ai = [paa],b, = [pnb],U=[p"f],\ 
b» = [/,66J,f, = [/,6/],;: 

h 






.J;b.,?,=f,-;;f.. 



(12$) 



<i9 



- ?i 






Probe. 



Wahrscheinlichste Werte -r y der 
Koordinaten des Punktes P. 



(IW -;Pf,-|.'-g« = firf?: + f.rf9 = -^. 
Ol ÖS 



(111) 






Wahrscheinlichste Werte S der 
Streckenlängen. 



Wahrscheinlichste Werte r der 
Beobachtungsfehler. 



(10») 



> 

s,=y(x-T;)»-F(j,"-y,}'. 



(HO) 



> 



Aenderungen da der Näherungswerte d 
der Streckenlängen. 



Probe. 



(11«) 



d32 = rt2dj-f6,d9, 

* 

. dii = a^dx, + b^dr). 



(in) 



r4=/a4-d84, 



Schlufsprobe. 



(12») 



[p//]=/'i/iA+/>2AA + ....+/> 5/5/5, 

[;> p r ] = jj 1 r i r 1 4-;) , t'j r, -f . . . . +/3 5 i'B Tr , 



Mittlere Fehler. 



(135) 
(136) 



9 



(3») 






- = ±1/' 



± m 



S. Oben sind zuerst die gegebenen K<x)rdinaten, die gemessenen Strecken- 
längen mit ihren Gewichten und die genäherten Koordinaten*) zusammengestellt. 
Sodann folgen die Rechenformeln in der Ordnung wie sie zur Anwendung gelangen. 

Auf Seite 130 und 131 folgt dann die nach diesen Formeln durchgeführte 
Rechnung, zu deren Erläuterung nichts mehr zu sagen ist 



*) Die Berechnung der genäherten Koordinaten ist hier, als für das ganze Verfahren 
bedeutungslos^ weggelassen. 

9 



Koll. 2. Aufl. 
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Vermittelnde Beobachtungen. 



n.T. IV. A. 



1. Berechnung der Näherungswerte 8 der 
Streckenlängen. 


2. Diflferenzial- 
quotienten a,h. 


3. Abweichungen/'. 




4s = E-%. 


i9 = 9-y„. 


1 ^l^l- 

! ^^ = AlAl 
1 +^9^9. 


,.!<. 


'=^ 


fi. 1 «. '/=S-«. 


-P. 




6 323,76 

6 548,30 

224,54 


1 2 306,00 

, 2 061,99 

+ : 244,01 


50418 
1 5 9541 
1 10 99 59 


+ 
+ 
+ 


0,677 
0,907 
0,105 
0,994 
0,186 


+ 


0,736 
0,420 
0,996 


331,60 
272,00 

247,40 


331,60 
272.00 
247,10 


0,00 

1 ^ 

0,00 

! 1 


P, 


6323,76 

6570.58 
— 1 246,82 


2 306.00 

2 420,30 

— ' 114.30 


6 09 20 
13064 

7 39 84 


P» 


' 6 323,76 

6 297,72 

+ 26.04 


_ 


2 306,00 

2 552,03 

246,03 


678 
605 31 
612 09 


! 
+ 


1 ; 
0,30 

0.35 


P, 


+ 


6 323,76 
6 056,29 
267,47 + 


2 306,00 

2 276,00 

30,00 


715 40 

900 

72440 


+ 1 0,112 

! 

+ 0.983 


1 1 
269,15 ! 269.50 ! — 

1 


P. 


+ 


6 323,76 

6246,43 

77,33 




2 306,00 
1 896,99 


1 5980 

16 72 89 

17 32 69 


416.26*416,70 


- 0.44 


+ '' 409.01 


- 1 0,299 


1 + ; 0.415 


6,41 1 6.90 '; - ' 0,49 || 


4. Bildung der Faktoren u. s. w. der Endgleichungen. i 




p ;}//».' fi^p. ; h^p. 1 f^p. 


paa. 


1 pab. M pdf. 


1^ 1 
/)6 6. phf. pff. 1 


Pi 
A 
P* 
P* 
P. 


5,43 
6,92 
5,15 
6,92 
2,59 


2,33 - 1,581+1,71 
2,63 - 2,39 !- 1,10 
2,27 + 0.24,-2,26 
2,63 +'2,61 1+ 0,29 
1,61 + 0,30 +1 1.58 


1 

4. , 

i 
! 


),00 
).00 
).68 
),92 
),71 


2.50 
5,71 
0,06 
6,81 
0,09 


- 2.70 
j+ 2,68 
!- 0,64 - 
;+ 0,76 - 

+ ' 0,47 i - 


i 0,00 

j 0,00 

f 0,16 

-| 2.40 

- 0,21 


, 2,92 '1 1 0,00 0,00! 
1 1,21 1 0.00 0,00 
; 5,11 — 1,54 0.46 
0.08 — 0.27 ! 0,85 
, 2,50 — 1,12 , 0.50 


i 


! li 


j 


+ j 15,17 


+ ! 0.62 li- 


-! 2,45 


+ 1 11,82 ; — 1 2,93 + l,8l! 




; i 


i 


j 


['paa] = (x, 


;[;'«6] = b,'[p«/l = f.| 


[phh]=h,[phn=u\pfn 


5. Auflösung der Endgleichungen und wi 
Werte x y der Koordinater 


jhrscheinlichste 


6. Probe. 


•1 


f ,15,17 


b, ^-,0,62 


f> !- 


-'2,45 


1 
b, - 


f 11,82 
- 0,03 


f. 


-2,93 


i 

-Ni -0,394 f 
öl 


! 1 i 

: 1 

1 dl — 0,370. 

1 1 1 


1 

1 


1 


-^^'-o.o4 


l _ f> +0.161 

^ «1 1 ■ 




fi+0.10 


f 


i 




-0,010 


f 11,79 


-2,83 


— m ey», 


- 0,679 f 


,d9 


-0,70^ 






-0,151 


d9-=-|V +,0,240 


2 


- 1,073 


2 


-1,073 








]c = 6 323,76 


! 




X) -- 2 306,00 


1 




1 


] 








L 




j— 6 823.91 






y = 2 306,24 




1 




' 1 


'1 


i 
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7. Wahrscheinlichste Werte S 

der 

Streckenlängen. 



8. 
Fehler! 



9. Aenderungen <2ä 
der Näherungs- 
werte 3. 



10. 
Pro- 
be. 



11. Qua 
dratsumme 
der Fehler 

[pvv]. 



12. Mittlere 
Fehler 



iii=±m 



fT 






dxAx, 
Ay Ay, 



S*=AxAx 



v = 



adjc 4" ^^'9 = ^^• 



v = 
f+M 



v^p. 



pvv. 



m 



fr 



224,39 
244,25 



503 50 
596 58. 



6 0846! 



246,67 

114,06 !| 1 30 lOj 



26,19 
245,79 



267,62 
30,24 



6 
6041 



110008 
331,67 



+,0,07 



738 56 
271,76 



-0,24 



61099 

247,18 



I 



+ 



716 21 
9U 



77,48 ,! 6003| 

409,25 !jl6 74 85j 



7 25 35 
269,32 



0,08 + 

+ 



173488 
416,52 



-0,18 
—10,18 



»,149 + 



J/1 



0,177 + 0,07 



0,101 



0,24 



—■0,102 

0,136 

0,016 

0, 
+;0,02^l+iO,23Ö+0,26 



0,239 



0,027 



+ 0,07 + 



+ 



0,24 



0,22 



0,18 



+ 



0,08 + 



-0,17 



-,0,18 



6,45 |-'0.45|— ;0,04^|+0,10(^pf'o,05|— :0,44 



Jr 



0,16 



0,63 



0,18 



0,45 



— 0,29 
[pvv] 



0,03 
0,40 
0,03 
0,20 
0,08 



0,74 



±0,21 
±0,19 
±0,22 
±0,19 
±0,31 



13. Schlufsprobe und mittlere Fehler. 



[jt>rr] = [p//] + -r= 1,81 -1,07 = 0,74. 
- = ±y£-? = ±l/5'S-^^^^^- m,. = ±m]/X^,0,50]/j5 = ±0,13. 



§ 32. Richtungsbestimmungen aus Winkelbeobachtungen. 

Auf dem Punkte P = Redemoissel der Eibkette sind seitens der trigono- 
metrischen Abteilung der Landesaufnahme zur Bestimmung der Richtungen nach 
den Punkten Pi = Glienitz, Pa^ Höhbeck, P8 = Pugelatz, P4 = Hohen-BOnstorf 
die nachstehend mitgeteilten Winkelwerte bestimmt worden: 





Pl 


P. 


-. 1 


p. 


W1.4 


! 82 47 60,833 

195,42 46,425 

1 269; 07 57,858 




1 

112 54 ' 45,450 
1 186 19 57,942 


1 

to,.4 !73l25 


12,558 



Die Winkelwerte sind als einfaches arithmetisches Mittel aus den Ergebnissen 
von je 6 Doppelbeobachtungen eines Winkels gewonnen, so dafs, wenn das Ge- 
wicht einer Doppelbeobachtung eines Winkels oder einer Beobachtung einer 
Richtung als Gewiditseinheit genommen wird, das Gewicht der mitgeteilten Winkd- 
werte p = 6 wird. 

Es sollen die wahrscheinlichsten Werte Ri , R^, R^, P 4 der Richtungen, 
sowie der mittlere Fehler m der Gewichtseinheit und der mittlere Fehler m der 
Beobachtungsergebnisse berechnet werden. 

9* 
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1. Der wahre -Wert (t»/.^) eines Winkels steht zu den wahren Werten 
(Ri) und {R^) der Richtungen des linken und rechten Winkelschenkels in der 
Beziehung, dafs (W/.r) = — (^/) + ('ßr) ist Demnach erhalten wir für die Be- 
ziehungen zwischen den wahren Werten der beobachteten Winkel und der zu 
bestimmenden Richtungen die folgenden Gleichungen: 



(1«8) 



Pi 



Pz 



(«,.8)=-(Bi) + (Ä.),! 

(«1.8)=-(Äl) + (Ä8),;(«».8)=-(B«) + (i28), 
(tri.4)=-(i2l) + (Ä*),lK.4)--(ß2) + (B4), 



(«'8.4)=~(Ä8) + (Ä4) 

2. Hieraus folgt für die wahrscheinlichsten Werte W der Winkel und die 
wahrscheinlichsten Werte R der Richtungen: 



(109) 



sowie für die wahrscheinlichsten Beobachtungsfehler 





Pl 


^« 




P. 


Pt 
p, 
p* 


Wi., = — B, -|-Bj, 

ir,., = — jj, -|-Ä», 

IFi .4 = — -Bi "T "*> 


TTj . 4 = — Äj -f- -^4; 


W,.4 


^-Ä, + fi., 





P. P. 


-. 1 


P. 
P. 
P* 


i'i.,= TTj., — w, .j, 

l'l.8=^1.8 — »1.8, 
t'i .4 = TT, .4 Wi .4, 


t't.4= Trj.4 W2'4| 


1'8 


4 '*^8'4 «'s •4« 



(110) 



S. Werden die Gleichungen (109) und (110) zusammengefafst und quadrirt, 
so folgt fllr die Quadratsumme der wahrscheinL'chsten Werte der Beobachtungsfehler: 
i'j2r,8= ÄjjBi — 2RiRi-\-2RitDii + R2R2 — 2Äjt0i2 + w,sWi,, 

Vi8t'l8= ÄiÄi — 2Äi-ß8 + 2ÄiWi8 + -B8-B8 — 2-B8Wia+te7,8tt7,8, 
r,4r,4= jB,i2i--2Ä,Ä4+2ÄiW,44-jB4Ä4-— 2-B4W,4 + 1«;,4tP,4, 

«?28«'88= -ßa-Rj — 2-B,i28 + 2Ä8ir88 + -R8-R8 — 2Ä8W28+«'2,W88, 
»'24^24= -R2Ä2 2i22jB4+2Ä2W 24 + -84-^4 ^ R A^ 24 + ^ U^ U ) 



(!•) 



'84= -^8^8 2-R8-ß4 + 2Ä8«'84+-B4-ß4 2Ä4fl>84 4-W84W84, 



[rf] = 3i2iÄ,-2Äi(Ä2 + Ä8 + Ä4)+2Äi( + «,2 + «',8 + «'l4) 

+ 312, Ä2 ~2-B2(Ä8 + -ß4) + 2-B,( — tr,g + tP2, + w,J 

+ 3128^8 — 2Ä8Ä4 + 2Ä8(— W,8— «'28 + M'84) 

+ 3-84^4 +2-B4( — Wm—«» 24 — »84 )+[««;]. 

Hiemach ergeben sich die Endgleichungen, indem der Ausdruck für [w] 
nach den zu bestimmenden Gröfsen Ri, R^, R^, R^ difFerenzirt und die dadurch 
erhaltenen Ausdrücke für die Differenzialquotienten gleich Null gesetzt werden, also: 
d[vv] 
c Ri 



(2') 



:6ie,-2(iJ2 + Ä8 + Ä4)+2( + tl^„ + W,8 + W,4), 



C\rv]_^ 



cR^ 


d[vv] 


c R3 


d[vv] 



:6Ä8 — 2(iJ, + E2 + i24) + 2( — w, 



,+WJ 



tR^ 



-6Ä4-2(i?, + Ä2 + Ä8) + 2(--t(;,4-t0 24-«;84), 
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(3') 



und 

-Ä1 + 3Ä,- Ä8- Ä« + (— Wl« + W»8 + *P84)=0, 

— Ä,— Ä,+3B,— Ä4 + (— »18 — Wm + 1«'S4) = 0, 

— Ä,~ Ä,— iJ8 + 3Ä4+( — «14 — «^24 — «'84)=0. 

Diese Gleichungen liefern keine bestimmten Werte der Richtungen Ä i , 12 « , 
12 8 , 12 4 , weil bis jetzt für diese keine Anfangsrichtung festgesetzt ist Nehmen wir 
letztere nun so an, dafs 

(4'} R,+R, + R^ + R, = 

wird und verbinden wir Gleichung (4*) mit den Gleichungen (3*) durch Addition» 
so ergeben sich die Endgleichungen: 

412i= W i^ IT 18 — «14, 

4Ä2=-|-W,t — Wm — »24, 

4Ä8 = + Wl8+«28 — «8«, 

l 4Ä4==-|-Wl4 + «'24 + «84. 

4. Diese Gleichungen können verallgemeinert werden und sodann kann die 
Berechnung der wahrscheinlichsten Werte der Richtungen einfach angeordnet 
werden, indem die beobachteten Winkel w wie folgt in ein Schema eingetragen 
und danach die Zeilensummen [ w, ] und die Spaltensummen [ ««p J gebildet werden : 



(5') 



Nr. der 
Punkte 


1. 


2. 


3. 


.4. .. 


...■»— l.l ». 


[«.] 


1. 
2. 
3. 
4. 

V. 


«12 

«13 
«14 


«23 
«24 

^2v 


«3» 


1 

i ,•• 


1 

j 




vR 
R 


[«;l 


[«.%] 
[».'] 


[«,%] 
[".'] 


! 






Proben. 
[vB] = v.m.m)°. 


vR, 
Äi 




vB, 
B» 


vB, !.. 


..... iJ._i 


vB, 
B. 



(6*) 



Dann sind die allgemeinen Endgleichungen: 

»'i2i = [«l]-[«ipl, 
vÄ. = [«?]-[«?,!, 

»'Ä8 = [«.']-[«J^], 

»'124 = [«J]-[«J,], 



1 



5. Die Anzahl der Kombinationen zu zweien ist ftlr r Elemente gleich 
v{v — 1 ) . Demnach werden bei dem hier behandelten Verfahren zur Bestim- 
mung von V Richtungen n— v(v — I) Winkel beobachtet. Zur einfachen, nicht 
versicherten Bestimmung von v Richtungen sind q — v—l Winkel erforderlich, 
wonach die Anzahl der Qberschüssigen Winkel n — q^= n^i^ — 1) — (*' — M 
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= g- ( *' — 2 ) ( V — 1 ) ist Demnach erhalten wir für den mittleren Fehler m der 
Gewichtseinheit, da alle Winkel das gleiche Gewicht p haben : 

(125) 



m 



=±i/s^=-±i/. 



P[^^] 



(v-2)(v-l) 



oder in unserem Falle, wo ;> = 6 , v = 4 , also -5 { v — - 2 ) ( v — 1 ) = ,y • 2 • 3 = 8 ist: 
Der mittlere Fehler m der Beobachtungsergebnisse, deren Gewicht p ist, wird : 

oder in unserem Falle: 

.=i.i/i=±i/t'^)- 



■V"h-1/T^;ffc 



6. Hiemach gestaltet sich die Rechnung wie folgt: 



|Nr. der 
Punk- 
te 



1. 



2. 



3. 



4. 



Summen 



1. Gemessene Winkel w und wahrscheinlichste Werte der Richtungen 



1. 
2. 
3. 
4. 

vR 
R 



i2=i([«'.]-['^,p]). 



82|47 
195 42 



60,833 
46,425 



269 07,57,858 



547 



38 45,116 



892 I 21 14,884 
223 I 05 1 18,721 



112 54145,450 
186 ; 19 ' 57,942 



299 
82 



1223 
305 



14 43,392 
47 \ 60,833 



33 ] 17,441 
53 I 19,360 



73 



25; 12.558 



73' 



235 12 

58 48 



12,558 j 
31.875: 



19,317 
04.829 



528i58 



08,358 



528 53 08,358 
i 132 13 17,090 



82 |47| 60,833 
308 37 31,875 
528 53 08,358 



920 18:41,066 



2880 lOO 00,000 
720 00; 00,000 



2. 
3. 
4. 



2. Wahrscheinlichste Werte W der Winkel (Formel 10»). 



82 ; 47 I 60,639 
195 j 42 ' 46,108 
269107:58,369; 



112! 54 45,469 
186 19 57,730 



547 38 I 45.116 1| 299 | 14 43,199 ,1 73 25 12,261 



73 25 



I 
12,261 j 



2. 
3. 
4. 



3. Wahrscheinlichste Beobachtungsfehler v—W^w (Formel 110). 



- 0,194 

— 0,317 
+ 0.511 



0,000 



+ 0,019 
— 0,212 



■ 0,193 



• 0.297 



— 0,297 



- 0,194 

— 0,298 
+ 0.002 



-0.490 



4. Quadratsumme der wahrscheinlichsten Beobachtungsfehler 



3. 
4. 



0,038 
0,100 
0,261 



0,000 
0,045 



0,399 



0,045 



0,088 



0,088 



0,038 
0,100 
0,394 



0,532 



(1^5) 
(12«) 



5. Mittlere Fehler. 

m -- ± 1/2 [ r r ] = ± i/l70ir4 = ± 1,03". 

m =3 ± "j/f y^ = ± 1/0,177 - ± 0,42". 
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Bei Bildung der Unterschiede [wJ--[ir,^] = rÄ sind v • 360 ^ zu ergänzen, 
wenn [»gKr^^^^pl ist, um negative Werte der Richtungen zu vermeiden. 

FOr die Richtigkeit der Rechnung ergeben sich noch die Proben, dafs 
[ wj|p ] = [ TT * ] und f tj * ] = sein mufs und dafs die Spalten- imd Zeüensummen 
der wahrscheinlichsten Werte der Beobachtungsfehler einander gleich sein müssen. 

Die wahrscheinlichsten Werte TTj, , TT,,, IFi* der Winkel geben auch die 
Zalilenwerte der auf R i als Anfangsrichtung bezogenen wahrscheinlichsten Werte 
der Richtungen, so dafe auch ist: 

Äj= 0°00' 00,000", 
-B,= 82 47 60,939 , 
Äa = 195 42 46,108 , 
-«4 = 269 07 58,369 . 

7. In den Rechnungen der trigonometrischen Abteilung der Landesaufnahme 
wird nicht, wie es hier geschehen ist, das arithmetische Mittel w aller aus den 
Beobachtungen gewonnenen Winkelwerte als Beobachtungsergebnis eingeführt, 
sondern die Summe der Satzmittel ( = /> «^ ) , unter Satzmittel das Mittel aus dem 
Ergebnis einer im Hingang und einer im Rückgang gemachten Beobachtung ver- 
standen. Femer wird in diesen Rechnungen die Quadratsumme der wahrschein- 
lichsten Werte der Beobachtungsfehler gebildet aus den Abweichungen der wahr- 
scheinlichsten Werte der Winkel W von den einzelnen Satzmitteln. 



8- Wenn nicht sämtliche Winkel beobachtet worden sind, die sich aus den 
A V ( V — 1 ) Kombinationen der Richtungen ergeben, sondern irgend welche Winkel, 

so werden diese zweckmäfsig ebenso behandelt, wie im folgenden § 35 die Höhen- 
unterschiede im Nivcllementsnetze. Die dort unter Nr. 8 gegebenen mechanischen 
Regeln zur Bildung der Faktoren und Absolutglieder der Endgleichungen gelten 

^adi » ^^^ ^^^ Bestimmung der Richtungen JB^ , R^^ 

beobachtet worden sind, in folgender 



filr Winkel w„ 



assung : 



nach den Punkten P^ , -P^ , Pc > 



a) [i>aa], [phh], ri>«cl, [pdd\^ sind gleich der Summe der Ge- 
wichte derjenigen Winkel, deren einer Schenkel die Richtung nach einem 

ist; 



der Punkte P„, Pi„ P,, P^, 

b) [pa^J, [/»«c], [päd], .... 
[phc],[phd],,... 

[ped],.... 



sind gleich 

den negativen 

Gewichten 

der Winkel 



. fr > «a . c > 



Wfl.rf, 



^b.cy^b'di 

«'cd» 



c) for [pa/], [p6/], [pc/], [pdf], sind die Produkte p/ für sämt- 
liche Winkel anzasetzen, deren einer Schenkel die Richtung nach einem 

der Punkte P„, P^, P^, P^, ist, und zwar mit dem Vorzeichen 

von /, wenn die betreffende Richtung der rechte Winkelschenkel ist, 
dagegen mit dem entgegengesetzten Vorzeichen von /, wenn die be- 
treffende Richtung der linke Winkelschenkel ist.*) 



•) Vergleiche Gaufs, Die trig. und polyg. Rechnungen u. s. w. 
S. 214 u. f. 



2. Aufl. I. Teil, 
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§ 33. Richtungsbestimmungen aus Richtungssätzen. 

I. Verfahren. 
Bei einer Triangulation sind auf dem § 37 die Richtungen nach den 
gg 40, 51, 35, 46, 42, 52 in 4 Richtungssätzen mit gleicher Genauigkeit beobachtet 
worden, so dafs das Gewicht der Beobachtung einer jeden Richtung in einem 
Satze = 1 ist. Die aus den Ablesungen abgeleiteten Satzmittel sind : 





Satz I. 


Satz IL 


Satz ni. 


Satz IV. 




1 

i 


O ' ' ] " 


'1 ° 1 ' ( " 


|i ° 1 ' 1 " 


■j O ' / // 


P, = *40 


"( ■ 


28' 30 42 


'f 


1 1 
' 73 25 30 




1 


1 
«[^ 1163 28 ; 30 


P. = ^'->1 




! 


< 


142 28 22 


4" 


187 35 20 


»^^' 232 31 45' 


i>, = ^.35 




122 17 40 


4' 


,167 12 ' 07 


4" 


bl2i 19 1 23 


. 1 . 1 . . 


P.= S46 


. 1 


• . • 


4' 


201 16 02 


u'^" 246 22140 
tl" 275 37 03 


«{^' ||291 18 58. 


^.= §42 


'.( i 


185 35 47 


4' 


230 29 47 


, 


• 1 


Pt = i 52 


'.' i 


221 15 50 


1 


. 


4" 


311 16 53 

1 


4'- 

1 


^56 13 38 


1 39 59 


51 48 


' 11 19 

1 


, 32 j 51 

. 1 ! 



Es sollen die wahrscheinlichsten Werte rj, r,, r,, r^, r^, r« der Richtungen 
und der mittlere Fehler m = m einer einmal beobachteten Richtung berechnet 
werden. 

1. Die einzelnen Richtungssätze sind in verschiedenen Lagen des Teil- 
kreises beobachtet worden, so dafs also die Nullrichtung des Teilkreises für alle 
Sätze verschieden ist. Um aus den vorliegenden Beobachtungsergebnissen zuerst 
Richtungen zu erhalten, die sich auf eine gemeinschaftliche Nullrichtung beziehen, 
müssen von den Beobachtungsergebnissen die Orientirungswinkel subtrahirt werden, 
die die Nullrichtung des Teilkreises bei den verschiedenen Lagen des Teilkreises 
mit der Richtung nach irgend einem für alle Sätze gleichen Punkte bildet. 
Diese Orientirungswinkel sind uns unbekannt, ihre wahrscheinlichsten Werte 
o', o'^, 0^'^, o^' müssen daher aus den Beobachtungsergebnissen mit abgeleitet 
werden. 



2. Zwischen den wahren Werten der Beobachtungsergebnisse («) imd den 
wahren Werten der zu bestimmenden Gröfsen ( r ) und ( o ) , besteht also allgemein 
die Beziehung, dafs (») — (o) = (r), oder ( « ) = ( r ) -f- ( o ) ist. 

Demnach erhalten wir für unser Beispiel die folgenden Gleichungen für die 
Beziehungen zwischen den wahren Werten der beobachteten und der zu be- 
stimmenden Gröfsen: 



Satz I. 



Satz IL 



Satz III. 



Satz IV. 



(108) 



(.[)^(r,) + (o^), («[') = (r,) + (o^0, 



^s!/)^(r,) + {o''), 



(«r) = (ri)+(o'^), 



^»'\ 



(4 )-=(»-«) + (^ ). ; (*2 )--('•«) + (0 )» 



r>^^\ \ 



K3)=^(^3K(o'), («f) = (ra) + {o^^),! {4")=--{r,) + {o'"), 

(*f)-(r.) + (o^^),| («f^) = (r,) + (o^^O, 

(*^)-(r.0 + (o'), (si')^-{r,) + (o''),\ (4") = (r,) + {o'"), 

(4)--(^6) + (o'), 



(^\'')-{u) + {o'''), 



^riJ 



(^6 ) --('•«) + (0,; (^6 ) = (»••) + (o''). 
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(IM) 





Satz L 


SatzU. 


Satz III. 

1 


Satz IV. 


p, 


Si = r,+o', 






«,"' = '•.+ «^ 


p. 




S^^ = r. + o", 


Sl"=r, + o'". 


4'' = '. +«>"■, 


p. 


S,' = r, + o^ 


Si'=U + o". 


. Si" =r, + o'", 




p. 


. 


Sf=r. + o", 


1 o/// ^ , ^//7 


Sf = r, + o"-, 


Ps 


Si^U+o', 


S|^=r. + o", 


^Si"=r, + o"', 




p» 

1 


Si=r, + o', 




«r^r.+o"', 


Sr = '-. + o^''. 



(110) 





Satz I. 


Satz II. 


Satz m. 


1 

Satz IV. i 

1 


P^ 


ri-S[^s{, 


.,// 0// ,// 


. 


rf'^Ä--.- 


1 ^* 


. 


„// «// .// 

»2 — «2 — *2 ' 


i,///^5///_,///, 


,/-^S-'-,2^' 


/'s 


ri = S|-4. 


'3 —'^3 '3' 


ri-=Si--s-\ 


^ 


P^ 


. 


^// 0^/ ^// 
r^ == Ä^ — 8^ , 


*4 —'^4 '4 » 


„/»' c./r ./r 1 
'4 ^-^4 —«4 '' 


P5 




.,// 0// .// 


/5 --^5 -«5 > 


1 


P« 


,/ C^ J 


- 


I „/// «/// ./// 


/F' c>/r jv \ 



4. Wir zerlegen nun diß wahrscheinlichsten Werte r und der zu bestim- 
menden Gröfsen in die Näherungswerte r und und in die diesen beizufbgenden 
kleinen Aenderungen d x und d , setzen also : 

ri=Xi+dXi, ' 



(111) 



5. Mit diesen Näherungswerten der zu bestimmenden Richtungen ergeben 
sich die Näherungswerte 8 der beobachteten Satzmittel nach: 



ri = x^+dx^, 


0^ ==0^ +do^ , 


r3 = Xs + dXt, ' 


o^^=o^^+do^', 


r^ = x^+dx,, 1 


o'''^o'''-\-do"', 


r5=^rs + di^, , 


o^r^^n'_^_^^ir 


r^-^rn + dra, 





(118) 





Satzl. 


Satz II. 


Satz m. 


Satz IV. 


p, 


8f = r.+i)'. 


«r=r.+o", 




«r^r.+o^'-, 


p. 




«^^ = t. + o", 


8^"=r.+o"^ 


8r = r. + o"-, 


Pz 


«8 = »• + »'. 


sf=r. + o". 


8("^t, + o"', 


' 


P4 


. 


8f=t,+o", 


8i'^-t,+o"^ 


«4"' = r,+0"-, 


1 ' 


8^=t.+o^ 


45"=». + "". 


il"^x, + o'". 


i 


p. 


«i = r. + o^ 




s|" = r. + o"^ 


Se"' = r. + o"'.i 
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6* Differenziren wir diese Ausdrücke ftlr die Näherungswerte 3 nach r und o, 
so erhalten wir folgende Düferenzialquotienten: 



(114) 





Satz I. 


SatzH. 


Satz ni. 


Satz IV. 


P^ 










"» eti +*' 


Pf 


• 




** =-eV = + ^' 


,r eJ'2"' 
*"=^ = + »' 


Ps 


3 ors ^ ' 


'3 --er, - + i' 


c«^ = ",^» = + 1. 




A 






''* - er, - + ^' 


«^i'-erV-^^' 


A 




5 ctg ^ ' 


cf'" 


• 


1^6 






^« - ar.- + i' 


'• - er,— + ^' 


P, 






• 




Pf 


• 






iv 8^2'' 

'^' = eo-= + ^' 


Pa 


Ä^— - — -4- 1 




dFi" 


• 


P4 


• 




* 'eo™~^ ' 


'* -eo"'~ + ^' 


P, 


A^_- \ LI 




* ~eo"^"^ ' 


• 


A 




• 


« ~eo"^~^ ' 


'• -eo^>'- + ^- 1 



7. Die Abweichungen / zwischen den Näherungswerten d der beobachteten 
Gröfsen und den Beobachtungsergebnissen « sind: 



(115) 





Satz L 


Satz IL 


Satz III. 


Satz IV. 


Pl 


f{-^{—[> 


/i — »1 — »1 * 




/i — »1 — «1 > 


A 


. 


/ 2 — *2 — 2 » 


/r^öf— 2^^^ 


/2 — »2 '2 ' 


A 


/g — »8 — »8, 


/« — »3 — *8 » 


//// a/// ./iT 
/3 — *^3 ~"*S > 


1 


p, 


. 


/4 — »4 *4 » 


fIII_.III III 
/4 — «4 — *4 ' 


/r=«r-.r, 


P5 


/6 — Ö5 — *5> 


fll_^n_ II 


fIII_g,m JII 


. 


Pe 


/« — »6 *6> 


. 


flu ^III JII 


/^''^«r-'r- 



8. Hiermit ergeben sich die, der nachfolgenden Reduktion wegen, gleich 
zusammengefafsten umgeformten Fehlergleichungen (116) und (117) : 
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Satz. 


p>. 1 -p.. 


- II 


(116) 

und 


I 

' n 
1 m 

1 ^^ 


"f =/[ +dXt + do' , 


fl =fi +dt, + do' , 
Jl fll 1 J- 1 J„// 

JII flllxj, ijJII 

'8 =/8 +dlt + do , 




=^fi +dx^ + do' , 


(117) 


! 1 
n 
III 

1 IV 


P,. P*. 


... 1 




4' =^fi' +du+do" , 


i"^fi"-^du + do'". 




=fi"+dx, + d,'". 



9. Diese umgeformten Fehlergleichungen können nach den Formeln (1S4) 
irt werden a 
Fehlergleichungen : 



reduzirt werden auf die folgenden nur noch do', do^^, do'^', do'^ enthaltenden 



(184) 



Satz. 


P.. Pz- 




P5. 




I 


r>i =f[ + do' , Gew. = 1 , o^ =/( + <io^ , Gew. = 


!.»( 


^fi +do^Gew. 


= 1, 


II 


»1 =/i +00 , , =l,»>s =/8 +do , , = 


1.»^^ 


=/^'+<i<.^^ . 


= 1, 


ni 


»s =/s +do , , = 


1 «^^^ 


=/f+do«^. , 


= 1, 


. IV 

1 


»1 =/i +«0 , » =1,! 




. 






P,. i P,. 




P.. 




1 I 


! 




=/,^ +do^Gew. 


= 1, 


u 


of =/-f +do",Gew. = l,of =/i^ +rfo",Gew.= 


1, 


. 




in 


_/// //// , j„/// _ 1 ,,in_ fiii, j.ni 

"2 ='2 +"'>.» — li»« =/4 +"" . » = 


hr>i'' 


-^fi"+do''\ „ 


= 1 


IV 


»2 =/2 +""' » » =l.''4 ='4 +«<' > » = 


l>r' 


= /e^^' + c^o^^ „ 


= 1, 


p. 


». = [A]+rfo' + <io" +do^'', 


Gew. 


__ 1 




p. 


». = [A1 +do"+do"^+do"', 


yy 


»2' 




■P, 


B . = [A ] + do^ + do^'^ + <Jo"^ 


n 


__ 1 

«3' 




; P. 

1 


». = [/«] +rfo^^+do'"+do"', 


n 


__ 1 
«4' 




j ■^' 


t>> = [f,] + do'+do" + do"' 


n 


__ 1 




i ^* 


». = [/.] + <'o^ +<io^"+do"', 


If 


--1 





worm »1 



die Zahlen sind, die angeben wie oft die Richtungen 



beobachtet worden sind. 



10. Die in den letzten Fehlergleichungen vorkommenden Werte [/] werden 

sämtlich = , wenn für die Näherungswerte r,,ra, r« das arithmetische Mittel der 

durch Subtraktion der Näherungswerte der Orientirungswinkel o^, o'^, o'^' , o^^' 
orientirten Satzmittel « genommen wird, wenn also beispielsweise r i berechnet wird nach : 

_ ( g — ) + («, —0 )4-(«, —0 ) 
r,_ — - ^ - 
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Vermittelnde Beobachtungen. 



II. T. IV. A. 



Denn dann wird nach den Formeln (118) und (115) : 

j-r ^ (iJ ,.i\\iM t.ii\\^tJ^' fxi^'\\\tsi J 

J\ =-3-((«i--o ) + («1 — ) + («i —0 )J+o —«1 , 

(i =-3-((«i — ) + («1 — ) + (»i —0 )j+o —«1 , 









11 


. Hiemach 


ergeben 1 


sich 


aus 


» den Faktoren 


u 


. s 


. w. der reduzirten Fehler- 






gleichungen die Faktoren 


u. s. 


w. der reduzirten Endglei 


chungen wie folgt: 


Nr. 


P- 


Ä. 


».j*.|/. 


f. 

» 


phh. 


phi. 


phkphLphf, 

1 


pH. pi 


k,pi 


Upif. 


pkk.pkL 


/>*/. 


pii. pif.\ 


1^ 




+ ^' • 




+ 1 




* , • 


+ fi 












. 


. 




. 1 


l" 






+ 1 


• , • lA" 












-fl 








+f\' 


, 




, 


. 


. 


1/r 






• ' • i+i'/r 


, 




1 






+ 1 








+/? 


• 






• 


+ 1 


+A"- 


2^^ 




. +1' . : . fi' 


2/// 




• 1 . ;+i . 7f^ 










, 












+ 1 






+4" 


. 


, ' 


2''' 




. 1 . i . :+i/r 


+ 1 










+fi 










• 


• 






• 


+1 


+fi\ 


3^ 




+ 1 . . 


• fi 


3^^ 




. +1 . 


• ifi' 


, 




, 






+ 1 








+fi' 


. 






, 




. 


g/// 




• 


+ 1, . \fi" 


• 




• 




' 


+ 1 








+fi' 


+ 1 






^fi" 


• 


• 


4'^ 




1 
. +1 


. .|/f 


4/// 




. . '+ 1 . fi" 










, 












+ 1 






+/^r 


. 


. 


4^^' 




. ..i+i/r 


+1 


• 








+fi 










• 


• 






• 


+1 


+fr 


5^ 




+ ii • ; • 1 • fi 


• 1 


h" 




. '+1 . . fi' 


, 








+ 1 








+/;' 


. 






. 


. 


. 


b''' 




• , • :+i • /f 


+ 1 




• 




+fi 












+ 1 




+fi" 


• 


• 


6^ 




+ 1! . ' . ' . /.^ 






ß^^^ 




• • +1 • A" 


, 






















+ 1 






+/r 


. 


. 


6^^' 




• 


• :+ üi'' 


i 
3 


1 

3 


: 








1 
3 








. 










+ i+^r| 


1 


1 
3 


+ 1 


+1 


, 


+ 1 





I 
"3 


1 
3 


1 

3 


- 


2 


1 
3 


• 


+ 1 


+ 1 + 1 





• 




. 


. 




1 
3 


1 
3 


1 
3 




1 
3 


1 

8 




1 

3 • 


3 


1 
3 


+i:+i 


+ 1 


• 





1 
'3 


1 
3 


1 
3 


• 




1 i 
3 


1 
3 


• 




1 
3 


• 




• 


- 


4 


1 
3 




+1 


+ 1 + 1 







• 


• 


• 




1 
3 


3 3 


• 


1 
3 


1 
3 




1 
3 


- 


5 


1 
3 


f.'.. 


+ 1 







1 
3 


1 
3 


1 
3 


. 




1 
3 


1> 
3 • 


• 


1 
8 


• 




• 


- 


6 


1 
3 


+1 


• 


+ 1 


+ 1 





1 
3 


' 


1 


1 
3 




• 


* 1 ' 


• 


r 1 
3 "3 




1 
3 


• 


1 1 


*i 


-1 


-1 


- 


2 
3 


i/'i 


^ 3 


4 
8 


1 


1 


|[/-^^] 


^ 3 


|— 


1 


[/'"] 


^1 


[/"'] 
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13. Die reduzirten Endgleichungen sind hiemach : 

- do'+^^do''-l-do'''^ do''' + [f"]=0, 
_ do'^ldo''+^^do'''^- do'^+[f'^'] = 0, 
-Ido'^ do'^~ do'''+^^do''' + [f''']=0. 

Die Summe dieser Endgleichungen giebt = 0, die Gleichungen liefern also 
keine bestimmten Werte für do^, do^^ , do^^^ , do^^ , was hier ebenso wie im §32 
darauf zurückzuführen ist, dafs wir bis jetzt keine Bestimmung darüber getroffen 
haben, auf welche Richtung als Anfangsrichtung die Richtungen bezogen werden 
soUen. Wir treffen diese Bestimmung jetzt und zwar in der Weise, dafs wir die 
Anfangsrichtung nehmen^ die sich ergiebt, wenn 

do^+do^^ + do^" + do^^' = 
wird. 

IS. Addiren wir diese Gleichung zu allen reduzirten Endgleichungen,, so 
erhalten wir: 



^>' ■ ■ + 


grfO^^ + f/'] =0, 


• +>"-l''>"' 


. +[/''] =0, 


■ -l-^o"+>"' 


. +[/'"] = 0, 


+ l-äo' . . + 


3<io^^' + [/"']=0, 



woraus rfo^, do^^, do"\ do^^ in einfachster Weise erhalten werden. 
14. Für dti, dr«, dr« erhalten wir nach Formel (187) : 

dt, = -S . ^do"Jtdo^" + do^^), 
<irs = --- (do^ + do^^+do^^^ . ), 

na 

dr« = --(do^ . 4-do^^Hdo^*'), 
»*« 

oder, wenn wir von den in den Klammem stehenden Ausdrücken d o' + d o''+ d o^'^ 
-t-do'^ = subtrahiren,: 



dr, = + ^do'^ ,' dr, = + ^do^, 
dx,^ + ^do'\ : dx,^-\-^do". 
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Vermittelnde Beobachtungen. 



ht. IV. a. 



15. Bei der praktischen Anwendung des dargelegten Verfahrens kann jede 
Formelentwicklung vermieden werden, indem wie folgt verfahren wird: 

a) Aus den Beobachtungsergebnissen « werden durch Subtraktion der Nähe- 
rungswerte der Orientirungswinkel die orientirten Satzmittel « — o gebildet. 
Diese werden gemittelt, womit die Näherungswerte t der Richtungen erfialten 
werden. 

b) Hiermit werden die Abweichungen der Näherungswerte von den Beob- 
achtungsergebnissen /■ = r — (« — o) gebildet. Die Summe dieser Ab- 
weichungen soll für jede einzelne Richtung gleich Null sein. Die kleinen 
durch Abrundung der Zahlenwerte von r entstehenden Abweichungen der 
Summen von Null werden vernachlässigt. Die Summe der Abweichungen/ 
für jeden Satz üefert die Werte [f^] , [/^^ ] , [f^^^] ,...., die die Absolut- 
glieder f , , U, f » > der reduzirten Endgleichungen sind. 

c) Sodann wird für die Bildung der Faktoren der reduzirten Endgleichungen 
eine Tabelle nach folgendem Schema hergestellt: 





p, i 


a. 


b. 


c. 


d. 










.... 










c .. .. 

a< 

i 


a. 


.... 


1 

2 
3 


_ 1 

1 

_ 1 

»8 


S.I. 


S.U. 


S. III. 


S.IV. 




n^+1 


+ 1 


+ 1 


+ 1 




n''+l 


+1 


+1 




n'''+l 


+ 1 




n"- + l 





































d) 



In diese Tabelle wird in die mit Satz I, Satz II, Satz III, Satz IV, 

Überschriebenen Spalten + 1 eingetragen für jede Richtung , die in dem 

betreffenden Satze vorkommt. Für n^, n'^, n'^^, n^^, wird die Anzahl 

der Richtungen eingesetzt , die in den Sätzen I, II, III, IV, vorkommen 

und für ni , n, , na, die Zahl, die angiebt, wie ofl die Richtungen 

1 , 2 , 3 , beobachtet worden sind , wonach sogleich die Bildung der 

Faktoren der Endgleichungen in dieser Tabelle in gewohnter Weise erfolgen 

kann. Die in den Spalten [iXrpaa,pab,pac, vorgetragenen Beiträge 

n^ -\-l f + 1 , + 1 , zu den Summen [pa«J, |p«*], [p«c], .... sind, 

wie eine Betrachtung der Tabelle auf Seite 140 zeigt, die Beiträge, die die 
in dem Schema unberücksichtigt gelassenen Fehlergleichungen und die 
Gleichung do^ + d o" + d o^^^ -\- rf o^^+ . . . . = zu den Faktoren der redu- 
zirten Endgleichungen liefern. 

Durch Auflösung der reduzirten Endgleichungen werden die Zahlen- 
werte von do^, rfo^^, rfo^^^, do'' , erhalten, und danach die Zahlen- 

, indem richtungsweise die Summen der 



werte von dx i, dx^ , dta, 



do , rfo , do , do f derjenigen Sätze, worin die Richtungen 

1, 2, 3, nicht vorkommen, gebildet und durch n,, ng, ng, .... dividirt 

werden, so dafs also beispielsweise, wenn die Richtung 2 im Satze I, 
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III und V beobachtet worden ist, während sie in den Sätzen II und IV 



nicht beobachtet worden ist, dr» = 



1 



3 



(do" + do'' ) ist. 



Wenn in allen Sätzen alle Richtungen vorkommen, wenn also alle 
Sätze voll sind, so werden hiemach die Aenderungen dxi , dr«, dx g, ...^ 
sämtlich gleich Null, und die wahrscheinlichsten Werte r der Richtungen 
sind dann gleich den Näherungswerten r. 

e) Nachdem die wahrscheinlichsten Werte o = o + <i o der Orientirungswinkel 
und r = r + d r der Richtungen gebildet sind , werden zur Probe für die 
gesamte Rechnung und behufs Berechnung des mittleren Fehlers die 
wahrscheinlichsten Werte S = r-\-o der Satzmittel und die wahrschein- 
lichsten Beobachtungsfehler r = S — s gebildet. Die Summe der wahr- 
scheinlichsten Beobachtungsfehler mufs nach den Formeln (1!^) sowohl 
für jede einzelne Richtung, als auch für jeden Satz gleich Null sein. 

Der mittlere Fehler m = m einer Richtung vom Gewichte 1 ergiebt sich 

nach Formel (125) m = m = 2tV __ ; worin, wenn n^ die Anzahl der 
zu bestimmenden Richtungen und n^ die Anzahl der beobachteten Sätze 
bezeichnet, die Anzahl der zur einfachen nicht versicherten Bestimmung 



Nr. der 






1 






Ziel- 


Satz I. 


Satz IL 


■ Satz IIL 


1 Satz IV. 




punkte. 


i' ', ! 






O / ' // jl O / // 1 O i H O \ t l H 


O * // 




1. Satzmittel a. 




§40 


28 30 42 ' 73 25 30 ! . . . l| 163 28 30 




51 


. . . 142 28 22 187 35 20 '232 31 , 45 




35 


122 17 40 167 : 12 07 212 " 19 23 .| . . . 




46 


. 1 . . 201 ; 16 02 246 ' 22 


40 


12911 18 , 58 




42 


185 : 35 47 230 29 ; 47 275 37 03 


1 




52 


221 15 50 . . . 311 1 16 53 


356 13 38 




39 59 ] 51 48 11 . 19 


1 32 51 


2. Näherungswerte o der Orientirungswinkel. 




28 30 ' 40 73 25 30 | 118 32 20 | 163 28 30 


4. Näherungswerte 
der Richtungen 










^_[«-o]^ 




3. Genähert orientirte Satzmittel « — o . 


n 


§40 


00 02: 00 00 . . . 


00 ' 00 


00 


00,7 


51 


. 1 . . 


69 02 ; 52 69 03 00 


69 03 15 


69 03 


02,3 


35 


93 47 00 


93 46 1 37 93 47 03 


1 . 1 . 


93 46 ! 53,3 


46 


... 


127 50 32 ; 127 50 20 


127 50 28 


127 50 26,7 


42 


157 05 07 


157 04 17 157 04 43 


1 . 


157 04 42,3 


52 
[•-0] 


192 45 10 


. 192 44 33 |192 45 08 


192 44 57.0 


, 37 19 44 , 18 29 39 ;, 38 i 51 


] 1 30 02,3 ==[r] 
Probe. 


= [s] 


1 02 40 07 ' 30 1 41 40 1 54 00 


1 39 59 


' 51 48 

! 


11 

1 1 


19 


32 51 

1 
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Vermittelnde Beobachtungen. 



n.T. IV. A. 



Nr. der 






' 1 






Ziel- 


Satz I. 


Satz IL 


Satz IIL 1 


Satz IV. 




punkte. 






; 








O 1 / 1 // 


Ol 4 \ tt 


o 1 . 1 ., 1 


O 1 t '. // 


° 1 ' 1 " 




5. Abweichungen /* = r — ( « — o ) . 


Summe. 


§40 




— 


1,3 




+ 1 0.7 


' i : • II ^ + 1 0,7 


+ ; 0.1 i 


51 






, 




+ 


10,3 


+ 


2,3 1 - 


12,7 




0,1 




35 




— 


6,7 


+ 


16,3 


— 


9,7 


. 


— 


0.1 




46 






. 




— 


5,3 


; + ; 6,7 


— 


1,3 


+ 10,1 




42 




— 


24,7 




+ 125,3 


- 0,7 




, 


-i0,l 




52 




— 


13,0 


1 . 


+ 24,0 


1 - ' 11,0 




0,0 




[/^] = -45,7 


ll 


[/^^^]-24,3 


— 


0,1 




6. Bildung der Faktoren der Endgleichungen. 




P- 


a. 


6. e. 


d. 


1 1 
paa.pab.ipae. päd. 

i 1 1 


pbh. 


pbe. 


pbd. 


pcc. 


ped. 


pdd. 






S.I. 


1 

s.ii.s.ni. 


S.W. 


+ 5 


f 1 


+ 1 +1 


+ 6 


+ 1 


+ 1 


+ 6 


+ 1 


+ 5 


g40 


1 
3 


-f-1 


+ 1 . 


+ 1 


1 

3 


1 
3 


1 
• . 3 


1 

3 


• 


1 

3 


• 


• 


1 
3 




1 












1 


1 


1 


1 


1 


1 


51 


"~3 
1 


• 


+ 1 


+ 1 


+ 1 


1 1 


l 




"" 3 "" 3 
1 1 


~3 


1 


"■3 


""'3 


35 


""3 


+ 1 


+ 1 


+ 1 


• 


~ 3 ~ 3 


~3 


• 


"" "3 ~ 3 


• 


"" 3 


• 


• 


46 


1 
3 


• 


+ 1 


+ 1 


+ 1 


1 


• 


• 


1 
3 


1 
3 


1 
3' 


1 
3 


1 
3 


1 
3 


42 


1 

3 


+ 1 


+ 1 


+ 1 


• 


1 Ij 1 
3; S 3 * 


1 
3 


3 * 


1 

3" • 


• 


52 


1 
3 


+ 1 


• 


-i-1 


+ 1 


ll i 
3i • 


1 1 
3 3 


1 


• 


ll 1 
3 3 


1 
3 


11 « 


1 


13 l' 


. 131 ^ 


11 














+ 3 ' « 1+3 


+ 3 '-3; » 

; 1 


+-3I ü 


+ -3 


7. Endgleichungen. 


+ 3-rfo^ . . +A<io^»'- 45,7 = 0, 


. +l|do//^|do/// . +47,3 = 0, 


. ^l-do^'+l^do'^' . +22,6 = 0, 


! 

1 




+ 


-1-' 


0^ 












+" 

+ 3 


d 


0^^ 


-24 


3 = ( 


}. 
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8. Auflösung der Endgleichungen. 


9. Wahrscheinlichste Werte o 


-f rfo^ -502,7 + 24,3 = 0, 


dD^ = + 12,0", 


der Orientirungswinkel. 


-^g? do^^ + 614,9 + 22,6 = , 


do^^=-ll,4, 


0^ =0^ +do^ = 28^30' 52,0", 
0^' =0^' +do^^ = 73 25 18,6 , 


-^ do^'^+ 293,8 + 47,3 = , 


do^^^=- 6,1, 


o'^^=o^^^+do^^^=118 32 13,9 , 


-120 ^o^'_ 267,3 + 45,7 = 0, 


do'^ = + 5,5, 


o^^' = o^^' + do^'' = 163 28 35,5, 


[o] = [o] . = 57 00,0. 


[do]= 0,0. 




10. Wahrscheinlichste Werte r der Richtungen. 


g40 


dt,= l do^^'=-2fi", , r, = r» + </r, =359° 59' 58,7", 


51 


dx^ = l do^ = + 4,0 , r, = r, + rfr, = 69 03 06,3 , 


35 


dr, = g do^*^= + l,8 , r, = rs + <fr, = 93 46 55,1 , 


46 


dt,= Ido' = + 4,0, r, = r, + (ir,=127 50 30,7 , 


1 42 


dx,= ldo''' = + hS , \ r, = r5 + dr5=157 0444,1, 


52 




dr,= J (io^^=-3,8 , ' T^ = x^-\- dx^ =192 44 58,2 , 


\dx\= +5,8, [rj=[r] + [drj= 30 08,1. 


11. Wahrscheinlichste Werte S = r + o der Satzmittel. 


Nr. der 
Ziel- 


1 
Satz I. 1 Satz IL 


1 

Satz III. 1 


Satz IV. 




punkte. 


1 1 11 ' 


O / ' #/ 1 


o ; / 1 /* 




§40 


28 1 30 50,7 ! 73l 25 ! 17,3 . . ' . 


1 

163 28 34,2 


1 ^1 


. .1 . 1 1421 28 24,91 


187 1 35 '20,2 


232 ; 31 


41,8 




35 


122, 17 1 47,1 'l 167 I 12 113,7 212 1 19 09,0 j 


• 1 • 


, 




46 


, 


. 1 . 201, 15 ,49,3|;246 22 144,6 


291 19 


06,2 




1 42 


185 


35 36,1 230 ; 30 02,7 1! 275 36 ,58,o' 


. 


. 




52 


221 


15 45,2| . , . . 1 311 17 |07,1| 


356 13 


28,7 


Probe. 

tÄ] = [.]. 




39 59,1 !| ' 51 '47,9 

i !1 , 1 


11 

1 


18,9! 

1 1 


32 

1 


50,9 



Koll. 2. Aufl. 



10 
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Vermittelnde Beobachtungen. 



ILT. IV. A. 



Nr. der 








1 

1 


Ziel- 


Satz I. 


Satz IL ,1 Satz III. 


Satz IV. 


1 


punkte. 










1 




O 1 / 1 // 


o I / 1 ,/ 1 o 1 ' ; " 


o 1 , 1 » 


i 

1 

Summe. 




12. Wahrscheinlichste Beobachtungsfehler r = S — « . 


g40 


+ 8,7 


- 1 12,7 




I • 


1 


+ 4.2 


+ 0,2 


51 


. 


+ 2,9 




+ 


0.2 




- 3,2 


— 0,1 


35 




+ i 7,1 


+ 6,7 




— 


14,0 






. 


-0,2 1 


46 




. 


- 12,7 




+ 


4,6 




+ 


8.2 


+ 0,1 


42 




- 10,9 


+ 15,7 




— 


5,0 






. 


-0,2 


52 


!- 4.8 


i • 




+ 


14.1 




— 


9,8 


0,0 j 


+ 


0.1 


- 0,1 

1 






0,1 


— 


0,1 


-0,2 




13. Quadratsumme [w]. 




Summe. 


§40 




761 


161 |l 








18: 


255 


51 




. 1 


8 ,1 









10 




18 


85 




50 






45' i; 


^96 






. 




291 j 


46 




. 






161 1 1. 


21 




67 


249 j 


42 




119 




246' l| 


25 




.1 


390 


52 




23 




. 1 


1 

! 


199 1 




86' 


808 j 




268 




621 1 


1 


441 


) - 




181 

i 


1511=[rrJ 


tn = m = 


=±y.-<., 


■vv] 


T-i 


tys—^«"- 1 



der », Richtungen q = n^-\-n^ — l ist. Dafs die Anzahl der zu bestim- 
menden Gröfsen in unserer Rechnung =n^-\-n^ ist, widerspricht dieser 
Bestimmung von q nur scheinbar, denn eine von den in der Rechnung 
vorkommenden zu bestimmenden Gröfsen mufs willkürlich angenommen 
werden, um für die übrigen bestimmte Werte zu erlangen. 

16. Nach dem vorstehend dargelegten Verfahren ist die Rechnung für unser 
Beispiel in den vorstehenden Tabellen (Seite 143 bis 146) durchgeftlhrt. 



17. Nach den Formeln (128) soll hier, wo die Gewichte p=l sind, 

[flt;] = [6v] = [cv]r= =0 sein. Bilden wir nun die Summen [ « « ] , [ ^ t' ] , 

[ c f ] , mit den unter Nr. 6 erhaltenen Werten der Differenzialquotienten a,b,e^ 

und mit den unter Nr. 3 in den Fehlergleichungen (109) und (110) erhaltenen 
Ausdrücken ftlr die wahrscheinlichsten Beobachtungsfehler v, so erhalten wir 
folgende Gleichungen: 

iav] = (r,+o'^4) + (r, + o''-s{')+ . +(r, + o^»' -«['') = 0, 

[61^ = 



M\ 



Jii 



IIIk 



(r, + o"-40 + (r2 + o^^'-4^^) + (r, + o''-«^^) = 0. 



[yr] = (r, + o^-.ß^)+ . +(r. + o^'^-«^^^) + (re + o^»'-.,^^')=0, 



Digitized by 



Google 



§ 33. Ricbtungriteatiiiiiiiuiigen aus Richtungss&tzen. 147 

[A«] = (r.+o^ -.( )+ . +('•, + 0^-4) + 

+ (r, + o^ _,() + (r. + o'f -,l )=0, 
[i«] = (r.+o" -«{^ ) + (r. + o"-.f ) + (r, + o"-.f) + (r, + o"-.f ) 

+ (r, + o"_.«)+ . =0, 

i/«"]={;.'i>'i".f )+(ri+>-4''V+ +(r.+>-'.rV 

Hiernach mufs, wie leicht zu übersehen ist und wie unter Nr. 15 e bereits 
angeführt ist, die Summe der Abweichungen zwischen den wahrscheinlichsten 
Werten r der Richtungen und den orientirten Satzmitteln « — o , oder, was dasselbe 
ist, die Summe der wahrscheinlichsten Beobachtungsfehler sowohl für jede einzelne 
Richtung, als auch ftkr jeden Satz gleich Null sein. 

18. Aus den obigen Gleichungen folgt: 



■.=!( 



+ («2—0 ) + (*2 ""<* ) + (*2 ~~^ n 



»^ =|«*l —••)+ • +(»(-'•.)+ • +('5 -••») + (•« -'.)). 

o"= J-((.f -r>) + (4^-r.) + (*f-r.) + (.f -r.) + (.f-r,)+ . ), 

9 

«>"'=i(('r— ".)+('2''-'-.)+ • +(«r-'-o+ • +('6''— •.)). 

Hiemach sind die wahrscheinlichsten Werte der Richtungen r je gleich dem 
arithmetischen Mittel der orientirten Satzmittel « — o fiir die betreffende Richtung 
und die wahrscheinlichsten Werte der Orientirungswinkel o je gleich dem arith- 
metischen Mittel der Unterschiede « — r der Satzmittel und der wahrscheinlichsten 
Werte der Richtungen in dem betreffenden Satze. 

Auf diesen Regeln beruht das folgende vielfach angewendete Näherungs- 
verfahren:*) 

Eis werden in irgend einer Weise möglichst gute erste Näherungswerte o' 
der Orientirungswinkel gesucht, damit die Satzmittel « orientirt und die orientirten 
Satzmittel « — o' richtungsweise gemittelt, womit erste Näherungswerte r' der 
Richtungen gewonnen werden. Diese werden von den orientirten Satzmitteln 
subtrahirt und die erhaltenen Unterschiede (» — o') — «' werden richtungsweise 
und satzweise addirt. Die Summe der Unterschiede (« — o') — r' mufs richtungs- 
weise gleich Null sein, da die Werte r' das arithmetische Mittel der für jede 
Richtimg vorliegenden orientirten Satzmittel » — o ' sind. Das arithmetische Mittel 
der Unterschiede (« — o') — r' in jedem Satze liefert zweite Näherungswerte o" 
der Orientirungswinkel , die , den einmal orientirten Satzmitteln « — o ' beigefügt, 
die besser orientirten Satzmittel (« — o') — o" liefern, die nun weiter behandelt 
werden, wie die einmal orientirten Satzmittel. Hiermit wird fortgefahren bis 



•) Vergl. Helmert, Ausgleichungsrechnung, S. 154 ff., Jordan, Handbuch der Ver- 
messungskunde, 2. Aufl., I.Band, S. 341 flf., 3. Aufl., 1. Band, S. 228 ff., Kataster-An- 
Weisung IX v. 25. 10. 81, S. 93 ff., Gaufs, Trig. und polyg. Rechnungen, 2. Aufl., I. Teil, 
S. 192 ff. 
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die Summen der Unterschiede zwischen den orientirten Satzmitteln und den Mittel- 
werten der Richtungen sowohl richtungs- als satzweise gleich Null, oder so nahe 
gleich Null sind, dafs die Abweichungen von Null vernachlässigt werden können. 
Wenn dies erreicht ist, stimmen die zuletzt erhaltenen Mittelwerte der Richtungen r 
so genau mit den sich bei dem direkten Verfahren ergebenden wahrscheinlichsten 
Werten r der Richtungen überein-, dafs die ersterert für die letzteren genommen 
werden können. 

Anstatt zuerst Näherungswerte o' der Orientirungswinkel zu ermitteln, können 
auch zuerst. Näherungswerte r' der Richtungen bestimmt werden. Dann ändert 
sich das ganze Verfahren nur in sofern als die obigen Formeln oder Regeln für r 
*md in umgekehrter Reihenfolge angewendet werden. 

Bas Näherungsverfahren führt um so schneller zum Ziel, je mehr die ersten 
Näherungswerte bereits den wahrscheinlichsten Werten nahekommen. 



§ 34. Richtungsbestimmungen aus Richtungssätzen. 



Auf 



2. Verfahren. 
16 sind die Richtungen nach den ti 



13, 17, 18, 20 in 16 Sätzen mit 
gleicher Genauigkeit beobachtet worden. Die Beobachtungsergebnisse sind so weit 
wie thunlich in der Weise zusammengefafst worden, dafs fbr die Sätze, worin 
dieselben. Richtungen vorkommen ,' das Mittel aus allen Beobachtungsergebnissen 
gebildet worden ist. Diese gemittelten Beobachtungsergebnisse sind: 





Satz- 


Satz- 


Satz- 


Satz- 


Satz- 


Satz- 




gruppe I. 


gruppe n. 


gruppe in. 


gruppe rv. 


gruppe V. 


gruppe VI. 


Mittel aus 


3 Sätzen. 


2 Sätzen. 


3 Sätzen. 


4 Sätzen. 


2 Sätzen. 


2 Sätzen. 




o t . tt 


O ' / ' #/ 


o 1 / ! /' 


o ' / \ ft 


o : / ' // 


o 1 ' ! " 


Pi = §13 


00 00 


1 


1 00 00 


0,00 


00 


1 


00 ,00 


P«= 17 


12 04 38 


0;00 00 


12 04 13 


, 




, 


• 1 . . 


12 04 


37 1 


P8= 18 


37 10 


08 


25 05 


40 


, , 


, 


37 


10 


20 


OiOO 00 


. 


, 


P,= 20 


55; 47 


38 


43,42 


45 


55 47 


20 


• i • 


. 


18 1 37 j 50 


. . 


. 


02 

1 


19 




48 


25 


51 


33 




10 


20 


■ 37 1 50 

1 ' 


04 

1 


37 



Es sollen die wahrscheinlichsten Werte 



l t ^if ^8> 



der Richtimgen und 



der mittlere Fehler m einer einmal beobachteten Richtung berechnet werden. 

Wir nehmen als Gewichtseinheit das Gewicht des Mittels aus 2 Sätzen, so 
dafs das Gewicht des Mittels aus 3 Sätzen = 1»5, aus 4 Sätzen := 2,0 ist, während 
das Gewicht einer einmal beobachteten Richtung = 0,5 ist. 

1. Wenn, wie im vorliegenden Beispiele, die Anzahl der Richtungen kleiner 
ist als die Anzahl der Sätze, empfiehlt es sich, das im §33 behandelte Verfahren 
derart zu ändern, dafs in den reduzirten Fehlergleichungen und demnach auch in 
den reduzirten Endgleichungen nur die Aenderungen dti, dr«, dts, . .. der 
Richtungen vorkommen. 

Mit Beibehaltung der im Beispiele 8 gewählten Bezeichnungen ergeben sich 
fllr das vorliegende Beispiel die folgenden umgeformten Fehlergleichungen: 
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Satzgruppe I. 


Satzgruppe IV. 




p, 
p, 

Pa 
P4 


vi=fi+dx, + do', „ ^pi, 


ri'-=f'/ + dx. + do"\Ge^.^pl'; 

vi''=fi'' + dx, + d,"-, ,' =P3"'. 




Satzgnippe IL 


Sat^ruppe V. 


(11«) 

und 


Pi 
A 

P4 


4'=f¥+du + do'', Gew. --=p^^ 
<'=fndx, + do^', . =pi\ 

<' = fi'+du + d0'^, n =pi^ 


v^=fl' + dt» + do*', Gew. =^8»^, 




Satzgruppe III. 


.Satzgruppe VL 




P, 

P, 
P4 


r{"^r{"+dx. + do"',Gev^.=pi". 
4"==fi"+dv, + do"\ . =pi", 

^i"=fi"+dx, + do'", .' =pi", 


rr=fi''+dx,+do'', Gew. =pi''^, 
4'=f^'+dx, + do'-', , =pI', 



3. Diese umgeformten Fehlergleichungen können nach den Formeln (ISO) 
reduzirt werden auf die folgenden nur noch dr,, dr,, dx^, dx^ enthaltenden 
Fehlergleichungen: (ISO) 



A 
A 
A 
A 



A 
A 
A 
Ai 



A 
A 
P, 
P* 



S. G.I 

s.G.n 
s.G.ni 

S.G.IV 
S.G.V 
s.o. VI 



Satzgruppe I. 



Satzgruppe IV. 



y>{=f[+dxi, Gew. =/>[, 

»4=/"4 + ^'^*> » =^4» 



of=/-[»+dr,,Gew. =pr, 



^/J'. 



=/s'' + <ir,, 



= P8 ' 



Satzgruppe II. 



Satzgruppe V. 



«>2=/2+<ir,,Gew. =p^S 
^i'=fi'+dx,, „ =pi', 



^l=fl + dx^, Gew. =pI^ 
O4 =fl -^dx^y „ =p^ 



Satzgruppe III. 



Satzgruppe VL 



rill 



III 



<'=/i" + dt,,Gew. =p{", 



^III 



=f2'+dx,, 



III 



D4 =/4 +<*'^4> 



-P2 > 



P4 > 



^i'=fr + dxi, Gew. 
©2 —'2 ~r"'^«> » 



= P2 > 



ö^ =/[/] + P^rfr, + pUx,+ /<ir,+ /dr„Gew. = - 
ö^'=p''[/''] . +p" dx,+p'' dx,+p'' dx,, „ =• 
^m=pm[frii^+prii^,^^j,iiUt, . +p'''dx., „ =- 

ö =P [/ J+P «^fi • +P dXi . , „ =- 
v'''=p'''[f''']+p'''dx,+p'''dx, . . , „ -• 



_ 1 

' n''p" 1 
1_ 

1_ 

n p 
1 

n p 
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worin n^, n^^, n^^^, die Anzahl der Richtungen in den Sätzen I, II, III, 

bezeichnet 

3« Die in den letzten 6 Fehlergleichungen vorkommenden Werte [/] werden 

sämtlich = 0, wenn för die Näherungswerte o^, o^^, o^^ das arithmetische 

Mittel der Differenzen » — r in den einzelnen Sätzen genommen wird , wenn also 
beispielsweise o^ berechnet wird nach: 







o' = 


_(•(■ 


-t,) + (»i 


n 


) + (»i- 

^ = 4 


-zly 


) + (•{ 


— t 


i)-. 








Denn dann wird nach den Formeln (112) und (115) : 




Nr. 


p- 


a. 


6. 


e. j d. f. 


'paa. 


p ab , 


pae. 


päd. 


paf. 




1^ 


1,5 


+1 


. . • . 'rl 


+ 1,5 


. 






+ U/( 




2' 


1,5 




+ 1 


• 




fi 


















Z' 


1,5 




. 


+ 1 


. 


fi 




















i' 


1,5 




. 


+ l|/i 




















2" 


1 




+ 1 


. 


• f¥ 




3" 


1 






+ 1 


■ /f 




















^" 


1 




• 


• 


+ 1 /f 


+ 1,5 














+i.5/r^ 




V" 


1,5 


+1 


. 




• f?' 




^11 


1,5 


. 


+ 1 


. 


. 


fin 

/2 


. 














. 




4™ 


1,5 


• 


• 


. ,+l'/f 


+ 2 












. 


+ 2/r 




1^»' 


2 


+1 




, 


• /r 




3^'' 


2 


. 1 . 


+ 1 


• ,/r 




















3'' 


1 


+ 1 . '/r 




4»^ 


1 


. 


+ 114' 


+ 1 














+ /r 




1'-^ 


1 


+i'. 


■ 


fVI 

■ 1 n 




2^^ 


1 


• 1+1 • ; • 


fVI 


-''» 














: 




I 


3 

8 


+1 


+ 1 


+ 1 


+ 1 





-% 


-% 


-% 




n 


1 
3 


• 


+ 1 


+ 1 


+ 1 





• 


• 


• 


1 




in 


1 

'2 


1 
+ 1 


+ 1 


. 


+ 1 


-V. 


V2 


-". 




rv 


- 1 


+1 


. 


+ 1 


• 





— 1 


-1 






V 


1 
2 


1 

1 


+ 1 


+ 1 





• 


• 


• ! • 




VI 


1 

2 


+1 


+ 1 


• 


• 





1 1 
— V-i j —V« 1 


. i 

1 1 






+ "/8 


1 


"k 


; — 


"/. 


1 


'/8 


+ IP.A] 
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fi=U-*i+\ ((«f-r,) + (.^-r.) + («i-t,) + (.^-t.)), 

fi=tt-4-^--\ ((*(-».) + («2-«») + ('i-»i) + (*i-»«))» 

4. Femer können die letzten 6 Fehlergleichungen nach Formel (148) noch 
vereinfacht werden, indem dafbr gesetzt wird: 



pb b . 1 ^6e. 


pbd. 


pbf. 


pee, ' pe 

1 


d. 


PC f. 


pdd. 


pdf. 


+ 1,5 










+1,5/2' 


+ 1,5 




+ 1,5/1 


• 


• 


• 








• 


• 




• 


+1,5 


+ 1,5/i 


+ 1 










+ f'^ 


+ 1 




+ fi' 


+1 


+ fi' 


+ 1,5 










+ 1.5/r 


+ 2 
+ 1 




+ 2/-' 

+ /<;■ 


+1,5 
+1 


+i.5/r 
+ /; 


+ 1 










+ fl' 


. 






. 




-% 


8' 

/8 


3' 

— /8 




-% - 


3' 


• 


-•■. 




-'■■a 


- 'iz 


-■/. 




- ','3 - 


'/a 




1, 

/3 




-';. 


• 


i 


— 1 


1 ' 

12 


. 


-Vi 


• 


1 

.2 


• . 








" 




+ ";« 


1 


'/« 


s 


•?« 


[P.h] 


1 


9' 

ii4 


[i>./.] 


+ "/» 


[p*M 
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©^ =dxi + dti-\-dti + dt4, Gew. =— ^ , 

n 

n 

«^^^ 
»^^^=dt, + dr. . +dt,, , =-"/7/i 

n 

t)"' = <ir. . +dt, . , „ =-C. 

n 

n 



iv_^, , ^, __P 



v'' = dxi+dt 



n':'' 



5* Hiemach ergeben sich die Faktoren u. s. w. der reduzirten Endgleichnngen 
aus den Faktoren u. s. w. der reduzirten Fehlergleichungen wie folgt: (Siehe die 
Tabelle auf Seite 150 und 151.) 

6. Die reduzirten und behufs Vereinfachung mit 24 multiplizirten Endgleichungen 
smd hiemach: 

+ 87dri— 33dt, — 33dr, — 2Idr4 + 24[piA] = 0, 

— 33drt + 79dr2 — ndta — 29dr4 + 24[p,/2] = 0, 

— 33dri — 17dt, + 79dr8 — 29dr4 4-24[i>,/,] = 0, 

— 21dti — 29dt, — 29dr8 + 79dr4 + 24[;>4A] = 0. 

Die Summe dieser Endgleichungen giebt = 0, die Gleichungen liefern also 
keine bestimmten Werte für dti, dt^, dv^, dx^. Setzen wir nun aber die bis 
dahin noch unbestimmte Anfangsrichtung derart fest, dafs wir die Anfangsrichtung 
nehmen, die sich ergiebt, wenn 

dxi + dXi + dXz + dx^ = 

wird, und addiren wir diese Gleichung, nachdem sie mit 24 multiplizirt ist, zu den 
reduzirten Endgleichungen, so erhalten wir: 

llldr,— 9dt,— 9dxt+ Sdx^ + 24[p,f,] = Q , 

— 9dx, + lOSdXt+ 7drg— ödr* + 24[p,/,] = 0, 

— 9dti4- 7dr, + 103dr8— 5<it4 + 24[j)8/8] = 0, 
+ 8dr,— 5dt,— 5dt,+ 103dr4 + 24[p4/4 ] = 0. 

7. Für rfo^, do^^, .... do^'^ erhalten wir nach Formel (18S): 

do^ = r-{dx,+dXi + dxz + dx^), 

n 

dt>'' = ~( . +dx, + dT^ + dx,), 

n 

do"'= \^-^(dx,+dx, . +dx,), 

n 

do"' = }p(rft. . +dt, . ), 

n 

do'^ = ~( . . +dx^ + dx,), 

n 

do''^=: ~{dx,-\-dx, '. •. ), • 

n 

oder, wenn wir von den in Klammem stehenden Ausdrücken dxi +dxt + dxi 

f d r 4 = subtrahiren, : 
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do' 



■0, 



do" =+ „dr,, 



I 



do" = + - (dx, + dr,), 
n 

do*' = + ~idt,+dt,), 
n 

.r/. . 1 



do"' = + -;,/r, , do'' = + ,^( dr, + dt, ) . 

n , n 

8. Die Bildung der Faktoren der reduzirten Endgleichungen kann nach 

folgendem Schema erfolgen: 



H 


p. 


, ; 1 1 

a. 1 6. 1 c ' d. '.... 


e 1 -o w 


'« 1 

c , 










u 

« 


•«•! 

« i.... 


TS 1 — 








1 ■ 1 

1 


a, 1 a, a,' a,, 


a, 


.j«. 




a, 1 Ä,| 


1 






R.1. 


R.2. 


R.3. 


R.4. 


• • • • 


[i>i] + l +11+1+1. ... 


b*] + 1+1+1 


.... 


[p.]+i!+ii.... 


bJ + 1.... 


I 


A 




] 






1 1 


! 






I 
1 


. . 




^tJ 










1 


1 : ' 


1 




n 


p 




1 






t ; 1 
' 1 


i 

1 


1 1 






m 


P 


1 


i 






1 1 1 
1 1 


1 ' 1 

■ 1 , i 
. ' 1 


1 , 


1 






1 


1 

i 


1 1 


; 












1 
1 




ni 



0. Die praktische Durchführung des hier entwickelten 2. Verfahrens ist ganz 
ähnlich wie Ijeim 1. Verfahren (§ 33), so dafs es zur weiteren Erläuterung nur noch 
der Durchrechnung unseres Beispieles bedarf, die hier folgt: (Siehe die Tabellen 
auf Seite 1.54, 155 und 156.) 

10. Das im § 38, Nr. 17 und 18 dargestellte Näherungsverfahren kann auch 
im vorliegenden Falle, wo die in die Rechnung eingeführten Beobachtungsergebnisse 
vei'schiedenes Gewicht haben, angewendet werden, wenn die Gewichte entsprechend 

berücksichtigt werden. Nach den Formeln (128) soll hier [p(iv] ,[pbv],'[pcv], 

gleich Null sein. Bilden wir diese Summen in gleicher Weise, wie im § 33, Nr. 17, 
so erhalten wir: 
[par]=p{{r,-\-o'^8[) + 

+ 






«1 )+Pl (»^1+0 —»1 ) 

+ P^{r^+o'''-sl'')=0, 



[pdv]=p[[r,^o'-si)+p['{r, + o''-sl')+pi''{r,W"-^^'') + 



+ pUr, + o''-^rl') + 



= 0, 



[pcv]=p[ {r, + a' ^8[ )+p^ (r, + o' -^ ) + pi {r^ + o' -^ ) +pi {r , + o' ^a^ ) = , 
[P9^]= +piUr, + o''-Bi')+pi'(r, + o''^Bi')+p[\r, + o"-^8i')=0, 



lplv]=pl''{r,+o'''-^sl'')-\-pl''{r, + o'''^Bl'') + 



+ 



Hiemach mufs die Summe der mit den Gewichten multiplizirten 
Abweichungen zwischen den wahrscheinlichsten Werten r der Richtungen und 
den orientirten Satzmitteln h — o, oder die Summe der mit den Gewichten 
multiplizirten wahrscheinlichsten Beobachtungsfehler sowohl für jede einzelne 
Richtung, als auch für jeden Satz gleich Null sein. Dasselbe mufs in jedem Satze 



:0. 
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der Fall sein für die nicht mit den Gewichten multiplizirten Abweichungen oder 
Beobachtungsfehler, da die Gewichte der einzelnen Richtungen in jedem Satze 
einander gleich sind. 

11. Aus den obigen Gleichungen folgt: 



■'=[p^]ipM-'>') + 






1 jii i All III X , „/r / ./r jy\x 

+ 



[p 



-^{p'M-o')+p['(^:-o^')+p[''{^i''-o'")+ 



+ pI(bI-o'') 





































+ 




). 


Nr. der 


Satzl. 


Satz n. 


Satz m. 


Satz IV. 


Satz V. jl Satz VI. 




Ziel. 


Gewicht 


Gewicht 


Gewicht 


Gewicht 


Gewicht ', Gewicht 




punkte. 


= 1,5. 


= 1. 


= 1,5. 


= 2. 


='■ 1 


= 1. 






° 1 ' 1 " 


o ' / 1 /, 


° 1 ' 1 " 


o ! / //• 


o / 1 // 1 


o ^ f n 








1. Satzmittel « . 




§13 


0,00 


00 


, , 


, 


0,00 


00 ! 





00|00 


. 1 . . 1 


OjOO 


00 




17 


12 


04 


38 





00 


00 


1204 


13 


, 


■ 1 • 


• 1 • 


, 


12 04 


37 




18 


37 


10 


03 


25 


05 


40 


, 


, 


, 


37 


10 20 


,00 


00 


, , 


, 




20 


55 


47 


38 


43 


42 


45 


55 


47 


20 


. 


• 


18 ;37 50 j 


•1 • 


. 


Summe. 




02 1 19 




48; 25 




51 33 




10! 20 


|37| 50 




04 


37 




2. Näherungswerte r der Richtungen. 




ri = 0°00 


00", r» = 12°04'40", tj^- 37° 10' 20", r4-=55°47'40". 


02' 40" 


3. Näherungswerte o = ^ * ~ - J der Orientirungswinkel. 


gl3 









I 
• 


, 




1 


1 







.1 . 









\ 


17 




— 


2 


- 12 04 


40 


— 


27. 






, 




• 1 • 




— 


3 




18 




— 


17 


-12 


04 


40 


1 











— 37 


10 


20 


i 


, 




20 




-' 2 


-12 


04 


55 


- 


20 






. 


-37 09 


50 

1 


1 


. 


Summe. 




— 


21 






135 


H47 









20| 10 1 





3 







-! 5,2 

1 


-12 


04 45,0 




-|15,7 


i 




0,0 


-37 


10i05,(^ 


— 


1,5 


— 15' 12,4" 




4. Genähert orientirte Satzmittel » — o . 


S13 


i 00 05,2 


1 


. 1 . ; 0045,7 


1 00 00,01 


1 . 


. . 1 oo;oi,5 

. . 12 04 38,5 




17 


12 04 ; 43,2 


■ 12 


04 45,0 12 04l28,7 


. 1 . ' . 


. 




18 


37 10 1 08,2 


37 


10 25,0 


. 1 . 1 . 


37 


10 .20,(> 


37 |10,05,0 


1 






20 


55 1 47 ! 43,2 


55 


47 30,0 


55 47,35,7 


. 


• - 


55 |47;55,0 


., . 


• 




:02 39,8 


' 02 ;40,0 


52 20,1 




10 20,0 


;58'00,0 
- '2010,0 


04:40,0 


= [.] 


-! . 20,8 


— 14 15,0 


- .47,1 




. 00,0 


-| . ,03,0 


Summe [^>/]. 


|02 19,0 


1 ' 48 ,25,0 


|5133,0 


,10 


20,0 |37|50,(^ 


04 37,0 




5. Abweichungen /== r — ( « — o ) . 


gl3 


1- 5,2 


' ' ' . 1 '-15.7- 


i ' ^^ 


I . 


1 ;-i 1,5 


-82.8=[i,,/.]j 


17 


- 3,2 


, - 5,0| +11,3 


• 




. 


■+i 1,5 


+ 8,6 = [p.A] 


18 


+ • 11,8 


-\^fi\ ! ! • '■ ' 


0,0 




+ 15,0 


1 


+ 27,7 = [p,/,]! 


20 


-1 3,2 


1 + 10,0 


1 l + l 4,3,; 




-,15,0, 


. 


- 3,8=[p,A]i 




+ 


0,2 






0.0, 






0,1 1 






0,0| 






0.ft 






0,0 


+ 0,2 i 
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6. Bildung der Faktoren der Endgleichungen. 



a. I 












*« 
*« 

a. 



I 
iSatzI. 

• n. 

. ni. 

. IV. 

. V. 

. VI. 



8/ 

1 

. 1/ 



813|gl7iS18,«20 

+ i' + i' + iH-i 



+ 7 + 1|+ 1|+ 1 

8- ' 3/ 8/ I 8/ 

— .8 /8 — /8I /8 



. l + li 
+ ll + l| 
+ 11 . 

+ l| + li 



+ 1I + I 
. ; + l 

+ i; . 
+ 1I + 1 



I 



!-'/, 



— 1 

I ■ 1; 

— i — 'S| 



• I 



+ 6 1+ 1 1+ 1 

-% \-'U 



.» 
'» I 



I 



+ 6,5 

-V» 

- V. 

— 1 



+ 1 



+ 6 

1 ■ 



+ 87; 3, I 3/ '1 1/ 
•H — /8 /8 -r /8 



I 108, _r 7; 5/ 

T^ .»4' T^ ,'24 /«1 



1 8/ 

/ti 



+ '% 



7. Endgleichungen. 

+ nidx,— 9dx,— 9dr3+ 3c/r4 — 787,2 = 0, 

— 9(/r, + I03dr»+ 7dr8— 5</r 4 + 206,4 = 0, 

— 9dr,4- 7dr,-|-103dr8— odt* + 664,8 = 0, 
+ 3dri- bdx.— 5dr3-hl03dr4— 79.2 = 0. 



8. Auflösung der Endgleichungen. 









e 
a, 






'^ 

äi 



I 



a, 



a. 



a, 



Probe. 



1+111' 



■9 



I +3 '-787/2 



+103 +7 , ^5 +206,4+103 



+0,081+0,0811-0,027, +7,09 
I I I -0,01 

-0,47 
-0,09 



1 



63,7 



+102 +6 



-5 +142.7 



5 +664,8 
' 63,7 

I- 8,4 



dx, 



0,059+0,049 -1,40 
j +0,01 
! +0,34 



+ 102 -5 !+592,7 



+103-79,2 
0'+21,2 
+ 7,0 
0;+29,l 



1+0,049, 5,81 
' ! +0.01 



+6,52 



I rfr,!-l,05 



dti I -5,80 



+103 -21,9 
dx, i+0,21 



-5580.-5133 

- 200|- 217 

-3444-3856 
I 
5- 17 



-9229J-9223 

i 



9. Wahrscheinlichste Werte r 
der Richtungen. 



^ 13 

17 
18 
20 



ri = r, + dr,= 0^00' 06,5" 
rj = r2 + dra = 12 0439,0 
r, = r3 + dt8 = 37 10 14,2 
r4 = r4 4-<it4 = 55 47 40.2 



w=w 



02 39,9 



10. Wahrscheinlichste Werte o der Orientirungswinkel. 



do' 



(+6,52) 



^ 0,0"! 0^ =0^ +do^ = 

= + 2,2 I o^^^o'^ + do^^=- 

I 

__1,9 o'''=o'''+do'"= 



o^»=o^^+do^^ = 



o^'--o*'-|-do*' 



do^ =0 

// 1 
~3 

do^'^=5(-5,80) 

do ^' ^ 2 ( + ^»'^^ ~ 1.05 ) = + 2,7 

do^'-^—J (-5,80 + 0,21)^—2,8 \ o^'^=o^'^+do^'^= 



- 5,2' 
-12^04' 42,8 

- 17,6 

- 0,4 
37° 10' 02,3 

- 4,3 



[do] = 



-0,2 M-[o] + [do]=- 



15 12,6 
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Vermittelnde Beobachtungen. 



n.T. IV. A. 



^1 


Satzl. 


Satz U. 


Satz III. 


Satz IV. 


Satz V. . Satz VI. 




Gewicht 


Gewicht 


Gewicht 


Gewicht 


Gewicht Gewicht 




J^t 


= 1,5. 


= 1. 


=1,5. 


= 2. 


= 1. =1. 




R 


o 1 , 1 ,, 


' ' ! " 


1 f /* 


1 1 ^ ! r* 


\ \ t \ §f ' o\ 'r \ tt 






11. Wahrscheinlichste Werte S = r + o der Satzmittel. 




§13 


00 01,3 




. ' 


359 59.48,9 


00 06,1 


, 


, 


00 02,2 




17 


12|04 33,8 


359 


59 56,2 


, 12,04 21,4 


. [ . 


. 


, , 


12 i 04 . 34,7 




18 


37 10 09,0 


25 05 31,4 


1 


37 10 13,8 


00:11,9 


• . • 




20 


55147 35,0 


43 42 574 


55,47 22,6 


■ 


18 37 37,9 


. 


Summe [pt]. 


02 1 19,1 




48 25,0 


|51 32,91 10 19,9 


1 37 49,8 


1 04 1 36.9 




12. Wahrscheinlichste Beobachtungsfehler r = iS — » . 


§13 


+ il,3 


i 




- 11,1 ! + i 6,1 
+ 8,4 ! ' . 




i • 


1 + i 2,2 


-0,2 


17 


-'4,2 




- 3,8 


j 


1 


!— 2,3 


+ 0.2 


18 


1 + ! 6,0 




- 8,6 


. ~ i 6,2 


I j + 1 11.9 


, 


-0,1 


20 


: - 1 8,0 




+ 12,4 




-hi 2,61 1 . 


1 '— 12,1 


' 


-0,3 


+ ;o,i 


1 
1 


' 0,0 




-i 0.1 


- 0,1 


1 ;-l 0,2] |~ 0,1 


-0,4 . 




13. Quadratsumme [pw]. 


Summe. 


§13 


: 2 1 


' 


1 : 185 


; ^^1 


1 . ' 




5 


266 


17 




26 


! 14 


! 106 






1 




5 


151 


18 




54 


. . 74 


, 


77! 




142 




1 


347 


20 




1 14 


. i 154 


■ 1 1 10 


• 




146 




1 . 


324 




96 


1 ^^i 


1 1'^^ 


1 151 il 1 288 1 


1 1 ^0 


1088 


m = : 


t} 




) r t' ] 


-1) 


±> 


/ 1088 
16-9 


= ± 12,5". 1 


fll = 


"V; 




±^2.5yo!5=±"'«"- 



"' =!-((•[ -'•i) + (*2 -'■.) + (*3 -»-.J + C'i -'•4)), 



Jl 



+ («a' -«•«) + ('"-'■. )+(*"-'-4)), 



>'''=-j- ((«r -«-i ) + (»r- «•. ) + 



+ 



)• 



Hiemach sind die wahrscheinlichsten Werte der Richtungen r je gleich dem 
unter Berücksichtigung der Gewichte gebildeten allgemeinen arithmetischen Mittel 
der orientirten Satzmittel « — für die' betreffende Richtung und die wahrschein- 
lichsten Werte der Orientirungswinkel o je gleich dem einfachen arithmetischen 
Mittel der Unterschiede « — r der Satzmittel und der wahrscheinlichsten Werte der 
Richtungen in dem betreffenden Satze. 

Aus den vorstehenden Formeln und Regeln ergiebt sich ohne weiteres wie 
bei dem im § 38 , Nr. 18 dargestellten Näherungsverfahren nötigenfalb die Gewichte 
zu berücksichtigen sind.*) 

§ 35. Bestimmung der Hauptpunkte eines Polygonnetzes. 

Wir benutzen hier nochmals das bereits im § 21 nach dem Verfahren für 
direkte Beobachtungen behandelte Beispiel und lösen die dort gestellte Aufgabe 
nunmehr nach dem Verfahren für vermittelnde Beobachtungen. 

*) Beispiele sind an den in der Note zu § 33, Nr. 18 angegebenen Stellen gegeben. 
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Wir setzen die das 
Nivellementsnetz darstel- 
lende Figur wieder hier- 
her und stellen die ge- 
gebenen Höhen, die ge- 
mittelten Höhenunter- 
schiede (Spalte 5, Seite 85) 
und deren Gewichte 
(Spalte 6, Seite 85) hier 
nochmals zusammen: 




Fig 12 



' Gegebene 
Höhen. 


Der Züge 

1 Anfangs- 
Nr. 1 und 
, Endpunkte. 


Gemittclte 1' 
Höhen- 1 Gewichte, 
unterschiede. 1 


1 H, =58,725 

>/ 57 = 61,142 

' >/ 58 = 61,128 

! >/ 5. = 60.325 


1 
2 
3 
4 
5 
6 

4 

8 
9 

10 
11 


1-2 
57-2 
57-4 

4-58 
58-5 
5-5» 
2-3 
4-3 
5-6 
6-7 
7-3 


JA, = 2,9748 ;>, =0,82 
JA, = 0,5625 j ;>, =0,44 
JAj =X9,5052: i)8 =1,12 
JA* = 0,4815;! ;>* =1,02 
JÄ5 = 0,3038 ;)b =0,56 
JA, =x8,9010i| p« =0,50 
JA, =x5,6622!/)7 =0,64 
JAg =X6,7038 pa =0,98 
JA, =x8,2362 p^ =0,70 
JA,o = X7,3380i/> ,0 = 0,92 
JAh=- 0,3545' /)n = l,10 1 




[JA] = xl,0285| [p] = 8,80 



Unsere Aufgabe ist wieder, die wahrscheinlichsten Werte H^, ff,, H^^ Hj,, 
Hu, Hf der Höhen der Punkte 2, 3, 4, 5, 6, 7 und den mittleren Fehler ntu^^ 
eines einmaligen Nivellements einer Strecke von 1 Kilometer Länge mit Zielweiten 
von 50 ™ , dessen Gewicht P 1 jmi = 0,25 ist, zu berechnen. 

1. Zwischen den wahren Werten {Ah) der beobachteten Höhenunterschiede 
und den wahren Werten {H) der zu bestimmenden Höhen besteht allgemein 
die Beziehung, dafs der Höhenunterschied gleich sein mufs dem Unterschiede 



zwischen der Höhe des Anfangspunktes 
betreifenden Zuges. Hiemach ergeben sich 
Gleichungen : 

(JA, ) = (//,)- H, , 

(JA,) = (if,)- H„, 

(JA, ) = (if,)- M„, 

(^A,)= H^-{H,), 

I (Ah,) = (H,)-^ >/„, 

l(JÄ.)^ >/5e-(if5), 

2- Daraus folgen für die wahrscheinlichsten Werte J // der Höhenunterschiede 

und die ^wahrscheinlichsten Beobachtungsfehler v die Fehlergleichungen: 



(108) 



und der Höhe des Endpunktes des 
für diese Beziehungen die folgenden 

(JA, ) = {H,)-^(H,), 
{Ah, ) = {H,)-{H,), 
{Ah, ) = (H,)-(Zr5), 
{Ah,o)---{H,)-(H,), 
(Ah,,)^{H,)-{H,). 



(109) 



AH,=H^ — Ht , 
AIli = H.i — H ^1 f 
AH^ = H4 — ^57, 
AH^= H nß — H^ , 
AHü = H i — H^f 
AH ^^ H &i — ifs , 



AH, =n^-^H,, 

AH, =^ H ^ — H4, 
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Vermittelnde Beobachtungen. 



n.T. IV. A. 



(110) 



= AH, — 4Ä 



7 f 

»9 = AHq Ahg , 

V n = AH II — ^ An . 



V 1 = AHi — Ahi , 
r, = AH^ — JA, , 
v^ = AHi— Akt, 
v, = AH,-Ah,, 
v^ = AH^— Ahi, 
{v, = An.-Ahe, 

3. Die wahrscheinlichsten Werte H der zu bestimmenden Höhen zerlegen 
wir in die Näherungswerte ^ und die ihnen beizufügenden Aenderungen d ^ : 

(111) jr3 = ^, + d§a, fr. = §e + d^,, 

4. Mit den Näherungswerten ^ der zu bestimmenden Höhen ergeben sich die 
Näherungswerte Af^ der beobachteten Höhenunterschiede nach: 

^6s=^a— '^97 1 I ^^8=^8 ^4». 

4^8=^4 —^bl, 4^9 =^, — ^5, 

^64 = ^58—64 , 4^,0 = ^7 — ^S, 

^^5=^5 -ffbS, 4^11=^8-^7. 

4S« = ^8»— §8 f 

Femer ergeben sich die wahrscheinlichsten Werte A H der Höhenunterschiede 
aus den Näherungswerten A ^ derselben und den diesen beizufügenden , den Aen- 
derungen d^ entsprechenden Aenderungen d A^ nach: 



(112) 



(118) 



f 4/^1 = J^i +ciJ§i, 

AH^ = A\^^-\-dAf)^, 
AHi=A^i + dA^i, 
AH,= A\i,-\-dA\^,, 
Jif5= J^ß4-(iJ§6, 
AH, = Afi,^dA\i,, 



AH, =Af), +dAfi, , 
AH^ =Af^s +dAfi^ , 
AH^ =Ai^ +dAfi. , 
AHio = Afiio + dAf)io, 
AHn = Af^u +d4§n. 



5. DifFerenziren wir die Ausdrücke (112) für die Näherungswerte Af^ nach 

^s, ^8; ^7> so erhalten wir folgende Diflerenzialquotienten a , 6 , ^ : 

(Tabelle zu 



Nr. 


P- 


n. 


1 1 ' 

h.\ c,\ d. e, i g. 


f. 


B : B 






•0 

•0 




•0 -0 


i 








1 , ! 




<». , a. 


a, ; 0, a. 


a. a. 


a. 


A, 


ö, Ä, 


a< 


1 


Pi 


+11 .1 . 


1 


A 


+/>. 




' 1 * 


. . ;+Pl/l 




^ 








2 


P2 


+1 ■ 


, 


1 
• 1 • , • 


f. 


+p. 




• 1 • 




. |+P«/2 












3 


i>8 


. . . 


+1 






. 


U 


. 




. 






• ; 












4 


P4 


. ! . 


-1. . 


. 


. 


h 






. 


. 




. 












5 


Pß i • 


. 


•1+1 


. 


. 


h 


. 






. 


. 


. 












6 


P« 


1 • 


. 


-1 . 


• ;/. 


. 






■ 


. 












7 


P7 


— 1 


+1 . 


. ■ . . !A 


+ P7— P7 


.;.!.:. +P7/7 


+ P7 




• 






8 


P8 


• i+l;-l • 1 • ■ • 1/. 


. 


. 




. 


. 


' 1 


+ P8 


— P8 


. 






9 


Po 






• -1 +ii • ./. 


. 


. 








• 1 • 












10 


PlO 


. 


. 


. i-i +17.« 


. 


. 


. 


, 




. 




• 


• 




1 


11 


Pu 


. . 


+\ ■ 


■ 1 . -i;a. 


1 1 ' 


• ' 


-f l>n 




* ! * 


-Pii 




1 

1 






+i>i --P7 .... +PlA 


+ Pj 


— P8 


. . -Pii 












1 




+ P2 1 1 ,-\-}hU 


+ P8 




1 1 




















+ P7 










I+P7/7 


+ P.. 
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(U4) 



Nr. 


iAft , cAf) ejö . ÜAf) dAf) tAf) II 


1 


<., = + ! 




• 






. 1 


2 


a. = + l 
















3 






«. = +1 












4 






e. = -l 












5 






. 


<i. = +l 










6 






. 


d. = -l 










7 


a, = _l 


»7 = + 1 


. 


. 










8 




6, = + 1 


c, = -l 


. 










9 






. 


d, = -l 


e, = + 1 






10 


. 


. 


. 


Cio = — 1 


j.»= + i|| 


n 




ft.. = H-l 


• 


. 




• 


Sii = 


-u 



Die Abweichungen / der Näherungswerte A § von den beobachteten Hohen- 
unterschieden AK ergeben sich nach: 



ai5) 



/,= 4I|,-J*,, 
6. Hiemach erhalten wir folgende umgeformte Fehlergleichungen: 



/. =Afi, -Ah, , 
ft =4^ —JA, , 

/lO= 4^10—^*10. 

/u = 4§ii — 4A„ . 







rdJij, = + <iij,, 


( 


"i =/i +<i4^, , 






dj^, = + (<§,, , 


»j =A +«I4^« , 






dj^, = + (i§«, 1 


»• =/. +<'4§, , 






dA\), =-d\,„ 




"4 =/4 +rf4^« , 






dA\i, = + d^., 




f. =A +<i4li. , 


(11«) 




di§, =-d^. + d§., 


(11?) 


«, =A +dJ6, , 

1-, =/. +<JJ§, , 
''io=/io + <i'l^io, 






idJ^„ = + df,,-d§,; ; 1 


yn=fii + dAf)„. 


Nr. 7, 


Seite 


162.) 







■ 




» |T5 

a, , a. 


«) 
u 

^ 




■öl V • o» s^ 
ft, Ä, 1 ft, a, 


ft, 1 a, ft. 




'S 




+ P,fi 
+ Pu/u 


+ P4 
+ P. 




1 ■ 


1 


1 

1 

^-Pzfz 
— PJa 

\-Psfs 

1 

1 

1 

t 


'• 
+p^ 

4-p» 




p» 




—p^U 


+ 
+ 


P\^ 


* 


PlO 


+p. 


0/10 


+. 
+. 


PlO 

Pll 


+ l'io/i(> 
— Pwfw 




+ P7A 
+ P../U 


+ l'4 

+ ;». 




1 

1 '. 




. \+P^f^ 
\ — P*fi 
— Psfs 


+P0 
+P9 




p« 


' 


\—PJ^ 


+ 
+ 


i^io 


__ 


?>10 


+p< 
— i>l 


0/10 


f. 


PlO 

Pll 


+ Pio/io 
— Pwfw 
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Vermittelnde Beobachtungen. 



II.T. IV. A. 







3. Ab- 


4. 


1. Näherungswerte ^ 


2. Näherungswerte Af^ der 


weichungen 


Produkte 


der Höhen. 


Höhenunterschiede. 


Pf^ 


Anfangs- 


Zug 

1 


Zu be- 
stimmen- 




Anfangs- 


Endpunkt 
Nr. "'^•'^ 


■ vf 


«^ "^1 mm 


i 


pu 


nkt 
^öhe ^ 


^r. 


Höhen- 
unter- 
schied 
Ah. 


der 

Nr. 


Punkt 
Höhe 

h-hAh 


N 


punkt 
! ' Höhe 


X% II 




1 € 


>8,78 i 


1 


' 2,97 


2 


61,70 


1 


ll 


58,725. 2 


61,700 


2,9750 


2,9748 +0,2 


0,82+0,16 


2 61,70] 


7 


X5,66 


3 57,36 1 


2 


57 


61,142 


2 


61,700 


* 0,5580 


0,5625 |- 4,5 


0,44 - 1,98 


3 


57,36 


11 


X9,65 


7 


57,01 


3 


57 


61,US 


4 


60,650 


X9,5080 


x9,5052 + 2,8 


1,12+3,14 


7 


57,01 


10 2.66 


6 


59.67 


4 


4 


60,650 


58 


61,128 


0,4780 


0,4815-3,5 


1,02'— 3,57 


6 


59,67 


9 1,76 


5 


61,43 


5' 


58 


«1,128 


5 


61,430 


0,3020 


0,3038 - 1,8 


0,56 — 1,01 


5 


61,43 


6 j X8,90 


50 (60,83) 


6l 5 

7;' 2 


61,430 
61,700 


59 

3 


60.325 

57,360 


'x8,8950 
,X5,6600 


X8,9010 -6,0 
x5,6622!-2,2 


0,50 - 8,00 
0,64 - 1,41 






r^ Ä - - 1 




»; i 


11,14 3 xy,öi 1 


4 60,65 


8: 


4 


60,650 


3 


57,360 


;X6,7100 


X6,7038 [4-6,2 


0,98 -f 6,08 


4 


60,65 ! 4 


U,*ö 1 


t>8 (61,13) 


9, 


5 


61,430 6 


59,670 


,X8,2400 


X8,2362 


+ 3,8 


0,70 + 2,66 




i 


] 




10 


6 ! 59,670 


7 


. 57,010 


, X7.3400 


X7.3380 


+ 2,0 


0,92 + 1,84 








\ 


! 


11 


7 57,010 


8 


57,360 


0,3500 


0.3545 


-4,5 


1.10 


-4,96 


i 


,677 

i 
1 


,693 


,0160 


,0235 


-7,5 


8,80 




5. Bildung der Faktoren u. s. w. der Endgleichungen, Auflösung der Endgleichungen 


Pa:02. 


n:08- 


Pc- 
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^ 


^ 


1— -1 1 1— -1 


1 


^ 


u 
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• 


^ ^;^l r^ 1 ^ 
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c 


•o 


« 


tJ 


« ÖS 


'^ 


•^ Sa 


•0 


-ö 


«j 


«Ä 


'^^ 


^ s 


« l-ö 
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B ; ö ■ e 


ö ■ e c 


c 


.a 


>o 


-0 <J 


-0 


-0 


-0 


, :fl 


« « 


.!rN 


a, Ä, a. 


a. ■ ^ , a. 


a. 


.i:N 


Q, 


. ^ Si, 


Ss 


2i, 


Si, 


iN 


«- ft. 


Z 






^ 






~— ' 


•"^ 


'"-' 


^ 


1 


1 


0,85 


1 


1 


+ 0,16 


7 


0,64 j 




'-Ml 


3 


' 1,12 


2 


; . 0,4^ 


[ . 








1-1,98 


8 


0,98|-0,98 


\ \ '+.6.08 


4 


1,02. 


7 


0.6^ 


[ - 0,64 






I+Ml 


11 


1,10 




1-1,101-4.95 


8 


0,98j 




14-1,90-0,64 . 


. 


. 


. 1-0,41 




+ 2,72 
-0,22 


-0,98 . j . -1,10,-0,28 




+ 3,12| . 

1 

-0,38 . 




+ 0,34 






• 


. -h0,22 

■ 


1 


—0.14 


+ 2,50 


-0,98: . 1 . i-_ 140-0,42 




+ 0,39; . : . 

: 1 


+ 0,44 + 0,17 
-3,70 


+ 2,741 . 


i 




• 












: '- 1,40 






1 I 
' 1 


; 


















1 


, 






1 




C^^8 = 


-0,59 








\dh = 


= -1,18 






-4,12 




1 








62 = 61,7000 












^3 = 57,3600 


















^2 = 61,6988 












if8=57,8559 




1 
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6. Wahrscheinlichste Werte AH 
der Höhenunterschiede. 



7. 
Fehler 



8. Aenderungen dA^ der 
Näherungswerte der Höhen- 
unterschiede und Fehler r. 



9. Quadrat- 
summen. 



Anfangs- 
punkt 



I Endpunkt. |: I ^ 05* 



Nr." 



Höhe 



iNr. 



Höhe 
H.. 



4) Tj 

£ J3 Ö5 



Anfangs- 
punkt I 



End- 
punkt 



mm 



Nr.i 



mm I mm 






v=f 

+ 



P^' Pff- P^ 



1 

57 
57 

4 

58 
5 
2 
4 
5 
6 
7 



58,7S50 
611430 
611430 

60,6485 
61,1280 

61,4279 
61,6988 
60,6485 
61,4279 
59,6638 
57.0016 



,6540 



61,6988 
61,6988 
60,6485 
611280 
61,4279 
60,3350 
57,3559 
57,3559 
59,6638 
57,0016 
57,3559 



2,9738 

0,5568 

X9,5065 

0,4795 

0,2999 

X8,8971 

X5,6571 

X6,7074 

X8,2359 

X7,3378 

0,3543 



,6601 [ ,0061 



-1,0 
-5,7 
+ 1,3 
-2,0 
~3,9 
— 3,9 
-5,1 
+ 3,6 
-0,3 
-0,2 
-0,2 



-17,4 



• 


2 


, 


4 


-1,5 


58 


, 


5 


-2,1 


50 


-1.2 


8 


-1,6 8 1 


-2,1 


6 


-6,2l 7 1 


-8,4 


8 


-- 23,0 





l 

-1,2 
— 1,2 

~l,5j 

-2,1 
-4,1 



-1,2,-1,0 



-1»2 
-1,S 

+ 1,^ 

-2,11 
+ 2,1 
-2,9 



-4,1-2,6 
~6,lS-4,l! 

-8,4|-2,1 
— 4,l|'+4.: 



-5,7 
+ 1.3 
-2,0 
— 3,9 
-3,9 
-5,1 
+ 3,6 
-0,3 
-0,2 
-0,2 



0,82 
-2,51 
+ 1,46 

2,04 
-2,18 

— 1,95 

— 3,26 
+ 3,53 
-0,21 

0,18 
-0,22 



0,03 
8,91 
8,79 

12,50 
1,82 

18,00 
8,10 

37,70 

10,11 
3,68 



I 



0,82 

14,31 

1,90 

4,08 

8,50 

7,60 

16,63 

12,71 

0,06 

0,04 



22,28' 0,04 



- 32,9; 



-9,9 — 17,4 



r 



126,92, 66,69 



und Berechnung der wahrscheinlichsten Werte H der Hohen. 



10. Mittlere 
Fehler. 



04. 



1+8,14 

1+8,57 
1-6,08 



Prf:05. 



^1 



TS 









0,56 
0,50 
0,70 -0,70 



-1,01 
+ 3,00 
-2,66 



^.:06. 






9|] 0,70,' 



+2,66 



lO'i 0,921—0,92,-1.84 

I I 






I 



^,:07. 









10' j 0,92|+1,84 

ll|| 1,10+4,95 

'l 



±-l/i^^,=±8^H 



1+0,63 



-0,43—0,16 



1—0,431+0,47 



'+0,16|-0,17 
I !-l,35 

I L 

(i^,= — 1,52 
^^ = 60,6500 
fl4 = 60,6485 



+1,76—0,701 

I 

. I . i 



+1,76 -0,70 



1+0,40 



'-0,67 



+1,62-0,92+0,82 



1+2,02+6,79 



Probe.' 



:-0,67 



-0,28 



-0,48 



-0,18 



1-0,27 



!+0,38 



1—2,49 



;+ 1.34-0,92+0,55 



1-0,07+0,08 

I 

!'— 0.63i4-0.38 



+0,69,-0,41 

i 1-5,81 



+0,84 +7,07 



— 0,09 j + 0,48 

— 0,07 + 1,16 

— 0,08 I — 0,96 

— 0,25 + 1,41 

— 0,23 ' — 5,10 
-59,53 . —57,17 



dÖ6 = -2,ll 
^5 = 61,4300 
ifft- 61,4279 



^,=3 59,6700 
J/«-: 59,6638 



d§,= — 8,42 
1^7=^ 57,0100 
Jr7 = 57,0016 



-60,25 I -60,18 
= 2, 



11. Schlufsprobe. 



[pvv] = [pff]-\-2: 

= 126,9 - 60,2 
:= 66,7. 



Koll. 2. Aaa. 
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IL T. IV. A. 




T. Mit den Faktoren a, 6 , g der umgeformten Fehlergleichungen , den 

Abweichungen / und den Gewichten p i , Pi, Pz, Pn ergeben sich die Faktoren 

und Absolutglieder der Endgleichungen in vorstehender Tabelle (Seite 158 und 159) 
in gewohnter Weise. 

8. Die Faktoren u. s. w. der Endgleichungen können aber auch in einfacherer 
Weise nach mechanischen Regeln gebildet werden. 

Bezeichnen wir in unserer Figur die neu zu bestimmenden Punkte mit 

Pa ^«, ^6, -Pc,-P*«,^*,^y ent- 

sprechend der Bezeichnung 
a , b , c ,d,e ,g der Differen- 
zialquotienten nach ^2, f^z, 
f)i,k5,fi6,f)i,so ergeben 
sich durch Vergleich ung der 
vorstehenden Tabelle (Seite 
158 und 159) mit der Figur 
die folgenden Regeln: 
sind gleich der Summe der Gewichte 
. treffen. 



1. [paa], [phb], [pcc], [pdd], 



P 



der Züge, die die Punkte P^ 

2. [pah], [pae], [päd], 

[phc],[phd], 

[pcd], 



P.. P. 



P P P 



'dt 



PuPc. 



P,Pä,- 



äf • 



d> 

sind gleich den .P^P^, 

negativen 
Gewichten der | P^ P^ 

Züge \ 

3. [p(^f]t [P^f]f [p«/]> [pdf]f setzen sich zusammen aus den Pro- 
dukten pf der ZOge, die die Punkte P^, P^, P^, P^ , treffen und zwar so, dafs 

bei Bildung der Summe die Produkte pf für die ZUgt, die auf den betreffenden 
Punkten endigen, im positiven Sinne und für die Züge, die auf dem betreffenden 
Punkte anfangen, im negativen Sinne zu nehmen sind. 

0. Die Autlösung der Endgleichungen, die Berechnung des mittleren Fehlers 
und die Ziehung der Rechenproben erfolgt nach den Formeln (120*) bis (129) in 
gewohnter Weise. 

10. Die Rechnung gestaltet sich für unser Beispiel in schematischer Anord- 
nung wie folgt: (Siehe Seite 160 und 161.) 

11. Die vorliegende Aufgabe kann auch in folgender Weise behandelt werden: 
Aus den im Felde erhaltenen Lattenablesungen können Höhen h^ und h^ des 

Anfangs- und Endpunktes des Zuges gebildet werden, die sich auf einen beliebigen 

Punkt Pals Anfangspunkt 
beziehen. Aus den wahren 
Werten {hj und (äJ 
dieser Höhen werden 
dann die wahren Werte 
{HJ und (irj der sich 
auf den Normal-Höhen- 
punkt {NN) beziehenden 
Höhen gewonnen durch 
Zulegung des wahren 
Wertes (o) des Höhen- 
und h^ gewählten Anfangspunkte und 




Fig. 12. 



Unterschiedes zwischen dem für die Höhen A^ 
dem Normal-Höhenpunkte, so dafs wird : 

(^^a) = (*«) + (0, oder 

(iyj^(ÄJ + (o), 



(AJ:-(iyj-(o). 
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Hiemach ergeben sich ftkr unser Beispiel die folgenden Gleichungen für die 
Beziehungen zwischen den wahren Werten ( A) der beobachteten Höhen, den wahren 
Werten (if) der zu bestimmenden Höhen und den ^wahren Werten (o) der Orien- 
tirungshöhenunterschiede: 



(108) 



Zug !:(*}) = //, -(0'), 
(ä1) = (H,)-(o'), 

(^) = (H,)-(o'), 

Zug 3: (*»,)= /^57 ^(o'), 
(A«) = (fl.)-(o»), 

Zug4:(A*) = (J.)-(o«), 
(*^) = /'»8 -(0,), 



Zug5:(A*8) = /^„ -(o»), 

{A*) = (H.)-(o»), 

Zug6:(A«) = (ff,)-(o»), 

{*?») = ^5. -(<>•), 
Zug7:(4) = (ff,)-{on, 

(A|) = (if,)-(o'), 
Zug8:(A8) = (ff,)-(o''), 



Zug 9: (A») = (fl,)-(o») 
(A») = (H.)-(o») 

ZuglO:(Aj°) = (H,)-(o») 
(AiO) = (if,)-(o«>) 

Zugll:(A»i) = (fl-,)-(o") 
(Aj») = (if,) -(<,'■) 



(^) = (ff,)-(o»), 

Hieraus ergeben sich folgende Fehlergleichungen (109) und (110), die wir 
gleich zusammenfassen: 
Zugl:«} =Ä, — o' — A} , Zug5: r^ = /^„ — o» — ^, 



(100) 

und 

(UO) 



= ff, — o' — 



lI 



Zug 2; 
Zug 3; 



''57 — ^" — »' — *57 , 



= H„ — o* 



■*57» 



:H._0»-A» , 



Zug6:«S =£r5-o'-A6 , 



'^^»9 



= ÄiMi — o'-A« 



'59» 



Zug7: v\ =fl, — o' — aJ , 



= ir, — 0' — J 



Zug 4: f* =fr, — o* — A* ,|Zug8: x\ ^H^ — o* 



'58 



= /^M — o' — At 



■*|. 



58»: 



H,- 



Zug 9: 
Zug 10: 
Zug 11: 



vi =H,^o^ ^hl , 



:lZ-._-o» -A 






3 _..3-o«-A« , 

Wie sich die Gleichungen zwischen den Näherungswerten 1^ der beobachteten 
Höhen, den Näherungswerten $ der zu bestimmenden Höhen und den Näherungs- 
werten der ebenfalls zu bestimmenden Orientirungshöhenunterschiede gestalten, 
ist nach den Gleichungen (108) leicht zu übersehen. Da jene Gleichungen für das 
folgende aber bedeutungslos sind, schreiben wir hier ohne weiteres die Differenzial- 
quotienten nach den Gleichungen (108) an: 



(lU) 



a» 




=+1, 


a» 




=+1. 


a» 




=+1, 


fc7 




=+1, 


6» 


8§, 


=+1. 


6" 




=+1, 


9'' 




= 4-1, 


P" 




=+1, 






d\,\ 






^5J 










*i 


~ to'" 


= -1, 


i« 


e'o' 


=— 1, 








Ä57 


e§l7 


= -1, 


*. 




= -1, 










e^i^ 






f^J' 






«7 


to" 


= ~1, 


«« 


to" 


~ V- 









Bilden wir nun die Summen [pav], [p6v], [pcv], .... und beachten wir, 
dafe diese Summen nach den Formeln (128) gleich Null sein müssen, so erhalten 
wir folgende Gleichungen: 

11* 
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[pav]=pl {B,-o^ -kl )+pI {H,-o^ -A| )+pI (H,-o^ -hl ) = 0, 
[phv]=pl {B.-o'' -kl )+pI (fi-,-0» -A| )+pJ'(ff.-o"-A3') = 0. 

[pgv]=p]''{Ii7-o''-h]^)+p]UH,^o^^-hY) = 0, 

[piv] = ^p\ (H, -0» -äJ )-p\ (H,^o^ -hl ) = 0, 
[pkv] = ^pl,(H„^o^ -hl,)^pl (H,-o^ -A| ) = 0, 

Nach der ersten Gruppe dieser Gleichungen mufe die Summe der mit den 
Gewichten multiplizirten Abweichungen zwischen den wahrscheinlichsten Werten H 
der Höhen und den durch Zulegung des Orientirungshöhenunterschiedes o orientirten 
Beobachtungsergebnissen h oder die Summe der mit den Gewichten multiplizirten 
wahrscheinlichsten Beobachtungsfehler für jede Höhe oder für jeden Punkt gleich 
Null sein, und nach der zweiten Gruppe der Gleichungen mufs, da die Gewichte 
für die beiden Höhen eines jeden Zuges einander gleich sind, die einfache Summe der 
bezeichneten Abweichungen oder Beobachtungsfehler für jeden Zug gleich Null sein. 

Aus obigen Gleichungen folgt: 

H, = ^^^{pI {hl +0' )+pI {hl +0» )+pI {hl +0' )), 

H, = ^-^^{p]'(h]' + on+pY{hY + o^^)). 
0' =i((>yi '-h\) + {H,-^hl)), 



o» = i((jr,-ÄjM+(^»-Äji)). 

Hiemach sind die wahrscheinlichsten Werte B der Höhen je gleich dem mit 
Berücksichtigung der Gewichte gebildeten allgemeinen arithmetischen Mittel der durch 
Zulegung des Orientirungshöhenunterschiedes o orientirten Beobachtungsergebnisse h 
eines jeden Punktes, und die wahrscheinlichsten Werte der Orientirungshöhenunter- 
schiede o sind je gleich dem einfachen arithmetischen Mittel der beiden Unterschiede 
zwischen den wahrscheinlichsten Werten H^ und H^ und den aus den Lattenab- 
lesungen gewonnenen Werten h^^ und h^ der Höhen des Anfangs- und Endpunktes 
eines jeden Zuges. 

Die hier gewonnenen Formeln und Regeln stimmen im wesentlichen überein 
mit den im § 33, Nr. 17 und 18 und im § 34, Nr. 10 und 11 gewonnenen Formeln 
und Regeln, so dafs das dort behandelte Nähenmgsverfahren auch hier eingeschlagen 
werden kann. 

Als Beobachtungsergebnis für den Anfangspunkt eines jeden Zuges wird 
Ä^=r 0,000 und dementsprechend als Beobachtungsergebnis für den Endpunkt eines 
jeden Zuges h^ = Ah, oder der beobachtete Höhenunterschied genommen. 

Da in der Regel viele Höhen If und Orientirungshöhenunterschiede o zu be- 
stimmen sind, so ist es, um möglichst rasch zum Ziele zu gelangen, wichtig, dafs die 
ersten Näherungswerte bereits den wahrscheinlichsten Werten nahe kommen. Dies 
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wird auch in einfacher Weise erreicht, indem das Netz erstens in Berechnungszüge 
zerlegt wird, die eine möglichst günstige Bestimmung der Höhen der einzelnen 
Punkte erwarten lassen, dafs dann zweitens die ersten Näherungswerte ^i der 
Höhen in den Berechnungszügen durch Addition der beobachteten Höhenunterschiede 
gebildet werden, wobei von den Höhen der gegebenen Punkte oder, wenn solche 
fehlen, von einer beliebig angenommenen Höhe eines passend gewählten Punktes 
ausgegangen wird, dafs hiemach drittens die Verbesserungen ©i der einzelnen 
Höhen ^i berechnet werden, die aus den Abschlüssen der Berechnungszüge auf 
die Höhen der Endpunkte dieser Züge folgen, und dafs endlich viertens das einfache 
arithmetische Mittel der Verbesserungen ö i für die Höhen ^ i des Anfangs- imd 
Endpunktes eines jeden Einzelzuges als erster Näherungswert o i der Orientirungs- 
höhenimterschiede genommen wird. Die Höhen der Endpunkte der Berechnungszüge, 
auf die abgeschlossen wird, sind, wenn der Endpunkt ein gegebener Punkt ist, die 
gegebene Höhe dieses Punktes, oder wenn der Endpunkt ein Knotenpunkt ist, das 
allgemeine arithmetische Mittel der Höhen ^ i , die sich ftlr den Knotenpunkt in den 
einzelnen auf diesem endigenden Berechnungszügen ergeben haben, oder wenn der 
Berechnungszug ein geschlossenes Polygon bildet, die Höhe des Ausgangspunktes. 




Fig. 14. 

Zur weiteren Erläuterung des Verfahrens ist auf Seite 166 und 167 die im 
Jahre 1885 ausgeführte Berechnung der Höhen der Knotenpunkte des von den 
Studirenden der Geodäsie an der Landwirtschaftlichen Akademie Poppelsdorf nivel- 
lirten Höhennetzes von Bonn und Umgebung wiedergegeben. Das Höhennetz, wovon 
das vorstehend unter Nr. 1 bis 10 und im § 21 behandelte Netz ein Teil ist, ist 
angeschlossen an 4 Punkte der Landesaufnahme und an die Höhenmarke der Euro- 
päischen Gradmessung an dem alten mittlerweile abgebrochenen Bahnhofsgebäude 
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in Bonn. Es enthält 15 Knotenpunkte, die durch 29 Züge mit den gegebenen Punkten 
und unteremander verbunden sind. 

Die Berechnung der ersten Näherangswerte der Höhen ^i und der ersten 
Verbesserungen Oi ist im wesentlichen nach dem im § 21 behandelten Verfahren 
durchgefllhrt mit den Vereinfachungen, dafs die durch die Ausgleichung der Fehler 
in den einzelnen Netzteilen bedingte Erhöhung der Gewichte unberücksichtigt gelassen 
ist und dafs die Ausgleichung der Fehler nicht jedesmal auf die sämtlichen bereits 
berechneten Netzteile ausgedehnt, sondern auf die den betreffenden Knotenpunkten 
nächstgelegenen Netzteile beschränkt ist. Die Berechnungszüge und deren Nummern, 
denen die Berechnung der Höhen ^ i und der Verbesserungen r> i gefolgt ist, sind 
in der auf Seite 165 beigegebenen Uebersichtskarte dargestellt. 

Nachdem sich (Ür die den Höhen 5a = §o + <^^8 entsprechenden Orientirungs- 
höhenunterschiede Os nur noch sehr kleine Zahlenwerte ergeben hatten, ist das 
Verfahren abgebrochen. 

[P] 
r T» n 1 
Kopfe berechnete Verbesserung + -> — ? hinzugeftlgt , deren Berechtigung aus den 

im § 33, Nr. 14 erhaltenen Formeln (IST) folgt, wenn diese Formeln durch Einfitthrung 
der Gewichte verallgemeinert werden und wenn beachtet wird, dafs dort die o in 
den der Entwickelung zu Grunde liegenden Formeln (lOS) mit anderem Vorzeichen 
vorkommen wie hier. 



Den Mittelwerten § o + 



aus den Höhen f)^ ist jedoch noch eine im 



§ 36. Rückwärtseinschneiden. 

Zur Bestimmung des g 9 durch Rückwärtseinschneiden sind auf diesem 
Punkte die Richtungen nach den gegebenen Punkten gg 3, 7, 8, 6 in 4 vollen Rich- 
tungssätzen beobachtet worden. Die rechtwinkligen Koordinaten ^^ y^ der gegebenen 
Punkte und die arithmetischen Mittel r^ der vier für jede Richtung erhaltenen Be- 
obachtungsergebnisse sind : 



Nr. der 
Punkte. 


Abscissen. 


Ordünaten. 


Richtungen. 

1 o 1 . ! » 


S3 
g7 
§8 
S6 


xj = 5482,42 : 
72 = 2125,96 1 
/,:== 5 086,94 1 
X4 = 6 122,25 , 

1 


yi=x8 013,62 
y, = x6 036,88 
3,3 = X4 914,53 
y ^ = X5 990,33 


r, 23 ' 38 
r, 154 45 
rg 241 . 52 

r, j 294 ! 17 


45 
05 
52 
05 



Es sollen die wahrscheinlichsten Werte x y der rechtwinkligen Koordinaten 
des g 9 und der mittlere Fehler m i einer einmaligen Beobachtung einer Richtung 
in einem Richtungssatze bestimmt werden. 

1. Die beobachteten Richtungen r^ beziehen sich auf eine beliebige, nicht 
genau bekannte Anfangsrichtung. Um aus ihren wahren Werten (r^) zunächst die 
wahren Werte (v„) der Neigungen der einzelnen Strahlen gegen die Abscissen 
axe zu erhalten, mufs ihnen der wahre Wert (o) eines aus den Beobachtungs- 
ergebnissen mit zu bestimmenden Orientirungswinkels hinzugefügt werden, so dafs 

also wird; 

(v„) = (rJ + (o), oder 
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Der wahre Wert { v„ ) der Neigungen steht niin zu den wahren Werten der 
zu bestimmenden Koordinaten ( x* ) ( y ) des g 9 und den gegebenen, als wahre Werte 
anzunehmenden Koordinaten x^ y^ in der Beziehung, dafis ist 

Somit ergeben sich für die Beziehungen zwischen den wahren Werten (r,) 
der beobachteten Richtungen und den wahren Werten der zu bestimmenden 
Grö&en {z) , (y), (o) fttr unser Beispiel die folgenden Gleichungen : 

(r,) = (*i)-(o), 



<1©8) 



('•.) = (•'. )-(o), 
(r,) = (v,)-(o), 
(r,) = („J-(o), 






{Vi) = aretg 









S. Hiemach erhalten wir die wahrscheinlichsten Werte Ri, R^, R^, R4 der 
beobachteten Richtungen und die wahrscheinlichsten Werte v 1 , v a , v g , v i der 
Neigungen aus den wahrscheinlichsten Werten x, y , nach; 



(10») 



Ri = Vi — o, I vi-^arc«^?!^^^^»", 



Ri = Vi — o, 
R» — Vt^o, 
R* = v^ — o, 






V3- 



v* 



Z4 — / 



(110) 



und die wahrscheinlichsten Beobachtungsfehler nach: 

Vi=Ry—r^, 
r, = i2j — r,, 
v» = Rz — ri, 

S. Die wahrscheinlichsten Werte x, y , o der zu bestimmenden Gröfsen zer- 
legen wir in die Näherungswerte j, 9, und die den letzteren beizufügenden 
Aenderungen dj, dt), do, setzen also: 

f ^ = l^ + dl, 

(111) { y = 9 + ^9, 

Den Näherungswerten E , 9 , der zu bestimmenden Gröfsen entsprechen die 
Näherungswerte r 1 , r 2 , r s , 1 4 der beobachteten Richtungen für die sich nach den 
Gleichungen (108) ergiebt: 



(112) 



r 1 = n 1 — , 
Tg = n2 — , 
r8 = na — 0, 
r4-=n4 — 0, 



Vi 



ni=aretg 

* 1 fc 

ns = aretgy-^~^^ ö", 
"^J^s — K^ * 

^^4 — 1^ 
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Aus diesen Näherungswerten werden die wahrscheinlichsten Werte der beob- 
achteten Richtungen durch Beifügung der den Aenderungen dj, dy, do ent- 
sprechenden Aenderungen dti, dx^ , dv^, dr* erhalten nach : 



(118) 



r R, = t, + dv,, 

\ R^ = r2 + dx^, 
j 123 = r, + dr,, 
l R, = v^ + dx^. 



4. Differenziren wir die in den Gleichungen (112) für die Näherungswerte x^ 
erhaltenen Ausdrücke nach g, 9, o, so ergeben sich die Differenzialquotienten zu- 
nächst in allgemeiner Form wie folgt: 

^^» 1 



c^E 



1 + 






,(y„-9)(~l)(x„~x)-^(-l)(>" 



= + . 



Vn-y 



Zur Vereinfachung dieses Ausdrucks führen wir die Näherungswerte S^ der 
Strahlenlänge ein nach: 

8| = (^.-s)' + (!r»-«))', 
womit wird: 



Ebenso wird: 
« Cr) ~ 



1 



oder mit Einführung von 8„: 



ö»n . yn-9 „ 



(-l)p"=- 



^«-s 



-^V^n-t 



('„-j)'+(y»-9)" 






Endlich ist: 



.^'« 
tö 



= -1. 



Damit ergeben sich fOr unser Beispiel die folgenden Ausdrücke fOr die 
Differenzialquotienten : 



(114) 






h — "^«""S., 
fc ^< — S « 



«.=-1, 
«. = -1, 



Die Abweichungen zwischen den Näherungswerten der beobachteten Grfilsen 
und den Beobachtungsergebnissen sind: 

f /i=-r,-r., 
(115) lA=-r,-r,, 

/s ^3 Tg, 

/'4 = r4 — r^. 
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5. Hiernach ergeben sich die umgeformten Fehlergleichungen wie folgt: 



(116) 



dti=aidTC-\-bidi) — do, 
dVi = a^dT:-\-b2dy — do , 
dXi = a 8 d j -^-b^dy^do , 
dXi = a^dTC-{-bidy — do, 



(ii:) 



vt=f^ + dt^, 
v^=fz + dXi, 

V4=fi + dXi. 



Wenn wir das Gewicht der gleich genauen Beobachtungsergebnisse r gleich 
Eins nehmen, können diese umgeformten Fehlergleichungen, indem nach den 
Formeln (185) 



(135) 



4 ' 



Ai = ai 



A^^a^ 



[a] 
' 4 ' 



-^4 — ^4 ^, 






Bi — b^' 



'4 ' 



B -b t*J 



54 = 6.- 



" 4 ' 



F -f f^) 



gebildet wird, nach den Formeln (136) reduzirt werden auf: 



(136) 



dx,=A,dic + B,dr), 
dXi--=^A^dTC + B^d}), 
dXi^A^di + B^dy, 
dX4=^A^dT: + B^dr), 



r,=.F, + dx^, 
Vi = Fi + dX2, 
^'»^J'^ + dxz, 
v^^F^ + dx^, 



(118) 



Aus diesen reduzirten Fehlergleichungen ergeben sich die Endgleichungen: 

f [AA]dT: + [AB]dr) + [AF] = 0, 
\ [AB]di+[BB]dr) + [BF] = 0, 



Nachdem durch Auflösung dieser Endgleichungen die Zahlenwerte von dj 
und di^ erhalten sind, ergiebt sich do nach: 



(187) 



do^+^l^d,+^^d,+^n^ 



6. Der mittlere Fehler m der Gewichtseinheit oder des arithmetischen Mittels 
aus den vier für eine jede Richtung vorliegenden Beobachtungsergebnissen ergiebt 
sich zu: 



(135) 



'=±t'.:'r±f/-i' 



und danach der mittlere Fehler m i einer einmaligen Beobachtung einer Richtung in 
einem Richtungssatze, deren Gewicht p i = 0,25 ist, nach : 

7. Die Rechnung nach den entwickelten Formeln gestaltet sich wie folgt: 
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1. Berechnung der genäherten Koordinaten s 9« 1 




Collin'scher Hülfspunkt Q. 


Gesuchter Punkt P. 


o *nu 


. b yb—Va 


, m ym-VQ 






^. = Jy»-dx»«s,v«. 


j A^ = Ay'',-Axltgv^. 




e2 


B.^Ayi-Ax'^tgvi. 


■B. = 4y*-4i*<jv,. 




C>==tgvi-tgvf. 


C, = tgv,-tgvt. 




i.?=§^. 


Ar ^« 


-.=?:• 


/»^ 


^V2=^4t9^^. \Ayf=A.?tgvf. 


^ya=^'«'S'»'«' 


^yi = 4'»'y»'»- 


y«=ya + 4y? x^=x.+ ax« 


9 = y« + ^y. 


S = x. + 4^„ 




=y» + 4y6- =^»+4^?- 


= y»+4y». 


= X» + 4lj. 


^„:g8. f«:S7. -Pt-'g»- -P:g9. 


y, X4 914,53 


I, 5 086,94 


a 1 87' 07 1 47 


: 

tgvl +8,970 39 


y* 


X8 013,62 


1 ^4 


5 432,42 


ß '228 51 


J 21 i 


«yvlj +0,246 00 


y»-y« 


+ 3 099,08 


1 

\ ^M 2J„ 

1 ö a 


+ 345,48 


vf = vl-ß 


83 K 


"" 


t tf 
13 49 13 


iy„« 


+ 2 867,93 


j ^^.« 


+|4 134,91 


214.44 41 


»'. = "« + « 


100 57 00 


4y? 
yg 


— 


231,16 


1 ^^? 
•| «g 


+ ,3 789,44 


p?=vl-'a±lSO° |176 30;34: 


n = «'ö+'»i242 42|53| 


X7 782,46 


9 221,85 


i9^'. 


+ 


0,693 59 


tg^a 


-5,168 63 


y. 

y.-y« 


X6 036,8g 




2 125,96 


tgvf 


— 0,06100 


i3n 


+11,988 69 


-1745,58 


— 7 095,89 


4-|0,75459 


-;7,107 32 


4ya 

9 


+ 


1 766,6^ 
1 332,4'. 


i ix^U, 341,80| 


Htgvf 


+ ;3 099,09 


A, 


+.3099,09 


4x, 




687,28 


+ 


21,07 
289,62 


+1 669,78 
- 1 785,66 


X6 681,r 


E 


4 745,14 


A, 


+ 


3 120,16 


+ 2429,31 










B, +2 859,47 

■ 1 


B, +4884,75 


2. Berechnung der Neigungen n, v und der DiSerenzialquotienten a,h. 


^„. 


Vn- 


9. 


^9 = y„--9. 


49*. 


«= + ^>». 


y»-y- 




'n- 


J. 


Aic = x^^t:. 


4eV 


» = -'^>.. 


^n-'- 






y. 


tgn. 


8». 


b 

eofgn = • 


tgv. 






X. 


n. 




n. 


V . 


g3 


X8 013,62 


X6 681,20 


+ 1 1332,42 


177 53 43 


+ 1 122,264 


+ ! 1332,35 




5 432,42 


4 745,10 +1 687,32 


47 24 09 


- 1 63,069 


+ . 687,26 






X6 681,27 +; 1,938 57 


2 24 77 52 


+ ' 0,515 84 


+ 1,938 64 






4 745,16 62° 42' 48" 


0,091 761 


62° 42' 49" 


62° 42*51" 


g7 


X6 036,88 ' 




— 


644,32 


415148 


- 18,268 


- 644,39 




2125,96 




— 


2 619,14 


6 85 98 94 


+ 74,258 


- 2 619,20 








+ 


0,246 00 


7 27 50 42 


+ 1 4,06492 


+ 0,24603 








193° 49' 13" 


0,028 352 


193° 49' 15" 


198° 49' 19" 


88 


X4 914,53 i; li- 


1 766,67 


8121123 |~l 112,540 


-, 1766,74 




5 086,94 . 


' + 


341,84 
5,168 12 


116855 1- 
323 79 78 il- 


21,776 
0,19350 


+ 341,78 
-' 5.169 23 






' 280° 57' 04" 


0,063 702 !i 280° 57' 05" 


280° 56' 56" 
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-p«. 


y«- 


9. 


^9 = yn-9. 


49^ 


«=+^^a,. 


y«-y- 




^n- 


£. 


-^5 = ^« — £• 


4e». 




^«~^- 






y- 


tgn. 


8*. 


b 

eotg 11 = . 

a 


tgv. 






X. 


n. 




n. 


V . 


§6 


X5 990,83 


1 


690,87 


47 73 Ol 


- 1 60,080 


- i 690,94 




6 122,25 


1 


+ 


- 1 377,15 


189 6542 


-. 119,662 


+ 1 377,09 








— 


0,501 67 


237 8843 


-1 1,99837 


- 0,501 74 








333 ^21' 30' 


0,086 891 


388° 21' 82" 


338° 21' 19" 




8 722,93 


5 705,20 


-f 3 738,73 


; 




+ 8 738,48 






5 705,72 


- 5 721,00 


(-: 1982,27 


- 1 982,79 


i- 5 721,27 


8. Bildung der Faktoren A und £. 


4. Bildung der Abweichungen F. 




A= ! 


! B = 






X — r. 


F= 


n- 


a . 


a t"]. 


6. 


^ t*J 


r = n — 0.1 


r. 


f-U) 






n 




n 


1 






' n 


g3 . 


f 122,8 


+ 


139,4 - 




= 


39 


04 


00 


23 


38 


45 






- 9,0 


- 63,1 1 - 30,5 


23,88 48; 


+ 3 


S7 - 


- 18,3 


— 


1,2 - 


f- 74,3 + 106,9 


154 


45 13 


154 45 


05 


+ 8 


— 4,0 


g8 - 


- 112,5 


— 


95,4 - 


- 21,8 + 10,8 


241 


53 04 


241 52 


52 


+ 


12 


0,0 


g6 ^ 


- 60,0 


— 


42,9 - 


- 119,7 — 87,1 


294 


17 30 


294 1 17 


05 


+ 25 


+ 1 18,0 1 


-1 68,5 


-1 0,1 - 


- 130,3 + ' 0,1 


,34 35 




33 


47 


+ . 48 ; 0,0 


n 


-. n.. 


n 


- 32,6 




1 ! 
; 1 

1 




n 


+ 12,0 

1 


5. Bildung der Faktoren u. s. w. der Endgleichungen. 


A- l 


). A. 


B. 1 F. 


pAA. 


pAB. 1 pAF. 


pBB. 1 pBF. 1 


§3 


1 + 1 189 - 


-:a,L 


9,0 




19 321 - 


- 4309 - 


1251 




i 
961 


+ 


279 


g7 


1-11- 


f 107 , - ' 4,0 




1 - 


- 107 , + 


4 




11449 




428 


g8 


1 — 1 95 - 


f 11 1 , 0,0 




9 025 - 


■ 1045 





121 1 







S6 


1 - 


43 - 


- 87+1 18,0 




1 849 + 1 3 741 ~ 1 


559 


1 7 569 1 


— 


1181 












0,0 


+ 


30 196 j - 


- 1720 -! 1806 


+ 


20100 


— 


1280 


6. Auflösung der Endgleichungen und Bildung der wahrscheinlichsten Werte x, y, o. 


[pAA]. 


[pAB]. l 


pAF]. 


[pBB]. 


IpBF]. 


Probe. 


^''S 


1 


1,1 


1 : 
+ 80 196 — 1 720 - 

1 


- 1806 


► + 


20 100 ! - 


1280 


— 


109 - 


- 116 

88 




+ 


0,057 - 


t- 0,06C 
h 0,004 


98 


-| 103 


+ ^''Jdr> 2,2 


dl - 


+ 


20002 -; 1383 

1 1 


+■:■ 


1 

+ 12,0 


\- 0,064 


dt) + 


0,069 


- 204 - 


- 204 


do 


1 + ^ 8,7 




X ' 


i 745,10 


9 


X6 681,20 


= 2, 


= 39° 04' 00" 


1745,16 


X6 681,27 


= 39° 04' 09" 


7. Berechnung der wahrscheinlichsten Werte v der Neigungen siehe Abteilung 2. 








'"^^"" 








^'"" 






















^•—^ 






--d 



174 



Vermittelnde Beobachtungen. 



U.T. IV. A. 



8. Wahrscheinlichste Beobachtungsfehler v . 


9. Quadrat- 
summen. 


^n- 


12 = 


v — o. 


v = 
B-r, 


Adi' + Bdt) = dl. 


V = 

F+dx. 


pFF. pvv. 1 


= 

§3 


39 


04 ; 09 




3 


+ 


1 


1 


~ 2,2 


81 


5 , 


23 


38 


42 


8,9 


— 


2,1 1 + 


6,8 


§7 


154 


45 


10 


i + 


5 


— 


0,1 


+ 


7,4 + 


7,3 


+ 


3,3 


16 


11 1 


g8 


241 


52 


47 




5 


— 


6,1 


+ 


0,8 - 


5,3 


— 


5,8 


28 


§6 


294 


17 10 


.4- 


5 


- ' 2,8 i — 


6,0 - 1 8,8 


+ 


4,2 


169 18 


33 1 49 


; + 


2 


-1 0.1 


+ 


0,1 




0,0 


1 0,0 


266 


62 


10. Schlufsprobe und mittlerer Fehler. 






[pvv] = [pFF] + 2! = 2Qe'-'2(H = ß2. 


m = : 


tfi 


^^=±yÄ=^'-«"- '«-±'"Ki=±'.^i/ö,25=±^^'«"- ' 



§ 37. Vorwärtseinschneiden. 

Zur Bestimmung des g 9 durch Vorwärtseinschneiden sind auf den 
gegebenen Punkten ä§ 7, 8, 6 die Richtungen nach g 9 und nach mehreren gegebenen 
Punkten je in 4 vollen Richtungssätzen beobachtet worden. Die Koordinaten x^ y^ 
der gg 7, 8, 6, die arithmetischen Mittel r„ der vier flttr jede Richtung erhaltenen 
Beobachtungsergebnisse und die aus den gegebenen rechtwinkeligen Koordinaten 
abgeleiteten Neigungen v„ der gegebenen Strahlen gegen die Abscissenlinie sind: 



Ziel- 
punkte. 


Richtungen. 


Neigungen. 


Ziel- 
punkte. 


Richtungen. 


Neigungen. 




Standpunkt: g7. 


1 
Standpunkt: g6. ! 


XT- 


= 2125,96, y7 = x6 036,88. 


xe==6 122,25, y«=:X5 990,33. 


§8 


rg' 73 39 45|! V5 339 i 14 


28 


g3 


ri4 124 


58155 


Vu 


108 


49 


35 


§9 


r«|l08|14 


33' 




1 




g9 


ri5 169 


30:42 










g3 


Tj 125 17 


42 i 


V7 


30 52 


23 


g7 


r,e 195 29,10 


vie 


179 


19 


58 


g5 


rgj 36 ,37 40 


Vs 


302 12 


13 


g8 


ri7 242 1 15; 08 


vn 


226 


05 


55 




1 . . . < 


gö 


ri8 252 50'38 


^18 


236 


41 13 il 




Standpunkt: g8. 








^8 


= 5 086,94. y«=:x4 914,53. 




g6 


^9 


108 


10|00 


v^ 


46 


05 '55 


Es sollen die wahrscheinlichsten Werte 


g3 


rw 


145 


42 30 


ViO 


83 


38 


20 


X y der rechtwinkligen Koordinaten des 


g9 


rn 


163 


Ol 05 










g 9 und der mittlere Fehler mi einer 


g7 


ru 221 


18 30 


Vii 


159 


14 


28 


einmaligen Beobachtung einer Richtung 


gö 


»•is 


305 


47 


56, 


ViZ 


243 


43 


45 


in eine 


m Richtui 


igssatzc 


iledi 


glich 


aus 


den 



auf den gegebenen Punkten erhaltenen Beobachtungsergebnissen bestimmt werden. 

1. Wir führen die Entwickelung der Formeln zunächst nur für die auf g 7 
beobachteten Richtungen durch. 

Diese Richtungen r^ beziehen sich auf eine nicht genau bekannte Anfangs- 
richtung. Um aus ihren wahren Werten ( r^ ) die wahren Werte ( v„ ) der Neigungen 
der einzelnen Strahlen gegen die Abscissenaxe zu erhalten, mufs ihnen daher, ebenso 
wie in dem im § 36 behandelten Beispiele, der wahre Wert (07) eines aus den 
Beobachtungsergebnissen mit zu bestimmenden Orientirungswinkels hinzugefiigt 
werden, so dafs also ist 
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(1*) {^n) = i^n) + (07) Oder 

(2*) (rJ-CfJ-Co,). 

Der wahre Wert ( v e ) der Neigung des Strahles S 7 — g 9 steht zu den wahren 
Werten der Koordinaten {x) (y) des g 9 und den gegebenen als wahre Werte 
anzunehmenden Koordinaten x, y, des § 7 in der Beziehung, dafs ist : 

«ä,((v,)± 180°) =|^-[]; joder: 

(y) 



(3*) 
(4*) 



■^7 [^ ) 

Hiemach erhalten wir für die Beziehungen zwischen den wahren Werten (r^) 
der auf § 7 beobachteten Richtungen und den wahren Werten (x), (y), (07) der 
zu bestimmenden Gröfsen die folgenden Gleichungen: 



(5') 






(v.)-{o,), 

('•8) = (v8)--(07); 



(6') (vt) ±180'' = are ig 



y? — (y) 



-(^) 



r^;^ 



Für die wahren Werte (vs), (^7), (ve) der Neigungen der Strahlen nach 
gegebenen Punkten haben wir die aus den gegebenen Koordinaten abgeleiteten 
Neigungen v^, vj, vs anzunehmen. 

2. Danach ergeben sich die wahrscheinlichsten Werte Ä 5 , ^ e 1 -B 7 , R» der 
beobachteten Richtungen und der wahrscheinlichste Wert v« der Neigung für den 
Strahl §7 — § 9 aus den wahrscheinlichsten Werten x, y , 7 der zu bestimmenden 
Gröfsen nach: 



(7') 



i26 = Vö — O7, 
-B« = V6 — 07> 

Bj = vj — oj , 
B^ = vs — Ot; 



(8'J va±180^ 



' Z7 — x^ ' 



(9') 



und die wahrscheinlichsten Beobachtungsfehler nach: 

^7 = 127 — r7, 

t'g^rjBg fg. 

3. Die wahrscheinlichsten Werte x, y, 07 der zu bestimmenden Gröfsen zer- 
legen wir in die Näherungswerte j , 9 , 7 und die diesen beizufügenden Aenderungen 
d^, dy, dot, setzen also: 

(10') ly =9 +d9 , 

l 07^07 + ^07. 
Den Näherungswerten j, 9, 07 der zu bestimmenden Gröfsen entsprechen 
die Näherungswerte r 5 , r « , r 7 , r « der beobachteten Richtungen, wofür sich ergiebt : 
r6 = v5 — O7, _ 

(12*) n«±180° = arc^^' ^(>". 



(ir) 



•^7 — E 



tfl^n« — 07, 

r7 = v7 — O7, 

r8=^*'8— -07; 

Aus diesen Näherungswerten werden die wahrscheinlichsten Werte der 
Richtimgen durch Beifügung der den Aenderungen d 5 , d 9 , do^ entsprechenden 
Aenderungen dts, dv^, dxj, dts erhalten nach: 



Il^ = X6 + dXi, 



(13') 






-B? ^^ t T -{- dt f , 

■ß8 = '^84"^'^8- 
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4. Differenziren wir die in den Gleichungen (11*) und (12*) ftir die Näherungs- 
werte r„ erhaltenen Ausdrücke nach e, 9, 07, so ergeben sich die folgenden 
Differenzialquotienten : *) 



(14*) 



Die Abweichungen zwischen den Näherungswerten der beobachteten Gröfsen 
und den Beobachtungsergebnissen sind: 



«5=0, 


1 »5 = 0, 


! «.=-1, 


«.- + - ,-e , 

a, = 0, 


», = 0, '« 


«.=-1, 


08 = 0; 


1 6. = 0; 


C8=-l. 



(15*) 



/s ^i *'8> 

/•=«• — '•«, 

/7 = r7 — r,, 
/'8 = ra — fg. 

5« Hiemach ergeben sich die folgenden umgeformten Fehlergleichungen: 



(16') 



(17') 






dra= — d07, 

dr e = a 6 «'s + * 6 ^^9 — <^o 7 , 
dt 7= ~do7, 

dr8= — do7, 

Nehmen wir die Gewichte p», P9, Pip Ps der gleich genauen Beobachtungs- 
ergebnisse gleich Eins, so können diese umgeformten Fehlergleichungen nach 
Formel (145) reduzirt werden auf: 

4 — 1 



(18*) dn9 = a^dic + h^dy, 



(19') o.=/e-f^^__f* + dne, 



Gewicht = 



Wenn wir nun als Näherungswert 7 des Orientirungswinkels für die auf g 7 
beobachteten Richtungen das arithmetische Mittel der Differenzen v — r, also 



[v-r] 
3 



(20*) 07 = 

nehmen, so wird [f]—f9 = und damit aus den Gleichimgen (18*) und (19*): 

(21*) dn^ = a,di + b^di), (22*) r>,=f, + dn, - •- ^ 



Gewicht = 



was sich wie folgt ergiebt: 

Zunächst ist: [/] — A=/ö +/? +/§ . Für diese Summe erhalten wir, indem 
wir in die Formehi (15*) ftlrr6,r7,r8 die in den Formeln (11*) erhaltenen Werte 
setzen : 

/'5 = *' s — r 6—07, 



/'7 = V7 — '•7 — 
fs = vs — rfi — o 



7> 



und dies wird gleich Null für 7 



[v-r] 
3 



, wie behauptet ist. 



6. Die Formeln, die wir hier f&r die auf g 7 beobachteten Richtungen ent- 
wickelt haben, gellen allgemein, so dafs, wenn wir als Näherungswert der Orien- 
tirungswinkel für die auf einem gegebenen Punkte beobachteten Richtungen allgemein : 

(23-) »«=^:z-f^- 

nehmen, inrnier 

(24-) ^^-Tr^-O' 



*) Vergl. die Entwickelung der Differenzialquotienten im § 36, Nr. 4. 
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und damit ftkr diese Richtungen nur die eine reduzirte Fehlergleichung: 



177 



(26-) K=fn-<iri,, 



Gewicht = - 



erhalten wird. 

Wenden wir dies auf unser Beispiel an, so erhalten wir zuerst die Näherungs 
werte O7, Os, o^ für die auf §S 7, 8, 6 beobachteten Richtungen nach: 



_.[!L-I] 



Og = 



(27*) 07 = ^-3- ^ I (28*) 

und dann die reduzirten Fehlergleichungen 

dni, = a„d£ + 6„d9, 



_[i^~_rj 



(29') 



_[v~r] 



(30*) 



(3n 



Oe =fe +<in6 , 1 Gewicht = 

i 
1 
»ii=/'ii+dn„, I „ = 

I 



(82*) 



Hieraus ergeben sich die reduzirten Endgleichungen: 
[paa]dTC+[pab]dt) + [paf] = 0, 
[pab]d^+[pbb]d^ + [pbf] = 0, 



woraus die Zahlenwerte von d j und d 9 durch Auflösung erhalten werden, während 
sich allgemein für do^, wenn beachtet wird, dafs [/]=/„ ist, nach Formel (146) 
ergiebt : 



(88') 



a„ *n fn ^n 

*» » * ' n ^ ' » n 



Demnach ist in unserem Beispiele: 



(34*) do, = \\ 1 (85*) 



doi 



(36*) 






Nach den Bemerkungen zu den Formeb (143) bis (146) im § 30, Nr. 10 ist 
dem Betrage 2t, der sich bei Auflösung der reduzirten Endgleichungen nach 
Formel (187) ergiebt, noch der Betrag 



(87*) 






hinzuzusetzen, um nach Formel (139) den richtigen Wert von [pw] zu erhalten. 

7. Der mittlere Fehler m der Gewichtseinheit oder des arithmetischen Mittels 
aus den vier fittr eine jede Richtung vorliegenden Beobachtungsergebnissen ergiebt 
sich nach Formel (125) zu: 



(38*) 



m 






und danach der mittlere Fehler nti einer einmaligen Beobachtung einer Richtung in 
einem Richtungssatze, deren Gewicht p 1 = 0,25 ist, nach : 



(39') 



^« = ±'«yp\=±"'l/o,25- 



8. Die Rechnung nach den entwickelten Formeln gestaltet sich wie folgt: 

Koll. 2. Anfl. 12 
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1. Berechnung der genäherten Koordinaten ic t). 







Ax„ 



A 
C 

Ax^ — Axi^=Aj 






j=-»^«+^^a=^6 + ^'6- I 9 = ya+ ^ya=y6+ ^y*- 



Pa'^^' 



n:g6. 



-P:g9. 



Va 

Vb 

y* — ^a ; + 

^Va + 

^Vb 

1 



X4 914,53 
X5 990,33 



1 075,80 

1 766,73 

690,90 



X6 681,26 



5 086,94 

6 122,25 



^b-^a +' 1035,31 
Ax^ — 341,80 
Ax. — 1377,10 



V.\ 



4 745,14 



y^ 100 ' 56 ' 58 

9b 153 I 21 I 24 
*9 9a 



Ayl+\ 1075,80 



^"^a^nl-l 51»»43 



H/Tb' 



5,168 90; ir^ «9 y^ —' 5 351,41 
B 



I 0,501 71 



C —' 4,667 19, 



1 595,23 
6 427,21 



2. Berechnung der Näherungswerte 
der Qrientirungswinkel. 



Ziel- 
punkte. 



g8 

§3 
g5 



Neigungen 



Richtungen 



3. Abweichungen 



r = v — 0. 



1^= 

r — r. 



Standpunkt : 



339 I 14 I 28 1 73 I 39 45 
30 52 123' 125' 17 42 

302 I 12 I 13 11 36 37 40 



265 ' 34 I 
265 34! 
265 34; 



S7. 
43 
41 
33 



19'04|, '35|07 



= 265 



:43i 57 
34 39,0 



73 39 |49,0I|+ 4,0 

125 17 44,0!+ 2,0 

36 37 34,0 — 6,0 



I 35 ,07,0i 0,0 



4. Näherungswerte n 
der Neigungen. 



Aus Abteilung 2 der 
Rechnung im § 36 folgt : 

n7= 13°49'13" 
n 8 = 100° 57' 04" 
n« = 153°2r30" 



g6 
83 

§7 
§5 



46,05 

83 38 

159 I 14 

243 43 



Standpunkt : 
5511108 1 10 I 00 1 297 j 55 

20 1 145 I 42 ' 30 297 55 
28il221 I 18 I 30 '1297 155 
45 !| 305 1 47 ! 56 1' 297 I 55 



g8. 
55 
50 
58 
49 



42i28 



J |58;56|| 



43, 32 



I 8 = "— ^ = 297155 



53,0 



108 10 02,0;|-[-2,0 

145:42 27,0—3,0 

221 18 35,0'+ 5,0 

305' 47 52,0||— 4,0 



5. Difierenzialquotienten 



58 ,56,0 



0,0 



g3 
§7 

S5 



108 : 49 I 35 I| 124 i 58 



179 , 19 I 58 
226 05 55 
236 41 I 13 



195 29 



242 I 15 
252 50 



Standpunkt: g 6. 
I 40 
48 
47 
35 



55 j 343 t 50 I 
10 1 343 50 
08 1 343 I 50 I 
38 ll 343 I 50 



56 I 41 1 i 33 , 51 ;i ; 22 
4 



' = 343 : 50 



50 
42,5 



124 58:52,511—2,5 
195 29 15,5i'4- 5,5 
242 15,12,51-1-4,5 
252; 50 130,5 1—7,5 



Nach Abteilung 2 der 
selben Rechnung ist: 

07=— 18,3 67 = + 74,3 
ag=— 112,5 168=— 21,8 
06=- 60,0 iÖb = — 119,7 



33 51,0 0,0 



6. Abweichungen / für die reduzirten Fehlergleichungen. 



Neigungen n. 



r = n- 



Richtungen r. 



/=r-r. 



g7 



13 
100 
153 



49 
57 
21 



13 1 

04 II 
30 I 



108 
163 
169 



14 
Ol 
30 



34,0 
11,0 
47,5 



108 


14 


33 


+ 


1.0 


163 


Ol 


05 


+ 


6.0 


169 


30 


42 


4- 


5.5 



46 ' 32,5 I 



46 I 20 



12,5 



7. Bildung der Faktoren u. s. w. der Endgleichungen. 



6. 



/. 



p a a. 



p ab . ! p nf. 



pbb . 



pbf. 



,<;7 
58 

^6 



0,75 
0.80 
0,80 



18 +1 74I + I 1,0 

112 — 22 + 6.0 

60 — 120 + 5.5 



243—1 999 1 — 14 

10 035 + ! 1 971 — 538 

2 880 + ■ 5 760 — 264 



4 107 ; + j 56 

387 — 106 

11520 — ' 528 



— , 190 I — ' 68 -f 12,5 



-f 13 158 4- 6 732 — 816 



4- 16014 1 — I 578 
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8. Auflösung der Endgleichungen und Bildung der wahrscheinlichsten Werte x y. 1 


[paa 


]. 1 [pab]. 1 [pa/]. 


[phb]. 1 [pbf]. 


Probe. 1 


+ ; 13 158 1 + 1 6 732 | — 1 816 


+ 16 014 — ' 578 

— 3 447 +1 418 


1 1 
— 54 1 — 
2 1 — 


48 
8 




- 1 0,512 1 + 1 0,062 


dl 


! — 0,007 


+ 1 12 567 
dp 


+ 


160 
0,013 


1 + 0,059 


— 1 56 1 — 


56 






j = 4 745,10 




9 = X6 681,20 


= 2,. 


j== 4 745,16 


y = X6 681,21 


9. Bildung der wahrscheinlichsten Werte o der Orientirungswinkel. 


13. Zusatz ;S:.| 


Pn- 


adj + hdi) = dn. 


1 f' |/+d„.^*>~n 


. = + do. 


ff. - 

1 


n 


§7 


— 1 1,1 l + l 1,0 |~i 0,1 


1! + 1 1,0 1 + 1 0,9 


-t- 1 0,2 


1 
265 1 34 


39,2 


1 -1 


g8 


— 1 6,6 — 1 0,3 —• 6,9 1 + ' 6,0 1 — 1 0,9 


- 0,2 


297 55 


52,8 


36 - 1 7 1 


S6 


- 3,5 ' - 1 1,6 1 - i 5,1 ;+ i 5,5 , + ' 0,4 


+ 0,1 


343 


50 


42,6 


30 j 


-1 6 


-lll,2 


-1 0,9 |--I12,1 !+ 12,5| + 1 0,4 1 


-1 13 


10. Berechnung der wahrscheinlichsten Werte v der | 


14. Schlufsprobe und 




Neigungen. 1 


mittlere Fehler. 


^«- 


i; 


Vn — y- tg(v+lSO°). 


[vv]^[fn + ^r + 2,= 










289 — 56 — 13 = 220. 




^n- 


X, 


x„ — X. vi 180°. 


»=±yr-H 


g7 


X6 036,88'! x6 681,21 


— 644,33 


0,246 00 




2 125,96 1 4 745,16 


— i 2 619,20 1 


193° 49' 13" 


-±v;r.-".«" 


1 


, 




g8 


X4 914,53 


— 1 1 766,68 


5,169 06 




5 086,94 , 




+ i 341,78 


280° 56' 57" 


m, = ±inT/^- 










g6 


X5 990,33 




— 1 690,88 


0,501 70 


V ?i 




6 122,25 




-f 1 377,09 


333° 21' 25" 


= ^''']/oU = ^ ''''"■ 




276,89 1 


4 279,11 


— 4 002,22 




11. Wahrscheinlichste Beobachtungsfehler r. 


12. Quadrat- 
summen. 


Ziel- 
punkte. 


Neigungen 

V. 


jf Richtunger 

1 


1 Vz= 


dt = 
dn—do 


f. 


f + dt. 


ff^ 


vv. 




Standpunkt : g 7 . 






§8 


339 ! 14 


28 || 73 1 39 48,8 1 73 39 ' 45 ' + 


3,8 


- 0,2 + 4,0 1 + 1 3,8 


16 


14 


g9 


13 149 


13 108! 14 33,8 108 14 , 331 + 


0.8 


- 0,3 + 


1,0 1 + 


0,7 


1 





§3 


30 52 


23 1 125 17,43,81 125, 17 42 -f-l 1,8 


— 0,2 + 


2,0 1 + 


1,8 


4 


3 


§5 


302 12 


13 36 137! 33,8 | 36 37 | 40 l|—, 6,2 


— ' 0,2 —1 6,0 ; — 1 6,2 


36 


38 


|08 17 


49 40,2 1| |49 40||+' 0,2 


- 0,9|+|1,0 


+ |o,i 




Standpunkt: §8. 


S6 


46 '' 05 ; 55 


108 


10 102,2 |108i 10,00 l-hl 2,2 


+ : 0,2 1+12,0 + 


2,2 


4 


5 


§3 


83 : 38 i 20 


145 


42 27,2 


145,42 301—1 2,8 


+ 1 0,2 1—3,0 — 


2,8 


9 


8 


g9 


100 156 57 


163 


Ol 04,2 


163,01 ;05 — 1 0,8 


_l6,7 + 6,0 - 


0,7 


36 





S7 


159 14 28 


221 


18 35,2 


221 18,30,-1-1 5,2 


+ 0.2 1 + 1 5,0 + 


5,2 


25 


27 


§5 


243 1 43 45 


305 


47 52,2 


305 47 ' 56 — 3,8 


+ 1 0,2 '-, 4,0 i - 


3,8 


16 


14 


39 25 




00 { 


31,0 1 


1 00 1 Ol 0,0 


-|5,9| + l6,0 + 


0,1 




Standpunkt: g 6. 


g3 


108 1 49! 35 


124 158 1 52,41,124 58 55 ;|~1 2,6 





0,1'- 


2,5 





2,6 


6 


7 


§9 


153 21 25 


169 i 30 ' 42,4 


169 1 30 1421'+ 0,4 





5,2 


+ 


5,5 


+ 


0,3 


30 





§7 


179 1 19 1 58 


195 1 29 15,41 


195' 29 10 1+ 5,4 





0,1 


+ 


5,5 


+ 


5,4 


30 


29 


§8 


226' 05 55 


242 1 15 12,4! 


242 1 15|08|+l 4,4 





0,1 


+ 


4,5 


+ 


4,4 


20 


19 


gö 


236,41 13;|252|50 30,4| 


252 1 50 ' 38 1— 1 7,6 


-'0,1 


- 7,5 1 - ; 7,6 


56 


58 


18|06|| 1 04 1 33,011 i04|33J 1 0,0 


_|5,6, + ;5,5l-i0,l 


289 


222 



12* 



c?k 



180 



Vermittelnde Beobachtungen. 



II. T. IV. A. 



§ 38. Kombinirtes Vorwärts- und Rflckwärtseinschneiden. 

Nachdem die Koordinaten des § 9 im § 36 lediglich aus den auf dem zu 
bestimmenden Punkte beobachteten Richtungen und im § 37 lediglich aus den auf 
den gegebenen Punkten beobachteten Richtungen abgeleitet worden sind, sollen 
jetzt die Koordinaten des g 9 nochmals aus allen für die Bestimmung dieses Punktes 
durch kombinirtes Vorwärts- und Rückwärtseinschneiden vorliegenden 
Beobachtungsergebnissen bestimmt werden. Hierbei sollen einige Vereinfachungen 
des im § 37 und einige Aenderungen des im § 36 eingeschlagenen Verfahrens durch- 
geführt werden, die zweckmäfsig sind, wenn es sich darum handelt, die wahr- 
scheinlichsten Werte der Koordinaten eines trigonometrischen Punktes möglichst 
einfach zu erhalten und darauf verzichtet werden kann , die Berechnung der wahr- 
scheinlichsten Werte der Beobachtungsfehler und der mittleren Fehler in vollem 
Umfange durchzufahren. 

1. Aus den Richtungen r, die auf den gegebenen Punkten beobachtet sind, 

fv — rl 
können zuerst durch Hinzufügung des Orientirungswinkels o„^*= — ^Ti orien- 

tirte Richtungen 

(n 9 = ^+0, 

abgeleitet werden und zwar in unserem Beispiele wie folgt: 



Ziel- 


Endgültige 


Beobachtete 


11 


V — 1 

und 




Orientirte 


» = 




punkte. 


Neigungen 

V. 


Richtungen 
r. 


n— 1 


Richtungen 


V — 9p. 






Standpunkt: g7. 






g8 


389 


14 28 


73 1 39 45 


265 34 i 43 


339 


14 24,0 


+ 4,0 




g9 






108 , 14 1 33 






13 


49 12,0 






g3 


30 


52 ! 23 


, 125 ' 17 42 


265 34 


41 


30 


52 ; 21,0 


f 2,0 




g5 


302 


12 13 

\[r] 


36 37 ; 40 


265 , 34 


33 


302 


12 19,0 


— 6.0 






49 40 


! 


117 




08 


16,0 


0,0 








= l<p] 




! 18 36,0 


265 34 


39,0 


= 0, 














1 08 1 16,0 


1 1 


1 
i 1 






Standpunkt: g8. 








g6 


46 


05 ; 55 • 108 ; 10 00 


1 297 55 


55 


46 j 05 ' 53,0 


+ 2,0 




g3 


83 


38 1 20 145 


42 


30 


297 55 


50 


83 


38 23,0 


-3,0 




g9 




! 163 


Ol 


05 




1 1 


100 


56 ! 58,0 






g7 


159 


14 28 1 221 


18 


30 


297 


55 


58 


159 


14 ; 28,0 


+ 5,0 




§5 


243 


43 45 


305 ■ 47 


56 


297 


55 


49 


243 48 i 49,0 | 


— 4,0 






[r] 


00 i Ol j 


1 212 




39 


26,0 


0,0 








= [9] 




39 , 25,0 


297 1 55 ! 53,0 


= 08 














39 26,0 


1 






Standpunkt: g6. 








g3 


108 


49 ' 35 


124 58 , 55 1 


343 50 


40 


108 49 37,5 1 


-2,5 




ä9 






169 


30 


42 


1 




153 


21 24,5 






§7 


179 


19 58 195 


29 


10 


343 


50 


48 


179 


19 52,5 


+ 5,5 




g8 


226 


05 i 55 1 242 


15 1 08 1 


343 


50 


47 


226 


05 , 50,5 


+ 4,5 1 




g5 


236 


41 1 13 


252 


50 


38 1 


343 


50 


35 


236 


41 : 20,5 


— 7,5 , 






' \[r]\\ 


i 04 


33 1 




170 


18 05,5 


0,0 1 








13 1 32,5 1 


343 ' 50 

1 


42,5 


= f 6 

1 1 








1 


18 


05,5 
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Hierbei ergeben sich die beiden Proben , dafs [r] + no = [(p] und 
[v] = [v — q>] = sein mufs. 

S. Sodann können allein die orientirten Richtungen g> für die Strahlen von den 
gegebenen Punkten nach dem neu zu bestimmenden Punkte als Beobachtungsergebnisse 

mit dem Gewichte - in die weitere Rechnung eingeführt werden, während alle 
n 

übrigen orientirten Richtungen in der weiteren Rechnung unberücksichtigt bleiben. 
Demnach können in unserem Beispiele allein die orientirten Richtungen 

für den Strahl g 7 — g 9 : y » = 13 = 49' 12,0" , Gewicht i> « = ^ , 

« n n g8-g9: y, = 100 56 58,0 , „ P8=5, 

« . n g6-g9: 9>4 = 153 21 24,5 , „ P^ = l' 

als Beobachtungsergebnisse in die weitere Rechnung eingeführt werden. 

3. Die Richtungen g> können als endgültig orientirte Richtungen angesehen 
werden, weil damit ohne weitere Aenderung der Orientirung die wahrscheinlichsten 
Werte der gesuchten Koordinaten x y des g 9 erhalten werden, was später (unter 
Nr. 6) bewiesen werden wird. 

Danach ergeben sich für die Beziehungen zwischen den wahren Werten {q>) 
der vorliegenden Beobachtungsergebnisse und den wahren Werten (i) (y) der 
gesuchten Koordinaten die Gleichungen: 



(2*) 



(3') 



(9>4) = (»'4), 



(4-) 



^7 \^ ) 



{v,)±m' 



■arctg — o 



(^,)±180°=flrcti7^« -j-^j^" 



4. Weiter ergeben sich die wahrscheinlichsten Werte fl^j, ä>8, ä>4 der orien- 
tirten Richtungen aus den wahrscheinlichsten Werten x y der zu bestimmenden 
Koordinaten wie folgt: 



(5*) 



^4 = 1'4, 



I 



(6') 



V, + ISO"" =aretg^' -^ Q" > 

X 7 X 



va 



± 180^ 



-arctg -q 



V4 ± 180^=arc(^?^' ^ o" 

X X 



und die wahrscheinlichsten Beobachtungsfehler nach den Formeln (110): 



(7*) 



X l'8 = ä>8— 98 — V3 — 9?8, 
ll'4 = ä>4 — 9>4 = V4 — 94. 



5. Wir zerlegen nun die wahrscheinlichsten Werte x y der zu bestimmenden 
Koordinaten in die Näherungswerte j t) und die diesen beizufügenden Aenderungen 
dl dr) , setzen also: 

y y^t) + dx). 
Dann ergeben sich die den Näherungswerten j 9 der Koordinaten entsprechenden 
Näherungswerte r = n der orientirten Richtungen nach: 



(9') 



r8 = n8, 
r4 = n4; 



I 



(lO*) 



n, ± 180^ 
n.i 180^ 



: arctg 



yi 



,Q" 



■-arctg^^ ^ p" 

^H — xr 



1X4 ± 180° = flrc(^^" %" 
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1. Näherungswerte j t) der Koordinaten. 


Die Berechnung erfolgt, wenn nicht bereits brauchbare Näherungswerte bekannt 


sind, wie im § 36 und 37 angegeben ist. Wir nehmen wie im § 36: 


£ = 4 745,10, 9 = X6 681,20. 


2. Näherungswerte n der Neigungen. 


3. Diiferenzialquotienten a, b. 


Nach Abteil. 2 


ns= 62° 42' 48" 


Nach Abteil. 2 ^ as = -h 122,3 6, = - 63,1 


der Rechnung 


1X7 = 193 49 13 


der Rechnung 


a7 = - 18,3 67 = + 74,3 


im § 36 ist: 


1X8 = 280 57 04 


im § 36 ist: 


ag = — 112,5 6« = — 21,8 




ne = 333 21 30 




a, = — 60,0 6, = — 119,7 


4. Bildung der Faktoren A, B. 


5. Bildung der Abweichungen F. 




a) für die auf den gegebenen Punkten beobachteten Richtungen. | 


-P«. 






1 








/•-^ 




n 


a. 


A = a, 


6. B = 6. 




9- 


n. 


n — (p. 


F=f, 


§7 





18,3 




+ 


1 
74,3 i 




13 '49 12,0 


49 13 


+ 1 1,0 




88 


— 


112,5 




— 


21,8, 




100 5658,0 57 04 


+ ' 6,0 




ge 


— 


60,0 




— 


119,7 






153 21 24,5 1 21 i 30 


-f 5,5 




— 


190,8 


— 


67,2 




07!34,5'|07:47 


+ 12,5 


b) für die auf dem neu zu bestimmenden Punkte beobachteten Richtungen. | 




1 A = 


B = 


1 






F= 


g3 


n 


1 ^ 


r. (pz=r + o. 

1 


n. 

i 


/= 

n — q>. 


/=':'■ 


+ 


122,3 


+ 


139,4 




63,1 - 


30,5 


i 
23 -88 





39 1 04 , 00 


1 

1 




-1 9,0 


62 42 45 


42 


48 


+ 


3 


57 


— 


18,3 


— 


1,2 


+ 


74,3 + 


106,9 


154 


45 


05 


193 49 05 


49 


13 


+ 


8 


- 4,0 


88 


— 


112,5 


- 95,4 


— 


21,8 +' 10,8 


241 


52 52 280 56 52 


57 04 


+ 12 


1 <'-<' 


§6 


— 


60,0 


- 42,9 


— 


119,7 — ! 87,1 


294 


17 05 : 333, 21 05 


'21 


30 


-f 25 


+ 1 13,0 


— 


68,5 


-1 0,1 





130,8 


+ 


0,1 




33 47 


1 49 47 


50 


35 


+ 48 


-, 0,0 


[a] 
n 


— 


17,1 




LA] 

n 


— 


32,6 








-4o 


I 
,16 00 




n 


+ 12,0 


1 
1 


1 
1 
1 


= [»•] 


, 33 ; 47 

1 


1 
1 


6. Bildung der Faktoren u. s. w. der Endgleichungen. 


Pn' 


P. 


A, 1 B, 

1 


F, 


pAA. 


pAB. pAF. 


pBB, i pBF, 


g7 


0,75 


- 18 , + 74 , + 1,0 


248 — 999 ' — i 14 


4107 + 56 


S8 


0,8 


- 112 , - 22 + 6,0 


10035 -i- 1971 ,- 538 




387 - 106 


§3 


0,8 
1,0 


+ 


60 I-' 


120 ' + 5,5 
31 — 9,0 


2 880 . + 
19 321 — - 


5 760 — , 264 
i309 — 1251 




11 520 1 - 528 


139;-' 


961 ! -f 279 


§7 


1,0 


- 1 


+ • 107 , - 1 4,0 


1 1 - 107 1 + 4 


11449 — 428 


g8 


1,0 




95 


+ . 11 


■ Oft 


, 9 025 1 — 1 1 045 




121 


g6 


1,0 


— 


43 -| 87 


+ 1 13,0 


1 849 ! + 1 3 741 - 1 559 




7 569 — 1131 












1 
1 










+ ; 43354 l-h 5012 !- 2622 


+ : 36 114 — 1 858 
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6. Auflösung der Endgleichungen und Bildung der wahrscheinlichsten Werte ^, y, o. 


[pAAl [pAB].^ [pAF].\ 


[pßB]. 1 [pBF], 


Probe. 




-1 0,9 

- 1,4 
+ ' 12,0 


+ 43 354 + 


5 012 — 2 622 


+ 36 114 ' — ' 1 858 

i 

- 581 ' + 304 


1 : 

~; 157 - 144 

- 68 1- 82 

1 1 


t 


0,116 , + 0,060 


i 

1 


- 0,005 

1 


+ 35533 —1 1554 


1 dt = 


> + 0,055 
4 745,10 


d9 = 

1 

y = 


+ ! 0,044 
X6 681,20 


- 225 - 226 
= 2. 


d 

= 

0: 


= 
= 39' 


+ 1 9,7 
'04' 00" 


1 jr = 


4 745,16 


X6 681,24 


= 39 04 10 j 


7. Berechnung der wahrscheinlichsten Werte v der 
Neigungen. 


11. Schlufsprobe und mittlere 
Fehler. 


Pn- 




y» — y- ^^^ 


lprv] = [pFF] + 2 

= 326 — 225=101. 

.=±-i/<^rj=±-i/;!!, 

= 4,9". 

"'• = ±"''|/p\ 

= ^*'«l/o.26=±«'«"- 


g3 


X8 013,62' 
5 432,42, 


X6 681,24 
4 745,16 


+ 1332,38 1,938 68 
+ ' 687,26 i 62 ^42' 53" 


§7 


X6 036,88 
2 125,96 ' 


- ' 644,36 

- 2 619,20 


1 0,246 01 
193 49 15 


g8 


X4 914,53 
5 086,94 1 


— 1 766,71 
+ i 341,78 


5,169 14 
280 56 56 


S6 


X5 990,33; 
6 122,25 1 




- 690,91 
+ 1 377,09 


0,501 72 
333 21 22 




3 722,93 ' 5 705,60 

1 


— 1982,67 |l 


8. Wahrscheinlichste Beobachtungsfehler r. 


9. Quadrat- 
summen. 


^n- 


a) für die auf den gegebenen 1 

li 

u 


^unkten beobachteten Richti 

Ad^ + Bdr) = dn.\ 

1 


ingen. 
F+dn. 


pFF, 


pvv. 


§7 
g8 



§8 
g6 

— 4o 


13 49 i 12 , 49 1 15 
100 ' 56 , 58 1 56 56 
153 1 21 24 li 21 22 


+ ' 3 

— 2 

- 2 


- 1,0 1 + ' 3,3 + 1 2,3 

- 6,2 -1 1,0 -| 7,2 

- 1 3,3 1 — 1 5,3 1 — ' 8,6 1 


+ 3,3 
- 1,2 
-. 8,1 


1 
29 
30 


11 

1 

10 


1 07 ■ 34 1 07 ■' 33 II - 1 1 


-; 10,5 -; 3,0 i-; 13,5 l|-| 1,0 


i 

81 7 

16 

! 22 

169 \ 46 


b) für die auf dem neu zu bestimmer 

iP=r4-o. V. \a'=zv — 0. 
1 1 


iden Punkte beobachteten Ric 

1 
-4c?5 + Bdt) = dn. 1 


htungen. 
F+dn, 


39 1 04 10 

62 42 55 

193 49 15 

280 57 02 

333 1 21 15 


42 ' 53 ' - 1 2 
49 15 ; 
56 ' 56 — 1 6 

21 1 22 1, + 7 


' '1 ' ' 
+ 7,7 1 - 1,3 1 + 6,4 ' 

- 0,1 + 4,7 1 + 4,6 1 
-'5,2 +1 0,5 -, 4,7 1 

— 2,4 — i 3,8 —1 6,2 , 


I 

-' 2,6 
+ 0,6 
- 4,7 

+ 6,8 


1 50 ' 27 
i 16 40 


1 50 27 

1 i 
1 


+ 1 

1 

II 


0,0 1 + 0,1 + 0,1 

1 1 i 


+ ' 0,1 

1 


326 97 

1 


1 33 , 47 


1 


_ _ 1 


i 


1 









_ 
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Aus diesen Näherungswerten werden die wahrscheinlichsten Werte der orien- 
tirten Richtungen durch Beifügung der den Aenderungen rfg dp entsprechenden 
Aenderungen dn erhalten nach 

/ 0i = Vi = n2 + dn2, 



(ir) 



< ä>8 = v8 = n8 + rfn8, 
l ^^ = Vi=n4-{-dn4' 



Durch Diiferenzirung der für die Näherungswerte r = n erhaltenen Ausdrücke 
nach n und p ergeben sich wie im § 36, Nr. 4 die Differenzialquotienten : 



(12») 



o,= 



»2 



«. = + 



ys — 1 



(18»J 



a. = + ''.'^%" 



6, = - 



6s = - 



■^7—5 



^8-E ., 
■ ^2^^ 



6,: 






Die Abweichungen zwischen den Näherungswerten der orientirten Richtungen 
und den Beobachtungsergebnissen sind: 

{/2 = t» — 9p8^=n« — q>2, 
/a = r8 — ys = na — 9?8, 
/4 — r* — 9)4 = 114 — 9>4. 

6. Hiemach ergeben sich die umgeformten Fehlergleichungen (116) und (117) 
wie folgt: 



dn, = a,dT: + b,dr), 
dn4 = a4d%-\-b4dr) , 

Diese Fehlergleichungen 



(16*) 



V4^fi + dn4, I 
überein mit den 



Gewicht p% = '/4 , 
reduzirten Fehler- 



stmimen 

gleichungen (30') und (31*) im § 37, Nr. 6, liefern also auch, da die Gewichte 

gleich angenommen sind, dieselben Beiträge zu den Endgleichungen wie die 

Gleichungen (30*) und (31*) a. a. O.; denn die Differenzialquotienten a , 6 in den 

Gleichungen (15') sind dieselben wie die in (30*) im § 37 und nach (1*) und (14*) 

stimmen die Werte 

/•=n — 9) = n — r — o„ 

überein mit den Werten von f nach (11*) und (15*) im § 37, denn diese sind: 

/•=r — r = n — o„ — r. 

7. Das im § 36 dargelegte Rechnungsverfahren für die auf dem neu zu 
bestimmenden Punkte beobachteten Richtungen wird nur soweit formell geändert, 
als die wünschenswerte Uebereinstimmung mit dem vorstehend dargelegten Ver- 
ahren für die auf den gegebenen Punkten beobachteten Richtungen dies bedingt. 

Demnach werden die Abweichungen / gebildet nach : 



(17*) 



(18*) 



9> a — »• 58 + , I 

98 = ^8 + 0* i 

und die wahrscheinlichsten Beobachtungsfehler r nach: 



/a = n2 — (p-i , 

/8 = n8 — 93, 

l /^ = n4-— 9>4, 



(19*) 



(20*) 



S| 



ä>4=»'4 + o, 

was, wie ohne weiteres zu übersehen ist, zu denselben Ergebnissen führt, wie die 
Rechnung nach den Formeln (112) und (115), (109) und (110) im § 36. 



r, = V, — «P 
r ., — V , — (P 

'• 4 = f 4 — <P 4 , 
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8. Der mittlere Fehler m der Gewichtseinheit oder des arithmetischen Mittels 
aus den vier für eine jede Richtung vorliegenden Beobachtungsergebnissen kann 
dann berechnet werden nach: 



(21') 



■±f:i'^,=±fn 



und der mittlere Fehler m i einer einmaligen Beobachtung einer Richtung in einem 
Richtimgssatze, deren Gewicht p i = 0,25 ist, nach : 



(22^) 



m 



•=±'»y/,=±'"]/5i- 



9. Die Rechnung nach dem entwickelten Verfahren gestaltet sich wie folgt: 
(Siehe die TabeUen auf Seite 182 und 183.) 

§ 89. Bestimmung einer geraden Grenzstrecke. 

In einem Walde sind an einer verdunkelten geraden Grenzstrecke 5 Punkte 
Pi, Pj, Pj, P4, P5 aufgefunden worden, die Punkte der Grenzlinie sein sollen. 
Die Interessenten haben sich dahin geeinigt, dafs die gerade Linie, die sich möglichst 
gut an die aufgefundenen Punkte anschliefst, als Besitzgrenze festgesetzt werden soll. 

Zur Lösung der sich hieraus ergebenden Aufgabe ist an der Grenze im Anschlufs 
an bereits bestimmte Polygonpunkte ein Polygonzug gelegt worden und die Punkte P, 
bis Pö sind von diesem Polygonzuge aus eingemessen worden, wonach die Koor- 
dinaten für sämtliche Punkte im allgemeinen Koordinatensystem berechnet worden 
sind. Diese Koordinaten sind dann auf eine Abscissenaxe transformirt worden, die 
ungefähr parallel der zu bestimmenden Grenzlinie liegt, wodurch die folgenden 
Koordinaten erhalten sind: 



^n. 


Abscisse. 


Ordinate. 


1\ 

P. 
P* 


1 
a,= 0,00 Ol = — 1,10 

a,= 712,53 1 02 = — 0,24 

0,-- 1318,42 ' 03 = 4-2,95 

a, = 1731,04 04- + 2,18 

a5 = 2026,50 05 = + 4,63 


[a]- 5 788,49 


[o] = + 8,42 1 



X 75000 




Fig. 15. 
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Vermittelnde Beobachtungen. 
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1. Die zu suchende gerade Linie ist bestimmt, sobald aus diesen Mafsen der 
wahrscheinlichste Wert x der Richtungstangente der Linie imd der wahrscheinlichste 
Wert y der Ordinate im Anfangspunkte der Linie ermittelt ist. Bei Ermittelung 
dieser Werte können die gegebenen Abscissen a als fehlerfreie wahre Werte ange- 
sehen werden, da bei der gewählten Lage der Abscissenaxe ein in den zulässigen 
Grenzen liegender Fehler der Abscissen die Lage der zu bestimmenden Geraden 
nicht wesentlich beeinflussen kann. Demnach können die Zahlenwerte der Ordinaten o 
als die einzigen vorliegenden Beobachtungsergebnisse angesehen werden. 

2. Für die Beziehungen zwischen den wahren Werten (o,J der beobachteten 

Gröfsen und den wahren Werten (x), (y) 
der zu bestimmenden Gröfsen ergeben sich 
nach Figur 16 die Gleichungen: 




\W (y)\ 

o 



an. 



Fig. 16. 
oder auf das vorliegende Beispiel angewendet 

(oi) = ai(j:) + (y), 

(108) 



iri(n) =(x)= , oder 

n 

( J y „ ) = o,j ( jc ) , und demnach : 

(o„) = (y) + (4y„) = (y) + «n(*). 



(0,): 



0'l(^) + (y)y 

y (o^) = a^(x) + {y)[ 



8. Hiernach ergeben sich die wahrscheinlichsten Werte der beobachteten 
Ordinaten aus den wahrscheinlichsten Werten x y der zu bestimmenden Gröfsen 
und die wahrscheinlichsten Beobachtungsfehler v nach: 



(10») 



0,=aia:4-y, 
02 = a,i4-y, 
* 



(HO) 



01 — Ol, 

02 — 0,, 



Os-o, 



4. Die zu bestinmienden Gröfsen x y werden zerlegt in die Näherungswerte i 9 
und in die diesen beizufügenden kleinen Aenderungen djc dr) , so dafs ist: 

(111) I ^-E + <iE, 

Die den Näherungswerten £ 9 der zu bestimmenden Gröfsen entsprechenden 
Näherungswerte der beobachteten Ordinaten ergeben sich nach: 

Oi^aii + t), 
0» = a2£ + V, 



(112) 



1 05 = a6E + 9, 



womit die wahrscheinlichsten Werte der Ordinaten durch Beiflkgung der den 
Aenderungen d^ dx) entsprechenden Aenderungen do erhalten werden nach: 



(US) 



I 0,-0, 



lo-, 



! + d02, 



i-=06 + d0i. 

Die Näherungswerte r 9 werden hier am einfachsten gefunden, indem fllr v 
ein abgerundeter Wert von 1 genommen und j nach einer der Gleichungen (112) , 
beispielsweise der letzten dieser Gleichungen gerechnet wird aus: 
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5. Diiferenziren wir die in den Gleichungen (112) fiir die Näherungswerte o 
erhaltenen Ausdrücke nach j und 9 , so ergiebt sich ftkr die DifFerenzialquotienten 






a, =«1, 
a^ = <i2 1 



b, = + l, 



(lU) 

a& = cii; I 65 = 4-1, 

Die Abweichungen / zwischen den Näherungswerten der beobachteten 
Gröfsen und den Beobachtungsergebnissen o sind : 

/, = 02 — 02 , 



(115) 



fi = Ot 



■05. 



(116) 



6. Hiemach ergeben sich die umgeformten Fehlerjjleichungen : 

i dOi = a^dT: + dr), 1 ( v i=fi-\-dOi, 

I do^ = aidT^ + dr), , j t'2=A + rf02, 

I ^"'^ I 

Diese umgeformten Fehlergleichungen können, indem 



i + dos. 



ass) 






F -f ^f^ 


gebildet wird, reduzir 

am 


t 

■ 


werden auf: 
do^=A^di, 
do^-^A^di, 
9 






Vi^F^ + dOi, 



7. Aus diesen reduzirten Fehlergleichungen ergiebt sich die Endgleichung: 
[AA]dt + [AF] = 0, 
wonach 

[AF] 

[AA] 
und weiter : 



(18?) 

ist. 



dt 



5 ^ 5 



8. Der mittlere Fehler m = m der als gleichgewichtig angenommenen Beob- 
achtungsergebnisse wird erhalten nach: 



oss) 



«="=±yi'i;-±yii^j 



■q — f — 2* 

9, Die Zahlen werte der Abscissen o, die in den Formeln (109), (113), (116) 

als Faktoren von x, 5, dj auftreten, sind für die auszuführenden Rechnungen 

unbequem. Es empfiehlt sich daher, dafür in die Rechnung die Werte «^igoo 
einzufiihren, wonach statt x, £ , d £ in den angeführten Formeln 1000 x , 1000 £ , 1000 d j 
zu setzen und auch in den Formeln (135) bis (187) a und 1000 dg statt a und dj 
zu nehmen ist. Hiemach gestaltet sich die Rechnung wie folgt: 
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Vermittelnde Beobachtungen. 



ILT. IV. A. 



1. Näherungswerte j, p der zu bestimmenden Gröfsen. 


, = -1.0. 1000, = '-»^?= + *-«;;3-»'«>= + 2,8. 


2. Näherungswerte o der beobachteten 


3. Ab- 


4. Bildung der Faktoren 


u. s. w. 


Ordinalen. 


weichungen /. 


der Endgleichungen. || 




0= 




». ; - 


A= i F= 




1 


Pn- 


a 
1000" 


a-lOOOg +9=0. 


n ' n 


AA, 


AF. 

\ i 


-P. 




0,000 




0,000 




1 ' 
1,0,- 1,000 


- 1,100 + 0,100 


— 1,158 


-, 0,457 




1 i 
1,341,+ 0,529 


Pt 


+ 


0,713 


+ 


1,996 


— 


1,0 +, 0,996 


- 0,240 + 1,236 


- 0,445 +! 0,679 




0,198 


- 0,302, 


Pz 


+ 


1,318 


+ 


3,690 — 


1,0 + 2,690 


+ 2,950- 0.260 


+ 0,160 -' 0,817 




0,026 


-- 0,131 


P* 


+ 


1,731 


+ 


4,847 ,- 


1,0+ 3,847 


+ 2,180 + 1,667 


+ 0,573 + 1,110 




0,328 


+ 0,636 


■P» 
[a] 


+ 


2,026' 


+ 


5,673 ;- 


1,0 +; 4,673 


+ 4,630 + 0,043 


+ 0,868 - 0,514 




0,753 


— 0,446 


+ 5,788 


+ 16,206 ,— 1 5,0 +! 11,206 


+ 8,420 1+ 2,786 


— 0,002 + 0,001 


+ 2,646 


+ 0,286 


91 


+ 1,158 




1 ' 




r/r ' 
L/ J _^ 0,557 


! 






■ 


5. Wahrscheinlichste Werte x, y der zu bestimmenden Gröfsen. 


■~^— |^2=-i5:«-»'"' 


d9 = - E ^J 1000 dl ~ f^l = + 0,125 - 0,557 = 


: — 0,432 


1000 E = +2,800 


9 = 


— 1,000: 


1000 X = +2,692 


y = 


— 1,432. 


Gleichung der geraden Linie : = — 1,432 + ^^^ 2,692 . 


1 

i 


6. Wahrscheinlichste Beobachtungsfehler v . 


7. Quadrat- ! 
summen. 


^n- 


olOOOx + y = 0. 


v = — o. 


<io= ■ v = 
^•lOOOdE.j F-\-do. 


FF, 


r V . 


P, 




0,000 


1 '' 
- 1,432 - 1,432 1— 0,332 


+ 0,125 


- 0,332 


0,209 


0,110 j 


J'. 


+ 


1,919 


— 1,432 '+ 0,487 +; 0,727 


+ 0,048 


+ 0,727 


0,461 


0,529 1 


P. 


+ 


3,548 


- 1,432 + 


2,116 i - 


0.834 


- 0,017 


- 0,834 


0.667 


0,696 , 


i^« 


+ 


4,660 


— 


1,4S2 + 


3,228 ' + 


1,048 


- 0,062 


,+ 1,048 


1.232 


1,098 


-P5 


+ 


5,454 


— 


1,432 + 


4,022 '- 


0.608 


- 0,094 


!-' 0,608 


0,264 


0,370 


+ 15,581 ; - 7,160 ' + 8,421 


+ j 0,001 


1 0,000 


+ ; 0,001 


2,833 


2,803 


8. Schlufsprobe und mittlerer Fehler in . 


^=-[i-:i>-i-s».«=-».«'- 




[rr] = [i'^F] + ^ = 2,833 -0,031 = 2,802. 




"=-±v;^'j=±vri=*«^"- 
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§ 40. Bestimmung der Multiplikationskonstanten eines Distanz- 
messers. 

Behufs Bestimmung der Multiplikationskonstanten k eines Reichenbach'schen 
Distanzmessers, dessen Additionskonstante a = 0,408 m ist, sind in einer nahezu 
horizontalen Linie 16 Punkte in Entfernungen von ungefähr 15™ bis 100 m vom 
Instrument scharf bezeichnet worden. Sodann ist die Entfernung D der Punkte von 
der Vertikalaxe des Instrumentes durch zwei sorgfältige in verschiedener Richtung 
ausgeftlhrte direkte Messungen bestimmt worden. Femer sind die Lattenstücke Ä , 
die die distanzmessenden Fäden auf einer in Centimeter eingeteilten auf den einzelnen 
Punkten lotrecht aufgestellten Nivellirlatte abschneiden, durch zwei unabhängige Beob- 
achtungen bestimmt worden. Die durch Abzug der Additionskonstanten erhaltenen 
Entfernungen D — a, sowie die arithmetischen Mittel A der Lattenablesungen sind: 



Nr. 


D--a. 


Ä. 


Nr. 


D-a. Ä, 


Nr. 


D-a, 


A. 


Nr. 


D-a. 


A. 


1 


14,847 


0,1490 


5 


37,332 , 0,3750 


9 


60.057 1 0,6025 


13 


83,562 0,8395 


2 


20,742 


0,2080 


6 


43,262 


0,4335 


10 


66,312 0,6665 


14 


88,977 0,8940 


3 


26,292 


0,2640 


7 


49,452 


0,4960 


11 


71,012 0,7140 


15 


94,152 0,9480 


4 


31,422 


0,8160 


8 


54,372 


0,5465 


12 


76,872 


0,7720 


16 


99.412 


0,9995 1 



1. Die Entfernung D ergiebt sich mit den Konstanten a und k aus den Latten 
ablesungen A nach der Formel 

D = a + kA. 

Demnach sind die Gleichungen ftkr die Beziehungen zwischen den wahren 
Werten {A) der beobachteten Gröfeen imd dem wahren Werte {k) der zu be- 
stimmenden Multiplikationskonstanten unter der Voraussetzung, dafs die ermittelten 
Werte von D und a als die fehlerfreien wahren Werte dieser Gröfsen angesehen 
werden können, : 

1 



(108) 



(>li) = (I>i-a), 



'(Ä)' 



(>in)=(^n-«)(T) 



2. Hiemach ergeben sich die wahrscheinlichsten Werte L der beobachteten 
Gröfsen und die wahrscheinlichsten Beobachtungsfehler v mit dem wahrscheinlichsten 
Werte k der Multiplikationskonstanten nach: 



(10») 



L, = {D, 



i, = (Z)j — a)-^ 



(110) 



I 



:L,-A, = (i).-a) -^,, 



vt = Lt — At = {Dt — a)j — A.t, 



»■«-■^« = '1« = (^«-«»)t-'1«- 



3. Die mittieren Fehler der Beobachtungsergebnisse A können proportional 
den Entfernungen D—a, also zu m=(D— -a)m angenommen werden. 
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Vermittelnde Beobachtungen. 



II.T. IV. A. 



Wird dann als Gewichtseinheit das Gewicht eines Wertes XfhrD — a = 1,000 w 

genommen, so sind nach Formel (84) die Gewichte P = /-^ ___— v i • *) 
Mit diesen Gewichten folgt weiter: 

/- 1 ^i 

r- l ^2 



v^/Pn = 



D. 



und: 



1 ol '^t , 



U-J 






P«*n*'i 






woraus sich durch Differentiation nach k ergiebt: 

- d'k --^'^p+^ifc^^-^J' 

Wird dieser Ausdruck gleich Null gesetzt, so folgt daraus für den Wert von k , 
woftkr die Quadratsumme der auf die Gewichtseinheit reduzirten Beobachtungsfehler 
ein Minimum wird, also für den wahrscheinlichsten Wert von k: 

1 1 



k ~ n 
k 






Indem dieser Ausdruck für -r- in die obigen Formeln für v^p eingesetzt und 
alles addirt wird, folgt, dafs: _ 

sein mufs, womit eine Probe fllr die richtige Berechnung von -r- gewonnen wird. 
Der mittlere Fehler m der Gewichtseinheit wird erhalten nach: 



y[pvr 



4. Die Rechnung kann logarithmisch in der Weise durchgeführt werden, dafs 
gerechnet wird nach : 



; 1 ^ 



und: 



y 



*) Dafs die in die Rechnung eingeführten Zahlenwerte von X als arithmetisches Mittel 
aus zwei Ablesungen erhalten worden sind, ist hier und im folgenden nicht weiter berück- 
sichtigt, weil beide Ablesungen fast immer genau Obereinstimmen und die zweite Ablesung 
kaum anders als Kontrolablesung anzusehen ist. 
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Werden die Zahlenwerte von v^p dann in Einheiten der letzten Stelle der 

Logarithmen von ß_ oder , angesetzt und damit die Zahlenwerte von prr 

gebildet^ so wird auch der mittlere Fehler m der Gewichtseinheit in Einheiten der 
letzten Stelle dieser Logarithmen erhalten, woraus sich m in Metern nach den 
Tafeldifferenzen der Logarithmen oder durch Division mit 0.434 k ergiebt, wo 0.434 
der Modul der gemeinen Logarithmen ist. Aus dem Werte von m in Metern 
ergiebt sich dann weiter der Wert von m in Sekunden durch Multiplikation mit 
(»" = 206 000. 

Die mittleren Fehler m der Beobachtungsergebnisse X ergeben sich nach 

m s= ± ml/- mit den Gewichten p = > v^ — r^ zu : 

m 1 = ± ( 2> 1 — a ) m , 
m2= ± (Dj — a)m, 



m„ = ± ( Z)„ — a ) m . 



5. Nach den ftlr v ^/p und , erhaltenen Formeln können die Werte >. - 
^ '^ k D — a 

als direkte gleich genaue Beobachtungsergebnisse mit dem Gewichte Eins angesehen 
werden, woraus der wahrscheinlichste Wert von , als einfaches arithmetisches 
Mittel erhalten wird. Demnach kann noch gleich der mittlere Fehler 3f j von , 
nach Formel (55) und (56) berechnet werden nach: 

•»'1 = int Vi. 

womit sich der mittlere Fehler Mj. der Multiplikationskonstanten * = *'( j nach 
Formel (28) ergiebt zu: 



M^= ± k^M^ = ± k^m 



r. 



Weiter ergiebt sich dann für den mittleren Fehler Mp einer mit dem benutzten 
Distanzmesser bestimmten Distanz 2) = a-(-fci nach Formel ($3): 

oder da /Aft=± J*'mT/- und m= ± ( I> — o ) m = ± t J tn, demnach '•M';^ = 
±i«iT/- ist: 






+ mk 

n 



6. Hiemach gestaltet sich die Berechnung des wahrscheinlichsten Wertes k 
der Multiplikationskonstanten und der mittleren Fehler wie folgt: 
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Vermittelnde Beobachtungen. ' 



II.T. IV. A, 



f= 


Ent- 


Latten- 








v^p= 1 




Nr. 


fernun- 
gen 


ab- 
Jesun- 
gen>l. 


log(D-a). 


log A, 




log 
hg 


1 
^k- 
X 


pvv. 


m=± 
(D— a)m. 




m 


m 








D-^a' 




mm 


1 


14,847 


0,1490 


1.17 164 


9.17 319 


8.00 155 


+ 


36 


12 96 


±0,19 


' 2 


20,742 


0,2080 


1.31 685 


9.31 806 


1 8.00121 


+ 


70 


49 00 


±0,26 


3 


26,292 


0,2640 


1.41 982 


9.42 160 


1 8.00178 


+ 


13 


169 


±0,33 


4 


31.422 


0,3160 


1.49 724 


9.49 969 


! 8.00 245 


— 


54 


2916 


±0,39 


5 


37,332 


0,3750 


1.57 208 


9.57 403 


8.00 195 


— 


4 


16 


±0,47 


6 


43,262 


0.4335 


1.63 611 


9.63 699 


8.00 088 


+ 


103 


106 09 


±0,54 


7 


49,452 


0,4960 


1.69 419 


9.69 548 


8.00 129 


+ 


62 


3844 


±0,62 


1 8 


54,372 


0,5465 


1.73 538 


9.73 759 


8.00 221 




30 


9 00 


±0,68 


' 9 


60,057 


0,6025 


1.77 857 


9.77 996 


8.00 139 


+ 


52 


27 04 


±0,75 


, 10 


66,312 


0,6665 


1.82 159 


9.82 380 


8.00 221 




30 


900 


±0,83 


' 11 


71,012 


0,7140 


1.85 133 


9.85 370 


8.00 237 


— 


46 


2116 


±0,89 


12 


76,872 


0,7720 


1.88 577 


9.88 762 


8.00 185 


+ 


6 


86 


±0,96 


13 


83,562 


0,8395 


1.92 201 


9.92402 


8.00 201 




10 


100 


±1,05 


14 


88,977 


0,8940 


1.94928 


9.95 134 


8.00 206 


— 


15 


2 25 


± 1,11 


15 


94,152 


0,9480 


1.97 383 


9.97 681 


8.00298 





107 


11449 


±1,18 


16 


99,412 


0,9995 


1.99 744 


9.99 978 


8.00 234 


— 


43 i 1849 


±1,24 


918,077 


9,2240 


2 313 


5 366 


3 053 


+ 


3 44029 


' 






, 1 1 


1 ^ 1 


-=8.00191. 


m 


=±f'w' 


= ± 54,2 


! 








hgk 
k 


= 1.99809. 
= 99,56. 




= ±0,000012 5 
= ± 2,6". 


m 


i 

1 


M 


= ±v 

D= ±»1 


«y;- 


: 99,62 «0, 

-= ± TO.9 


0000125.1 


1 
16" 


= ± 0,031 . 
= ± 103m, 




"!/■+; 


9,6.]/l + 








ode 


r rund = 


+ 100m. 







§ 41. Bestimmung einer Distanzteilung für den Okularauszug 

eines Fernrohrs. 

1. Bekanntlich ergiebt sich in einem Femrohr nur dann ein völlig scharfes 
und bei Bewegung des Auges vor dem Okular gegen das Fadenkreuz feststehendes 
Bild von einem in der Entfernung D von der Objektivlinse befindlichen Objekte, 
wenn die Fadenkreuzebene einen Abstand d von der Objektivlinse hat, der mit der 
Entfernung D des Objektes von der Objektivlinse und der Brennweite / der Objektiv- 
linse in der Beziehung steht, dafs r)+^ = 7 ist. Da die Brennweite/ der 
Objektivlinse nun für jedes Femrohr eine feststehende konstante Gröfse ist, so kann 
aus dem Abstände d der Fadenkreuzebene von der Objektivlinse die Entfemung D 
des Objektes von der Objektivlinse bestimmt werden, das Femrohr also durch 
Anbringung einer entsprechenden Teilung an dem Okularkopfe zu einem Distanz- 
messer eingerichtet werden oder es kann umgekehrt eine solche Teilung benutzt 
werden, um den Okularkopf für ein in bekannter Entfemung befindliches Objekt 
ohne weiteres richtig einzustellen. Die Bestimmung der Teilung erfolgt in der Weise, 
dafs der Okularkopf zunächst mit einer empirischen Teilung, beispielsweise einer 
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Millimeterteilung versehen wird, dafs dann für eine Reihe verschiedener bekannter 
Entfernungen der Okularkopf auf ein Objekt scharf eingestellt und die Stellung des 
Okularkopfes durch Ablesung an der empirischen Teilung bestimmt wird, hiernach 
aus den so gewonnenen Beobachtungsergebnissen die wahrscheinlichsten Einstellungexl 
für verschiedene Entfernungen berechnet und endlich nach den erhaltenen wahr- 
scheinlichsten Werten die Distanzteilung ausgeführt wird. 

t. Bei den Ablesungen zur Bestimmung des Abstandes d der Bild- und 
Fadenkreuzebene B B von der Objek- 
tivlinse wird am einfachsten der 
Rand R R des Hauptrohrs als Marke 



äL^ 



genommen y so dafs durch die Ab- 



=r1r 



Fig. 17. 



lesungen an dieser Marke ein Mafs X 

für den Abstand der Bildebene BB 

von dem Rande -B -B gewonnen wird, 

das mit dem zu berechnenden Mafse x für den Abstand des Randes RR von der 

Objektivlinse zusammen dem Abstände d der Bildebene B B von der Objektiv- 

111 ^ 

linse gleichkommt. Führen wir demgemäfs in die Formel ?) + j = > ^^ den 

wahren Wert ( x ) des zu bestimmenden Abstandes R sowie den wahren Wert ( JL ) 
der beobachteten Gröfsen ein und bezeichnen wir den wahren Wert der Brenn- 
weite /, deren wahrscheinlichster Wert ebenfalls zu berechnen ist, mit (y), so wird: 

1 



D^(x)-\-iA) 



~(y)'*^ 



woraus sich nach einigen einfachen Umformungen die folgenden Gleichungen für die 
Beziehungen zwischen den wahren Werten der beobachteten Gröfsen und der zu 
bestimmenden Gröfsen ergeben: 



(108) 



(>l,) = - 
(-«.) = - 



■{x) + 



-D.-(»)' 
-D.(y) 



D,-{v)' 



(X„) = -(x) + 



^n(y) 



3. Hieraus folgt ilir die Bereclinung der wahrscheinlichsten Werte Li, I. , , 

L,, , i„ der beobachteten Grölsen aus den wahrscheinlichsten Werten x, y 

der zu bestimmenden GrOfsen, sowie für die wahrscheinlichsten Beobachtungsfehler 



'1, »1, "», 



am 



^^ — ' + D,--y' 



(110) 



L=-x- 



Ky 



K-y' 



V'i = Lt — Xt , 
. . . , 



•) Wir beschränken uns auf die Behandlung eines Fernrohrs mit Ramsden'schem 
Okular und bemerken, dafs für ein Femrohr mit Huyghens'schem Okular nur die Formel- 
entwickelung etwas weniger einfach ist, die Ausgleichungsrechnung aber dieselbe ist. 

KolL 2. Aufl. 13 
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Vermittelnde Beobachtungen. 



II.T. IV. A. 



4. Die zu bestimmenden Gröfsen x, y werden zerlegt in die Näherungswerte 
I, 9 und in die diesen beizufügenden kleinen Aenderungen dg, dp, so dafs ist: 



l !/ = » 



(Hl) 

- --V + dv- 

Aus der Formel /) + "j" = y wird ftlr ein sehr weit entferntes Objekt, wofür 

D = oo, also 7)=0 gesetzt werden kann,: . = y. oder d=/. Wenn wir daher 

den Okularkopf für ein sehr weit entferntes Objekt richtig einstellen, so erhalten 
wir durch Abmessung der Entfernung der Objektivlinse, von der Fadenkreuzebene 
ein Mafs für die Brennweite f, das ein genügender Näherungswert 9 ist Da ntm 
weiter X 4-^ = y ist, so erhalten wir auch einen genügenden Näherungswerts, 
indem wir für die bezeichnete Einstellung des Okularkopfes den entsprechenden 
Wert von A, an der Teilung des Okularkopfes ablesen imd von p subtrahiren. 

&. Werden die nach (111) für x , y gesetzten Werte in die Gleichungen (109) 
emgesetzt und die dadurch entstehenden Ausdrücke für die wahrscheinlichsten 

Werte L zerlegt nach F(E + dj, r) + dt)) = F{i, y)-}-^— djc + ^^d^ ,soGrgeben 
sich zunächst die Differenzialquotienten a = ^— , b = ^ zu : 



(114) 



ai= — 1, 
aa = — 1, 

«« = — 1, 
I 

«» = - 1 » 



_(i>l-9_)5.+^_?_/_-Dj_V 



'■-(07-^,) ■ 



während sich fllr die Näherungswerte l = F{i,y) der beobachteten GrOisen 
ergiebt : 

■Dl 9 



(118) 



r -_r_i_ -^«9 



I„ = -£ + 



^„9 



woraus die wahrscheinlichsten Werte L der beobachteten Gröfsen durch Beifügung 
der den Aenderungen d j und d y entsprechenden Aenderungen d l erhalten werden 
nach: 



(118) 



U + di,, 
K = K + dlJ, 



Die Abweichungen / zwischen den Näherungswerten I der beobachteten 
Gröfsen tmd den Beobachtungsergebnissen JL werden erhalten nach: 
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(115) 



f A = 



/»= 



1 — ^ 1| 

2 Xg, 

8 ^»f 



'^.. 



Hiermit ergeben sich die folgenden umgeformten Fehlergleichungen : 



(116) 






am 






6. Die Gewichte der Beobachtungsergebnisse nehmen wir sämtlich gleich Eins, 
wonach die umgeformten Fehlergleichungen reduzirt werden können auf: 

=A +^1 dt), Gewicht =^ 1, 



(184) 



»1 

»8 



= A +6, dl) 
=/8 +b.'dt) 



»» =fn +^n ^V 

«>n + l = [/J + [nrf9 



= 1, 



= 1, 
1 



Aus diesen reduzirten Fehlergleichungen ergiebt sich, indem 



8, = [j6]_LA][i], 

91 



g. = (i/]-!^[/], 



gesetzt wird, die reduzirte Endgleichung: 
wonach 



<i9 = - 






und weiter nach Formel (IST) 



ä, = + i^ä, + ^-ü 
® ^ n n 



ist 



Die Rechenproben ergeben sich hier dadurch, dafs nach den Formeln (137) 
und (12») 

[vv]=(^[fn-^Q[f])-lld^=\ff]-[ndi+ibf]dr) 

und dafs nach den Formeln (140) 

[i;]==0 und [bv] = 
sein mufs. 

7. Der mittlere Fehler m der Gewichtseinheit wird erhalten nach 



m 



=±yi--h±yi- 



V] 



Wenn, wie im vorliegenden Falle, das Gewicht der in die Rechnung eingeführten 
Beobachtungsergebnisse Ä als Gewichtseinheit genommen worden ist, und diese 
Beobachtungsergebnisse Ä als einfaches arithmetisches Mittel aus r Lattenablesungen 

13* 
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gewonnen sind, so ist das Gewicht einer Lattenablesung Pi = — und demnach der 
mittlere Fehler einer Lattenablesung 

mi= ±'ml/— =±myr. 

8. Die Zahlenrechnung wird wesentlich vereinfacht, wenn an Stelle der oben 

entwickelten Formeln andere Formeln benutzt werden , die sich wie folgt ergeben : 

I D \« 
An Stelle der Differenzialquotienten h = | -^^ | , deren Zahlenwerte wenig 

von Eins verschieden sind, wird gerechnet mit: 

Mit den Zahlenwerten von h — 1 werden ohne weiteres in gewöhnlicher Weise 
der Faktor »a = [66]- f— 3 [6] und das Absolutgüed g« = [6/]- L^[/] der 
reduzirten Endgleicbungen erhalten, denn es ist: 

[p(6_l)(6_l )] = [(*_ l)(6_l)]_LA=ü[5_i] 

= [l_24 + 66]-tAJ^([6]-») 

= »-2[6] + [6J]-(ti]_i^([6]_„) 

= „_2[6] + [46]_Il-][6j + [6] + ^jj_„ 

und femer: 

[p(6-l)/] = [(6-l)/]-fA_^l[/] 

= t6/]-^^[/] = 5.. 
Weiter ergiebt sich fttr die Näherungswerte ( der beobachteten Gröfsen 

und ebenso ftlr die wahrscheinlichsten Werte L der beobachteten Gröfsen: 

^— '+/^,=<»-")+/-^- 

Endlich ergeben sich mit den Zahlenwerten von 6 — 1 die wahrscheinlichsten 
Beobachtungsfehler v nach : 

v=f--dl=f-^ di + hdx) 

^/- d£ + d9 +(6-l)d9 
=/+(<i9-d£) + (6-l)d9. 

9. Hiemach gestaltet sich die Rechnung in einem Falle, wo die in Abteilung 1 
der folgenden Tabelle mitgeteilten Beobachtungsergebnisse erlangt sind, wie folgt: 
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— \\ 

1. Beobachtungsergebnisse. 1 


Nr 


Ent- 
fernung 


Ablesungen 


Mittel 


Abweichungen v vom 

Mittel 1 








D. 


L 


n. ' m. ' IV. 


A. 


^-1.1 ^_n. 


^_in.!>i-iv.| 


M. 


[vv]. 




m 


mm 


1 

mm mm mm 


mm 


mm ! mm 


mm ' mm 1 


mm 




1 


5 


( 
26,2 25,6 


26,2 25,9 25,98 


— 0,22+1 0.38 


1 
- 0,22 + 


0.0^ 
0,25| 


+ 


0,02 


0,248 


2 


10 


17,91 18,1 


17,5 17,5 17,75 


— 


0,15 -! 0,35+1 0,25!+| 




0,00 


0,270 1 


8 


15 


14,6! 15,0 


14,9,14,9 14.85 


+ 


0,25-10,15 


- 0,05;- 


0,05; 




0,00 


0,090 


1 4 


20 


13,5 14,0 


13,3 18,9 13,68 


+ 0,18 -,0,32 


+ 0,38 - 


OM 


+ 


0,02 


0,328 


5 


30 


12,2| 12.1 


12,1 12,^ 12,15 


- 0,05+ 0,05 


+ 0,05|- 


o.osi 




0,00 


0,010 


6 


40 


11,9 11,8 


11.9! 11,5 11,78 


- 0,12- 0,02 


-0,12 + 


0^8, 


+ 


0.02 


0,108 


t 7 


50 


11,6 11,3 


ll,5;il,2| 11,40 


- 0,20+0,10 


- 0,10|+ 


0,201 




0,00 


0,100 


i ^ 


60 


11,4 11,2 


11,1 


11,^ 11,22 


-0,18+10,02 


+ 0,12|+ 


0,0^ 


— 


0,02 


0,048 


9 


80 


ll,li 11,0 


10,9 10,9, 10,98 


— 1 0,12-1 0,02 


+ 0,08 + 


0,08, 


w 


0,02 0,028 l| 


1 10 


100 


10,9| 10,9 10,7 


10,71 10,80 


_ 0,10 - 0,10 


+ 0,10'+ 0,10' 


0.00 


0,040 1 


11 


120 


10,8 10,7: 10,6 


10,6 


10,68 


-. 0,12 


- 0,02 

! 


+1 0,08+1 0,08| 


+ 0,02 

I 


0,028 




1- 


151,27 






i 




1,298 














1 


! m 


1 =±1/^2^= ± 0,20mm. 


2. Näherungswerte i, r). 


Die Brennweite ist durch Abmessung am Femro 


lir genähert bestimmt zu 


2&Imm und das zugehörige ;i ist =11 mm, so dafe 


genommen werden kann: 


9 = 270mni, ' g==270- 


-10 = 260 mm. 


3. Berechnung der Diflferenzialquotienten 6. 


4. Abweichungen /. 






1 


6-1 = 


1 = 10 + 


1 


i 


Nr. 


D, 1 i>— 9. 

i ' 


9 

i>-9; 


(A)' 




- 9* 


A. 


/=r— ;i. 




mm ; mm 






mm 


mm 


mm 


! 1 


5 000 


4 730 


0,057 08 


0,003 26 


0,117 42 


25,41 


25,98 





1 
0,57 


1 ^ 


10 000 


9 730 


0,027 75 


0,00077 


0,056 27 


17,49 


17,75 


— 


0,26 


' 3 


15 000 


14 730 


0,018 33 


0,000 34 


0,037 00 


14,95 


14,85 


+ 


0,10 


4 


20000 


19 730 


0,013 68 


0,000 19 


0,027 55 


13,69 


13,68 


+ 


0,01 


5 


30000 


29 730 


0,009 08 


0,000 08 


0,018 24 


12,45 


12,15 


+ 


0,30 


6 


40000 


39 730 ' 0,006 80 


0,000 05 


0,013 65 


11.84 


11,78;'+' 0,06 II 


1 7 


50000 


49 730 1 0,005 43 


0,000 03 


0,010 89 


11,47 


11.40'! + 


0,07 1 


8 


60 000 


59 730 ! 0,004 52 


0,000 02 


0,009 06 


11,22 


11,22 




0,00 


9 


80000 


79 730 ,1 0,003 39 


0,000 01 


0,006 79 


10,92 


10,98 




0,06 


1 10 


100000 99 730 '| 0,002 71 


0,000 01 


0,00543 


10,78 10,80 





0,07 


1 ^^ 


120000 ' 119 730 1 

1 1 


0,002 26 I 0,000 01 


0.004 53 


10,61 ' 10,68 


- 1 0,07 : 


0,15103 0,004 77 


0,306 83 


0,78 1,27 


• - 0,49 




1 1 0,302 06 ,1 


l| 




1 1 , 0,306 83 |l 


;i ' 
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5. Bildung der Faktoren u. s. w. der Endgleichungen. 



6. Wahrscheinlichste 
Werte x, y. 



Nr. 



1 
2 
3 
4 
6 
6 
7 
8 
9 
10 
11 

12 



Nr. 



1 
2 
3 

i 
5 
6 
7 
8 
9 
10 
11 



+ 0,117 42- 



6-1. 



+ 0,013 

;0,056 27,-' 0,26 + 0,003 

0,001 

+,0,000 

30 + 0,000 33+:0,005 47 



0,037 00 + 
0,027 55 + 



,0,018 24 
0,01865 
0,010 89 
0,009 06 
i0,006 79 
l0,00543 
0,004 53 — 



10+,( 



0.57 

o; 
0,: 

0,01 

0,i 

0,( 

0,07 

0,00 

0,06 

0,07 

0,1 



,06 + 0,00019 + 0,00082 



0,306 83 — 



I 



0,49 



P(fr-l)^ 



p{b-i)f. 



I 



\ 79 — 0,066 93 
i 17— 0,01463 



[ 37;+|0,003 70 
)76'+'o,00028 



+ 0,00012 + 0.000 76 + 



+ 0,00008! ,0,000 
+ 0,000 05;— 0,000 



1^ 



+ 0,00003— 10,000 38 + 
,07 + 0,00002 — 0,000 32 



■;0,00856+|0,013 67 



+ 0.011 35 — 0,057 97 



/>//. 



00 + 

41 + 



+ 



0,325 
0,068 
0,010 
0,000 
0,090 
0,004 
0,005 
0,000 
0,004 
0,005 
0,005 



— 0,022 



+, 0,494 

■'ihn 



8. Wahrscheinlichste Beobachtungsfehler v. 



D-y. 



X = 9.90| 



1+ 



D^y'l 



4 725 
9 725 
14725 
19 725 
29 725 
39 725 
49 725 
59 725 
79 725 
99 725 
119 725 



25,92 
17,68 
15,04 
13,74 
12,45 
11,81 
11,42 
11,17 
10,85 
10,66 
10,53 



L-;i. 



1,27 



+ 



0,06 

0,07 

0,19 +1 

0,06 

0,30 

0,03 

0,02 

0,05 

0,13 

0,14 

0.15 



0,00 



/-0,10 + (6- 
= r. 



-I)d9 



0,67 

0,36 

0,00 

0,09 

0,20 

0,04 

0; 

0,10 

0,16 



0,17+ 
l- 0.17I+ 



- 1,59+ 



0,60 
0,29] 
0,19 
0.14 



0,07 



-;o,o7 

-' 0,07 
4-; 0,19 
+ 0,05 
0,0^+ 0,29 



+ 0^3 
0,03 
0,05 



0,06+ 

0,05 -,_ 
0,03;|- 0,13 
0,03;!—' 0,14 
0,02]— I 0,15 



1,57 



0,02 



0,005 
0,005 
0,036 
0,002 
0,084 
0.001 
0,001 
0,002 
0,017 
0,020 
0,022 



0,195 



y = p + d9 



+'^'^' 



+ 5,11 
2 70,00 
275,11 



+ 5,25 



+ fi:i'l-0,04 



dt +5,21 

j 260,00 

x = t + di' 265,21 



7. Proben. 



[//]-^ [/]',+ 0,494, 
-|^5,- 0,296 



["•] 



. 0,198 



[//]i;+ 0,516 

-[f]drjr\-2,m 

[(6-l)/]<i9|:-0,866 

+ [/]rft)|'- 2,504 



[r.f]\\ 10,199 



9. Mittlere Fehler. 



= + 0,15 inm, 

m,= ±m]/-^- 

= ± 0,30mm. 
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V. Abschnitt. 



Bedingte Beobachtungen« 

1. Kapitel. Allgemeine Entwickelung des Verfahrens. 

§ 42. Einleitung. 

Im III. Abschnitte haben wir uns bereits mit bedingten Beobachtungen be- 
schäftigt. Die dort gewonnenen Formeln sind anwendbar in dem einfachen Falle, 
wo nur die eine Bedingung vorliegt, dafs die Summe der direkt beobachteten 
Gröfsen einen bestimmten Sollbetrag erfüllen mufs. Es kommen nun aber vielfach 
Falle vor, wo die direkt beobachteten Gröfsen mehr als eine Bedingung erftülen 
müssen und wo die Bedingungen auch nicht so einfach sind, wie in dem besonders 
behandelten Falle. Nach unserem im § 13 aufgestellten ersten Grundsatze, die 
gesuchten Gröfsen als einheitliches Endergebnis aus sämtlichen vorliegenden Be- 
stimmungen zu gewinnen, müssen wir daher ftkr diese Fälle ein weiteres Rechnungs- 
verfahren aufstellen, wonach wir solche Werte der beobachteten Gröfsen ünden 
können, die gleichzeitig allen Bedingungen genügen und zwar auch dann, wenn die 
Bedingungen nicht mehr ganz einfacher Art sind. Diese Werte der beobachteten 
Gröfsen müssen dann weiter auch unserem im § 13 aufgestellten zweiten Grundsatze 
entsprechen, dafs zugleich die Quadratsumme der sich ergebenden, auf die Ge- 
wichtseinheit zurückgeführten wahrscheinlichsten Werte der Beobachtungsfehler ein 
Minimum wird. 

Beispiel 1: Auf den Punkten P„, I\, P^, P^ sind sämtliche Winkel direkt 
und unabhängig von einander mit gleicher Genauigkeit 
beobachtet worden. Das Ergebnis dieser Beobachtungen 
ist: 



Standpunkt P„ . 
Z^ö^c' 89° 48' 55", 
ZPc^ä' 38 37 34 , 
Z^d^b' 286 83 15 . 


Standpunkt P^. 
Z^e^d' 52° 04' 30", 
ZPdPa'- 58 52 04 , 
ZPa^c' 249 03 13 . 


Standpunkt J%. 
Z^d^a' 34° 04' 07", 
ZPa^b'- 29 14 02 , 
Z^b^d' 296 42 15 . 


Standpunkt P^. 
Z^a^b- 47° 41' 12", 
Z^b^c' ^ 37 15 , 
Z^c^a' 247 41 14 . 




Die beobachteten Winkel sollen die Bedingungen erfüllen, 



1. 



Pj die Summe der Winkel 



dafs auf jedem der 4 Punkte P^ , P^ , 
gleich 360° ist, 

2. dais in jedem Dreieck oder Viereck die Summe der Winkel gleich 180° 
oder 360° ist, 

3. dafs die Dreiecksseitenberechnung ohne Fehler abschliefst, wenn dabei von 
einer der Seiten ausgegangen und auf dieselbe Seite abgeschlossen wird. 

Demgemäfs haben wir nun die wahrscheinlichsten Werte der beobachteten 
Winkel so zu bestimmen, dafs allen diesen Bedingungen genügt und dafs zugleich 
die Quadratsumme der wahrscheinlichsten Beobachtungsfehler ein Minimum wird. 
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§ 48. Anzahl der zu erfüllenden Bedingungen. 

Bei Anwendung des Rechnungsverfahrens für die Ausgleichung bedingter 
Beobachtungen werden uns in der Regel die zu erftlllenden Bedingungen nicht von 
vornherein bekannt sein. Auch wird meistens nicht ohne weiteres angegeben werden 
können, wie viele und welche Bedingungen zu erfüllen sind. Wir mOssen dies aber 
bei Beginn unserer Arbeit in erster Lipie feststellen, da wir sonst sogleich. Fehler 
begehen können, indem wir zu wenig oder zu viel, oder indem wir überflüssige 
Bedingungen aufstellen, dagegen aber notwendig zu erfüllende Bedingungen aufser 
Acht lassen« 

Für die Feststellung der Anzahl der zu erfüllenden Bedingungen gelangen 
wir zu einer allgemeinen Regel wie folgt : Die Beobachtungsergebnisse, die wir als 
bedingte Beobachtungen behandeln, liefern in erster Linie direkte Bestimmungen der 
beobachteten Gröfsen, in zweiter Linie Bestimmungen für andere gesuchte Gröfsen, 
die aus den beobachteten Gröfsen abzuleiten sind. Die beobachteten Grölsen sind 
entweder unabhängig von einander, oder sie sind abhängig von einander, so dafs 
sie in einem bestimmten mathematischen Zusammenhange stehen. Wenn die Anzahl 
der von einander unabhängigen Gröfsen, wofür Beobachtungsergebmsse vorliegen, 
gleich der Anzahl der gesuchten Gröfsen ist, so wird nur eine einfache nicht ver- 
sicherte Bestimmung der gesuchten Gröfsen erreicht und demnach sind dann auch 
keine Bedingungen zu erfüllen. Erst wenn noch Beobachtungsergebnisse für weitere 
Gröfsen hinzutreten, die überschüssige Bestimmungen liefern, ergeben sich aus dem 
Zusammenhange der beobachteten Gröfsen unter sich und aus dem Zusammenhange 
der anderen gesuchten und der beobachteten Gröfsen Zwangsbedingungen für die 
beobachteten Gröfsen, und zwar ergiebt sich aus jeder überschüssigen Bestimmung 
eine zu erfüllende Bedingung. Hiemach gelangen wir zu der allgemeinen Regel: 

(147). Die Anzahl der zu erfüllenden Bedingungen ist gleich der 
n Anzahl der vorliegenden überschüssigen Be- 

y^ Stimmungen der beobachteten und der an- 

/3t8v deren gesuchten Gröfsen. 

/ / \ Beispiell: Die mitgeteilten 12 Winkel sind be- 

/ I \^ obachtet zur Bestimmung der gegenseitigen Lage der 

^CP f- 5y^ 4 Punkte P^, Pf,, P^, Prf. Zur einfachen nicht ver- 

j / , sicherten Bestimmung der Punkte genügen 4 von einander 

/ / unabhängige Winkel, beispielsweise die in Figur 19 mit 

l / A, B , C und D bezeichneten Winkel. Jeder der übrigen 

,' /' 8 Winkel liefert eine weitere überschüssige Bestimmung 

dp für die Lage der Punkte und damit auch eine zu erfül- 

p. jQ lende Bedingung. 

§ 44. Aufsuchung der zu erfüllenden Bedingungen. 

1. Nach Bestimmung der Anzahl der zu erfüllenden Bedingungen sind die 
Bedingungen selbst festzustellen. Meistens können mehr Bedingungen aufgestellt 
werden, als notwendig sind. Dann kommt es darauf an, unter den überhaupt 
möglichen Bedingungen die richtigen und die besten auszuwählen. 

Für die Auswahl der richtigen Bedingungen ist als Richtschnur der Grund 
satz festzuhalten: 

(148). Die zu erfüllenden Bedingungen müssen von einander 
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unabhängig sein, so dafs ein und dieselbe Bedingung nicht mehrfach 
in verschiedener Form vorkommen kann. 

(149). Die diesem Grundsatze entsprechenden Bedingungen können wir in 
jedem Falle feststellen, indem wir zuerst die beobachteten Gröfsen auswählen, die 
zur emfachen nicht versicherten Bestimmung der gesuchten Gröfeen notwendig sind, 
und indem wir dann für jede der übrigen beobachteten Gröfsen nacheinander fest- 
stellen, welche unabhängige Bedingung durch Hinzutritt derselben zu den bereits 
betrachteten beobachteten Gröfsen entsteht 

2. Bei diesem Verfahren werden sich in manchen Fällen verschiedene Be- 
dingungen ergeben, je nach der Auswahl der beobachteten Gröfsen, die die einfache 
nicht versicherte Bestimmung der gesuchten Gröfsen liefern sollen. Diese verschie- 
denen Bedingungen können in Bezug auf das zu erreichende Endergebnis mehr oder 
minder gut sein, indem sie die zu stellenden Forderungen mehr oder minder zuver- 
lässig zum Ausdruck bringen. Die besten Bedingungen werden dann gefunden, 
wenn die Bedingungen aufgestellt werden für die beobachteten Gröfsen, die die 
günstigsten Bestimmungen der gesuchten Gröfsen liefern; denn die Elemente, die 
die zuverlässigsten Werte der gesuchten Gröfsen liefern, werden auch den zuver- 
lässigsten Ausdruck für die zu erfüllenden Bedingungen liefern. 

Beispiel 1: Nehmen wir wieder die Winkel -4, B, 0, D als die Winkel, 
die uns die einfache nicht versicherte Bestimmung der 
gegenseitigen Lage der Punkte P^ , P^ , P^ , P^ liefern, 
so erhalten wir durch Hinzutritt 

1. des Winkels e die Bedingung, dafs die Summe 
der Winkel auf P^ gleich 360° sein mufs, 

2. des Winkels / dieselbe Bedingung für Punkt P^ , 

3. des Winkels g die Bedingung, dafs die Summe 
der Winkel im Dreieck Pa^b^e gleich 180° 
sein mufs, 

4. des Winkels ^ dieselbe Bedingung für Dreieck 

femer erhalten wir durch Hinzutritt der beiden 
Winkel i und I 

5. dieselbe Bedingung wie zu 3 für Dreieck P^P^P^ und 

6. die Bedingung, dafs im Dreieck P^P^P^ die aus der Seite P^Pi, berech- 
neten Seiten P« P« und P^ P^ sich verhalten müssen wie die Sinus der 
gegenüberliegenden Winkel, 

7. des Winkels l dieselbe Bedingung wie zu 1 für Punkt P^, 

8. des Winkels m dieselbe Bedingung wie zu 1 für Punkt P^ . 

3. Zu diesen 8 Bedingungen können wir auch ohne Benutzung der auf- 
gestellten allgemeinen Regeln in folgender, aber weniger einfacher und sicherer 
Weise gelangen: 

Für die beobachteten Winkel können im Ganzen 16 verschiedene Bedingungen 
aufgestellt werden, nämlich: 

a) die 4 Bedingungen, dafs die Summe der Winkel in jedem der 4 Dreiecke 
Pa^b^c» ^a^c^d> ^a^b^df ^b^c^d gleich 180° Sein mufs, 

b) die 4 Bedingungen, dafs die Summe der Winkel auf jedem der 4 Punkte 
^a> ^bf ^c* ^d gleich 360° sein mufs. 
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c) die 2 Bedingungen, dafe die Summe der Innenwinkel und die Summe 
der Aufsenwinkel des Vierecks P^Pf^P^P^ gleich 360° bezw. 1080° 
sein mufs, 

d) die 6 Bedingungen, dafs, wenn wir von einer der 6 Seiten oder Diagonalen 
ausgehend dieselbe Seite oder Diagonale aus den anschliefsenden Dreiecken 
berechnen, die Berechnung ohne Fehler abschliefsen mufe. 

Diese 16 Bedingungen sind aber nicht unabhängig von einander und ein Teil 
derselben ist überflüssig, was sich wie folgt ergiebt: 

Durch Erfüllung zweier der unter a angeführten 4 Bedingungen, dafs die 
Simime der Winkel in den vorhandenen Dreiecken 180° sein mufs, fiür 2 an einer 
Diagonale liegende Dreiecke, z. B. für die Dreiecke Pa-^h ^c ^^^ ^a^c^d» wird 
auch die eine der unter c angeftlhrten 2 Bedingungen erfüllt, dafs die Summe der 
Innenwinkel des Vierecks P^P^P^P^ gleich 360° sein mufs, da die Winkel der 
beiden Dreiecke die Innenwinkel des Vierecks bilden. 

Sodann wird durch Erfüllung einer weiteren der unter a angeführten 4 Be« 
dingungen auch die letzte erfüllt; denn wenn in einem dritten Dreieck, z. B. im 
Dreieck P^P^P^, die Summe der Winkel 180° wird, mufe, nachdem die Erfüllung 
der Bedingung sichergestellt ist, dafs die Summe der Winkel in dem Viereck 
P^Pf^P^P^ gleich 360° wird, auch die Summe der Winkel in dem vierten Dreieck 
Pi,P,Pd gleich 180° werden. 

Femer wird durch die Erfüllung der unter b angeführten 4 Bedingungen, dafs 
die Summe der auf einem jeden Punkte beobachteten Winkel gleich 360° sein mufs 
auch die zweite der unter c aufgestellten Bedingungen erfüllt, dafs die Summe der 
Aufsenwinkel des Vierecks gleich 1080° sein mufs; denn wenn es sichergestellt ist, 
dafs die Summe der Innenwinkel des Vierecks gleich 360° wird, und die Summe 
der Winkel auf jedem Punkte ebenfalls 360° wird, mufs auch die Summe der 
Aufsenwinkel 4 • 360° ~ 360° = 1080° werden. 

Endlich werden durch Erfüllung einer der unter d angeführten 6 Bedingungen 
auch die übrigen 5 Bedingungen erfüllt; denn durch Erfüllung der einen Bedingung 
werden die Dreiecksseiten in dreien von den vorhandenen 4 Dreiecken einheitlich 
festgestellt und in den betreffenden 3 Dreiecken sind die sämtlichen überhaupt vor- 
handenen Dreiecksseiten enthalten, so dafs diese also sämtlich nach der einen 
Bedingung einheitlich erhalten werden. 

Von den 16 überhaupt möglichen Bedingungen fallen also als überflüssig und 
in den übrigen Bedingungen mit enthalten aus: 

eine von den unter a angeführten, die 

zwei unter c angeführten und 

fünf von den unter d angeführten, im 

ganzen also 8, so dafs 8 notwendig zu erfüllende Bedingungen übrig bleiben, die mit 

den vorher von uns unter 1 bis 8 bezeichneten übereinstimmen. 

§ 45. Aufstellung der Bedingungsgleichungen. 

1. Nachdem festgestellt ist, wie viele und welche Bedingungen zu erfüllen 
sind, müssen diese Bedingungen durch Gleichungen ausgedrückt werden. Da wir 
es nun aber im folgenden in der Regel mit einer gröfseren Anzahl beobachteter 
Gröfsen zu thun haben werden, so führen wir für die in diesen Gleichungen und 
in den weiteren Entwickelungen häufig vorkommenden Gröfsen statt der bisher 
angewendeten Bezeichnungen einfachere ein, die uns den Ueberblick erleichtem. 
Wir bezeichnen mit: 
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I, n m. IV. ... 

i| 2, 3, 4, ... 
(i),(2),(3),(4),... 



die wahrscheinlichsten Werte der beobachteten Gröfsen, 
die vorliegenden Beobachtungsergebnisse, 
die Verbesserungen, die wir den Beobachtungsergebnissen 
ii 2, 3, 4, beilegen müssen, um ihre wahrschein- 
lichsten Werte I , II , III , IV , zu erhalten. 



3. Die Gleichungen, durch die die zu erfüllenden Bedingungen ausgedrückt 
werden müssen, werden zweckmäfsig in der Form angesetzt, dafs bestimmte aus 
den Bedingungen sich ergebende Funktionen der wahrscheinlichsten Werte der 

beobachteten Gröfsen gleich den Sollbeträgen S^, 5^ , Ä^ , gesetzt werden, die 

sie erftülen müssen, wonach wir allgemein erhalten: 

j', (i,ii,m, iv,....) = Ä„ 



(150) 



F, (1,11, III, IV ) = S,, 

F, (i,ii,in, iv,....) = s,. 



Wir bezeichnen diese Gleichungen als Bedingungsgleichungen. 

Die Anzahl der Bedingungsgleichungen ist immer gleich der Anzahl der zu 
erfüllenden Bedingungen und somit nach § 48 auch immer gleich der Anzahl der 
vorliegenden überschüssigen Bestimmungen der gesuchten Gröfsen oder der vor- 
liegenden überschüssigen Beobachtungsergebnisse. Demnach ist die Anzahl q der 

zuerst zu suchenden wahrscheinlichsten Werte I, II, III, IV, der beobachteten 

Gröfsen immer gröfser als die Anzahl r der Bedingungsgleichungen. 

Beispiel 1: Wir nummeriren die vorliegenden Beobachtungsergebnisse nach 
der unter Nr. 1 eingeführten Bezeichnung fortlaufend 
mit 1 , 2 , 3 , .... 12 und schreiben diese Nummern als 
Bezeichnung der betreffenden Winkel in unsere Figur 
ein zum Anhalt für die Aufstellung der Bedingungs- 
gleichungen. 

Dann erhalten wir nach den im § 44 unter 1 bis 8 
aufgestellten Bedingungen, für die wahrscheinlichsten 
Werte I, II, III, .... XII der beobachteten Winkel die 
folgenden Bedingungsgleichungen : 

a) nach den Bedingungen unter Nr. 1 , 2 , 7 , 8 , 
dafs die Summe der Winkel auf den Punkten 

_ . . =«« 

erfüllen mufs: 

I 4- U + III =360°, 
IV + V + VI =360°, 
Vn + VIII+ IX =360°, 

X + XI +XII = 360°, 

b) nach den Bedingungen unter 3 , 4 , 5 , dafs die Summe der Winkel in 
den Dreiecken P^ Pj P, , P^ P, P^ , P„ Pj P^ die Sollbeträge S^ = S^ = S,^ 
= 180° erfüllen mufs: 

i + iv+v + vm = i80°, 

1I + VII + X+ XI =180°, 
1+ II +V+ X =180°, 

c) nach der Bedingung unter 6 , dafs im Dreieck P^ P^ P^ die aus der Seite 
P^ Pj berechneten Seiten P^ P^ und P^ P^ sich verhalten müssen wie die 
Sinus der gegenüberliegenden Winkel: 



^af^b^^cf ^d die SoUbeträge 8^ = 8^-^ 
= 5j = 360' 




Fig. 21. 
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«»(IV + V) 

PaPc ~«»vni" ■^«■^* 


«n(X + XI) . 




- "tin-vn . .' 



oder: 



8in{lV + Y)sinVllsinX_ 
8inVllUin{X + Xl)8inV~ ' 

oder in logarithmischer Form: 

• log $%n(lV + y) - log 8inWUI + log MinWU-log 8in{X + Xl) 

-{-log sin X — log ainV = , 

wonach der Sollbetrag ftlr die letzte Bedingungsgleichung ä ^ = ist. 

Stellen wir sämtliche Gleichungen zusammen, so haben wir: 

I +11 +ra =360°, 

IV +V +VI =360°, 

VII + VIII + IX =360°, 



(150) 



I +IV +v+vm = i80°, 

II + VII + X+XI =180°, 

I +n +V+X =180°. 

X +XI +Xn = 360°, 

% »t» (IV + V) — %«n VIII + io^ »in VII — Zo^ «in (X + XI) 

-\- log sin X — logsinV = . 

Die Anzahl g = 12 der beobachteten Gröfsen ist größer als die Anzahl r = 
der BedingungSigleichungen^ wie es sein mufs. 



§ 46. Widersprüche zwischen den Sollbeträgen . und den 
Beobachtungsergebnissen. 

Die Bedingungsgleichungen (150) werden in der Regel durch die vorliegenden 
Beobachtungsergebnisse nicht streng erfüllt werden, und wenn wir in die Be- 
dingungsgleichungen statt der wahrscheinlichsten Werte der beobachteten Gröfsen 
I , II , III , IV, .... die wirklich vorliegenden Beobachtungsergebnisse 1,2,3,4,... 
einführen, so werden wir auf der rechten Seite der Gleichungen statt der Sollbeträge 
'S^a» '^bf ^e andere Beträge 2^, 2j,, 2^,- erhalten, so dafs sein wird: 



(151) 



^a(l* 2, 3, 4, ....j = -y„, 
^6(1,2, 3, 4, ....) = 2j,, 
F^{l, 2, 3, 4, ....) = -^,, 



Die Beträge 2^, 2j^, 2^, bezeichnen wir als die Beobachtungs- 
ergebnisse für die Sollbeträge. Zwischen diesen Beobachtungsergebnissen 
der Sollbeträge und den Sollbeträgen bestehen Widersprüche faf fbf fcf "-• 
die wir berechnen nach: 



(15S) 



fa=-S,-2,, 

fö-S,-2,, 



Beispiel 1 : Nach unseren Bedingungsgleichungen (150) erhalten wir folgende 
Formeln zur Berechnung der Beobachtungsergebnisse 2^, 2^^, 2^, ,.,, 2^ für die 
Sollbeträge : 
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(151) 



1+4+ 5+ B = 2,, 
2 + 7 + 10+11 = -^^, 
i + a + -5 + iO'=^-^A; 



/ojr «t» (4 -|- 5) — log nn 8 + log ein 7 — log «tn ( 10 + 11 ) + ^ »in 10 
Hiernach ergeben sich die Zahlenwerte von 2^,2f^, 2^,\ ,,2^ wie folgt: 



I 


39 


48 55 


4 


52 


04 


30 


7 


34 


04 


07 


10 


47 


41 12 


2 


38 


^37 34 


5 


58 


52 


04 


8 


29 


14 


02 


II 


64 


37 15 


3 

2a 


286 


33 15 


6 

2, 


249 


03 


13 


9 

2c 


296 


42 


15 


12 

2a 


247 


41 14 


359 


59144 


359 


59 


47 


360 


00 


24 


359 


59 


" 



I 

4+5 

8 

i ''• 


39 

110 

29 


48 
56 
14 


55 
34 
02 


cpllogtinS 

log tili'] 
c/)Zio^«i»( 10 +11) 

log ein 10 
epllognns 

2i 


9.97 082 
0.31 124 

9.74 833 
0.03878 

9.86892 
0.06 754 


179 


59 


31 


2 

7 
10 + 11 

i ^' 


33 

34 

112 


37 1 34 

04 1 07 
18 1 27 


180 


00 1 08 


1+2 

IG 

5 

2n 


73 

47 
58 


26 
41 
52 


29 
12 
04 


179 


59 


45 


0.P0 013 



(158) 



Weiter ergeben sich die Zahlenwerte der Widersprüche faffbffe» 
[f^ = S^^2^^ 360 ° 00' 00" — 359 ° 59' 44'f = + 16", 
/i = Äj — -^^ = 360 00 00 —359 59 47 =+13, 
/; = S, — -2?, = 860 00 00 -360 00 24 = — 24, 
/d=Sj — -^rf = 360 00 00 —359 59 41 = + 19, 
/,=Ä,--y. = 180 00 00 -179 59 31 = + 29, 
/^ = 5^ — -S'^=:180 00 00 —180 00 08 =— 8, 
f^ = S^ — 2^==\%^ 00 00 —179 59 45 = + 15, 
/•. = Ä^ — 2^ = 0.00 000 — 0.00 013 = — 0.00 013 . 



fi zu: 



§ 47* Umformung der Beding^ngsgleichungen. 

Die wahrscheinlichsten Werte der Beobachtungsergebnisse I , II , III ^ IV , 

erhalten wir aus den Beobachtungsergebnissen 1,2,3,4, durch Hinzulegung 

der Verbesserungen (i), (2), (3), (4), Demnach ist: 

I---i + (i), 

II = 2 + (2), 

(16$) { III = 3 + (3), 

IV = 4 + (4), 
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(XU) 



Fahren wir diese AusdrOcke für die wahrscheinlichsten Werte der Beob- 
achtungsergebnisse in die Bedingungsgleichungen (150) ein, so gehen diese Ober in: 

F.(i + (i), a + (a), 3+(3), 4 + (4), • • • •) = ««. 
F,(i + (i), 2 + (2), 3 + (3), 4 + (4), ••••) = «», 
Fji + (i), 2+(3), 3 + (3), 4 + (4) )=S„ 



Die Verbesserungen (i), (2), (3), (4), sind immer verhältnismälsig 

kleine Gröfsen, so dais allgemein: 

F(i + (i),2 + (2),3 + (3),4 + (4),....)=F(i,a,3,4, ....) + |f(i) 

. bF , . , dF , . , dF , ^ , 

ist, w^mit obige Gleichungen Obergehen in: 

^K cK <:F^ cF^ 

FJi, 2, 3, 4, .•••)+ ö/(i)+ e,~(2) + -g-^^{3)+ a^(4) + .... = Äa. 

t) W f) JP r) TP P' TP 

F,(i, 2, 3, 4. ....)+ e-*(i)+g^(a) + ^--»{3) + -g-^(4) + .... = S», 

ÖF, ej!- dF, dF, 

F,(x, 3, 3, 4. ...•) + -fcY{i)+ e,a (a)+ e-(3) + -t-'(4)+r--. = S., 

Für die partiellen DifFerenzialquotienten führen wir die folgenden einfacheren 
Bezeichnungen ein: 



(154) 



Beachten wir nun, dafs allgemein nach den Formeln (151) :i''(i,2,3,4, ) = 2 

und nach den Formeln (158) : / = ä — ^ ist, so gehen damit unsere obigen Gleichungen 
über in: 

{ ai(l) + ««(2) + «B(3) + «4(4) + ....=/a» 

6,(i)+6,(a)+6,{3) + fr4(4)+....=A, 
c»(i)+c,(2)+c,(3)+c,(4)+....=/;. 



{ ^Pa 


^K 


dF^ 


eF, 


"•=6i' 


»• = -eT' 


»'=^3' 


"•=>7' 




*'=e2' 


6 -^' 


6 -'^» 


dF, 


^Pc 


e^c 


ej:; 


•'-'ex' 


^^-cl' 


'•=aT' 


''=-aT' 


l > 


• > 


> 


> 



(155) 



Diese Gleichungen bezeichnen wir als umgeformte Bedingungs- 
gleichungen. 

Beispiel 1: Zur Aufstellung der umgeformten Bedingungsgleichungen haben 
wir nur noch die partiellen DifFerenzialquotienten a , 6 , c , . . . . t zu bilden. Wir erhalten : 

ai=+l, a8 = 4-l, «8 = +!, a4r=06 = a« = a7 = a« = a9 = aio = aii=aij=:0, 
6, = 6, = 6, = 0,6, = +l,55 = +l,6e = +l, 6, = 68 = i» = *io = *ii =ii« = 0, 

«l=««=C3 = C4==C6 = «« = 0, C7=:-(-l, C8 = -|-l, C9 = -|-l, Cio = Cii=Cxs=0, 

d,=:rf2=rf, = d4 = rfg = d8r=d7 = (i8 = d9 = 0, <ijo = -t~l| <'ii=+l> <ii2r=-|-l, 

«1=+1, «2 = «8 = 0, «4 = +!, «ö = +l, «ö = C7 = 0, «8 = +!, e9 = C,o = eil=«13=^» 
yi=0,^»= + l,^8=^4=fl'6=fl'6=0,^7 = + l,5'8 = Sr9 = 0,^10 = +l,Pii= + l,^lÄ=0, 
Äl=+l,Ä8=+l,Ä8 = Ä4 = 0,Ä6 = +l,A« = A7 = Ä8 = Ä9 = 0,Äio=+l,Äll=*li=Ö, 

ii=ta=ta = 0, t4 = + lfco«y(4 + 5); * 5 = + ^i^<^o<^ (4 + 5) —^«o'^Si *6=0, 
» 7 = + if co(^ 7 , 1 8 = — ^^co<^ 8, t9 = 0, 1*10 = — -M «o'^ ( 10 + II ) -|- Jf COf^ lO , 
i 11 = — if co«^ ( 10 + II ) , i 1-2 = . 
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Unter Heranziehung der im § 46 beredineten Zahlenwerte für die Wider- 
spräche fatfhtfet ••■•fi ergeben sich hieraach die folgenden umgeformten Be- 
dingungsgleichungen : 

(1)4- (a)+ (3) = -f 16", 

(i) + {4)+ (5)+ (8) = + 29", 



(a) + (7) + (io) + (ii) = - 8", 
(i) + (2)+ (5) + (io) = + 16", 



(4)+ (5)+ (6) = +13", 
(7)+ (8)+ (9) = -24", 
(io) + (ii) + (ia) = + 19", 
JrMtotg (4+5) ^ (4) + (+i/co^(4 + 5)_ Jf eoJss) 1 ^5)^Mcotg^ ^(7)- JfcoJjS ^- (8) 

4- (— Meotg (lo + II) -\-Meotg 10) - (10) — Meotg (10 4- 11) - (11) = — 0,00 013 . 

In die letzte Bedingungsgleichung müssen wir noch die Zahlenwerte &a M, 
für die Cotangenten und für - *) einführen. Die Zahlenwerte sind : 



Jf = 0.434 294, 


1 


1 
' 206 265 ' 


«<><^(4 + 5) 


= -0,383, 


eotg^ 


= + 0,604, 


cotgq 


= + M79, 


eoigS 


= + 1,787, 



co<^ (10+ II) = — 0,410, 
eotg 10 = + 0,910, 



1 



ilf-,^ = 0,000002 1055 



= — 0,000000806, 
= + 0,000001272, 
= + 0,000008114, 
= + 0,000 003 763, 



M ~ji eotg 5 
Mjjieotg'] 
M~cotgS 
If -V, co<^ {10 + II) = - 0,000 000 868 , 

M - -; eotg 10 = + 0,000 001 916 , 

Da die Zahlenwerte der Differenzialquotienten für die weiteren Rechnungen 
unbequem sind, multipliziren wir die ganze letzte Gleichung mit 100 000, wonach 
wir alle darin vorkommenden Gröfsen in Einheiten der fünften Stelle der Logarithmen 
erhalten. Hiemach sind unsere umgeformten Bedingungsgleichungen: 
i (i)+ (2)+ (3) = + 16", [ 

U,+ ,s)+ ,«)=+..", I (-. + U.+ <5.+ (») = + »", 

„,+ ,8,+ ,„-«., ■ (») + (7) + (») + <..) = - 8", 



(155) 



(i) + (2)+ (5) + (io) = + 15", 

1(I0)+(II) + (I2)= + 19", 

-0,081 (4) -0,208 (5) + 0,311 (7) -0,376 (8) + 0,278 (IG) + 0,086(11) = -13. 

§ 48. Korrelatengleichungen und Endgleichungen. 

1. Nach den umgeformten Bedingungsgleichungen 



a55) 



r «i(l) + a2(2) + a,(3) + a,(4) + ..../^, 
I 6,(i) + 6,(2) + 6,(3) + 6,(4) + ..../-,, 
I c,(i) + C2(2) + C3(3)+c,(4) + ,.../-^, 



*) Die Differenzialquotienten Mcotgn stellen die Aenderungen dar, die die log sinn 
ftir eine Einheit des Bogens n erleiden und M eotg n- {n) die Aenderungen, die die log sin n 
erleiden, wenn dem Bogen n die Verbesserung ( n ) in Bogenmafs hinzugefügt wird. Da wir 
nun unsere Rechnung im übrigen nicht in Bogenmafs, sondern in Winkelmafs durchführen, 
so mufs der Faktor zur Umwandlung der Verbesserungen ( n ) von Winkelmafs in Bogen- 
mafs hinzugefügt werden« 
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mOsseh wir nun die Verbesserungen (t), (2), (3), (4), , die zugleich die 

wahrscheinlichsten Werte der Beobachtungsfehler darstellen, derart bestimmen, 
dafs erstens diesen Bedingungsgleichungen genügt wird und dais zweitens die 
Quadratsumme der auf die Gewichtseinheit reduzirten wahrscheinlichsten Werte 
der Beobachtungsfehler (ij^pT, (2))/p^, (3))/pi* (4)Vp^^ "f ^^ 

[p(n)(n)]=p,(i){i) + P,(2)(2)+/»,(3)(3)+l>4(4)(4) + .... 
ein Minimum wird. 

8. Um diese Werte der Verbesserungen (i), (2), (3), (4), .... zu finden, 
nehmen wir fa,fbffct — ^^ ^^ ]inke Seite der Gleichungen (155) und multi- 
pliziren die Gleichimgen dann mit den vorläufig noch unbestimmten Koeffizient^ 
— 2 Äf^ , — 2 ik j , — 2 ^^ , » . . . , womit wir erhalten : 

■ --2aiÄ„(i)-2a,*j2)~2a,Ä„(3)-2a,*j4)-.... + 2Ä^/-^ = 0, 
-2fe,*,.(i)-26,*,(2)-26,Ä, (3)-26,*, (4)-.... + 2i,A = 0, 
-2c,*,(i)-2c,*, (2)~2c,Ä^ (3)-2c4Ä, (4) -• • • - + 2*^ /c = 0, 

Addiren wir diese Gleichungen zu 

,[;>(n)(n)]=i>i(i)(i)+;>,(2)(2)+;>»(3){3)+l>*(4)(4) + ...., 
so erhalten wir: 

[p (n) (n)]=p,(i)(i) -2a, *„(i)-26iA:^(l)~2c» *,(!)-.... 
+|i,(2)(2)-2a,^^(2)-2 6,Ä^(2)-2c,*,(2)-.... 
+l>B(3)(3)-2a,Ä^(3)-26,*,(3)-2c,*,(3)-.... 
+l>4(4)(4)~2a,A:„(4)-2fe4i*(4)-2c4*,(4)-.... 

+ 2Ä„/a '+ 2*,V/+ * 2X// +"..*.' 

3. Differenziren wir diesen Ausdruck nach (i), (2), (3), (4), so 

ergeben sich die folgenden partiellen Differenzialquotienten : 
a[p(n )(n)l_, 











ö( 


I) 




-^F\\ 


*; - 


-ä tf 


i-a 


£1 


1/, « 


"*- 


-ÄC 


!*• 


• 




} 












8(2") 2p, (a)- 


-2a 


^K 


-26. fc»-2e. *,-..... 




6[Hn){n)]_ 

8(3) 'P*^3) 


-2a 


.*a 


-2i,*,-2«,*,-...., 




r-e(4)— -2p^(4)- 


-2a 


4^« 


-26.*»-2c, *.-...., 




Nr. 


a. 


*. 


c. 


d. 


e. 


f. 


k. i. 


aa 


ah 


; ae 


ad 1 a« ag 


oA 


ai 


55 


bc \hd 


fr« 




ha 


hk 


.. 




~ 
















P 
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P \P ,, 


P 


P 
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P 
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■r 
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+ 1 








+ 1 
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+ 1 
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. , 








+ 1 






+ 1 


-0,081 
















+ 1' 




+ 1 '-0,081 








+ 1 






+ 1! 


+ 1' -0,208 
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+ I1 




+ 1' 


+ 1-0,208 








+ 1 


1 


i 


















+ ^i 
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+ r 


1+1 


+0,811 
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i -0,870 
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! 
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Setzen wir diese partiellen Differenzialquotienten gleich Null, so erhalten wir 

n Ausdrücke für die n Verbesserungen ( i ) , ( 2 ) , ( 3 ) , ( 4 ) , , die der Minimums- 

bedingung genügen: 



(156) 



Die Koeffizienten A\, , A^ 



(I) = 






+;;■'. 


+...., 


{»)-- 


P» ' 


■+.^'' 


'+;^'. 


.+...., 


(3) = 


Pt ' 


•+.-?' 


+,-:'. 


,+...., 


(4) = 


;>4 • 


-i-''i 
.+,-'• 


+;^. 


,+ 



k^, , wodurch in diesen Gleichungen die Ver 



besserungen (i), (2), (3), (4), .... ausgedrückt sind, bezeichnen wir als Kor- 
relaten und die Gleichungen (156) als Korrelatengleichungen. 

4. Setzen wir die in den Korrelatengleichungen (156) erhaltenen Werte von 
( 1 ) , (2) , ( 3 ) , ( 4 ) , .... in die umgeformten Bedingungsgleichungen (155) ein , so 
erhalten wir: 



(157) 





a a 


K + 


ay 


Ä.+ 


ac 




P . 




. p . 




P . 




ah 




hb 




br 






^+ 




*^ + 






[p \ 




[ P \ 




[p J 




ae 


*« + 


be 


K + 


ee 




[p \ ' ' 


[p \ ' iP } 



Die Anzahl dieser Gleichungen, die wir als Endgleichungen bezeichnen, 
ist gleich der Anzahl r der Bedingungsgleichungen und gleich der Anzahl der 
Korrelaten k^, kf^, k^,.,. Durch Auflösung der Endgleichungen erhalten wir 
demnach bestimmte Werte der Korrelaten k^, ä;^, ä^,...., und zwar solche, die den 
Bedingungsgleichungen (155) entsprechen. 

Berechnen wir dann mit diesen den Bedingungsgleichungen entsprechenden 

Werten der Korrelaten k^,k^,k^, nach den in den Korrelatengleichungen (156) 

erhaltenen, der Minimumsbedingung genügenden Ausdrücken der Verbesserungen 
/ 1 ) , ( 2 ) , ( 3 ) , ( 4 ) , .... die Zahlenwerte dieser Verbesserungen , so erhalten wir 
solche Zahlenwerte, die sowohl den umgeformten Bedingungsgleichungen (155) als 
auch der Minimumsbedingung genügen. 



Iicc \ed 
\ P'\ P ' 


e « 


eg ch 
~P"~P~' 


ei 
P' 


dd\ de\ ,ly \dh ' di 1 

p' J» '1 p'\ P *l ;' ' 1 


«« ' ey 1 e A «1 \ gg\ gh\ gi 

yi "7*1 />' p' \\ p'^ p'\ p' 


hh hi 
P' P' 


»i 


1 

i : 

t+ii 

+ii 

1 


+ 1 


1 
1 

i 

1 
+ 1 

! 
i 


+0,311 
-0,376 


' ! : ". '* 

1 ' 1 I l'+l' 1 -0,081 
1 1 1 l+ll '+11-0,208 

1,1. I| 1 , 

1 1 1 1 1+1 1-0.376 

1+1 ' +l,+ll +0.278 il 1 ' 
+ 11 1+1 1+0.086 1 1 
1+1,1 1 1 1 


' 1 i 

+1' +1, 

i 1 

!+l' 1+0,311 

+ 1+1' +0,278 
+ 1 +0,086 


1 
+ 1 

+ li 
1 

+ 1-0,208 

1 1 

+ 1, +0,278 


+ 0,0066 
+ 0,0433 

+ 0.0967 
+ 0,1414 

+ 0,0773 
+ 0,0074 


,1+3 




+ 1+11 -0,065 

1 1 1 


'+3' 1 +2' +1' +0,364l|+4i '+2' -0,665 


+ 4' +2> +0,675 


+ 4 +0,070 ij+0,8727|j 
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Die Faktoren der Endgleichungen (IST) werden ganz in gleicher Weise ge- 
bildet wie die Faktoren der Endgleichungen (118) ftlr vermittelnde Beobachtungen. 

Beispiel 1: Wie im §42 angegeben ist, sind sämtliche Winkel mit gleicher 
Genauigkeit beobachtet worden. Wir setzen daher für die folgende Rechnung die 
Gewichte sämtlicher Winkel = 1. Hiermit und mit den im § 47 erhaltenen Faktoren 
^nt ^nf ^nf ••••*n ^^^ umgeformten Bedingungsgleichungen, ergeben sich die fol- 
genden Korrelatengleichungen: 

(l) = + ^*a + *. + *A, 

(3) = + *ai 

(4) = + *6 + *.-0,081Ä,, 

(5) = + ^* + ^ + ^-*-0,208*,, 

Die Faktoren der Endgleichungen ergeben sich wie folgt: (Siehe die Tabellen 
auf Seite 208 und 209.) 

Damit erhalten wir die Endgleichungen: 

r+3*a • • • + *.+ *, + 2*» . = + 16. 

4-3*j . . +2t, . + *4 — 0,289 t, = + 13, 

• +8*. . + *.+ *, . -0.065*.. = -24, 



(156) 



(7)= + *. + *, + 0.311t.., 

(8) = + *. + t.-0.376i,, 

(9) = + *c» 

(io) = + *^+t, + *» + 0.278t„ 

(ii)= + t^ + *, + 0,086i„ 

(l2)=+i^. 



(15?) 



. +3i^ . +2*,+ i» + 0,364 t, = + 19, 

+ *a + 2*»+ *. . +4t, . +2i»-0.665t, = + 29, 

+ fc. • + *c + 2*i . +4i +2t» + 0.675t, = - 8, 

+ 2t,+ k, . + t, + 2t. + 2t, + 4t, + 0,070t, = + 15, 

. — 0,289 1 j — 0,065 1^ + 0,364 i^ — 0,665 1, + 0,675 1, + 0,070 1^ 

+ 0,373 t, = — 13. 



§ 49. Auflösung der Endgleichungen, Rechenproben und 
mittlere Fehler der Gewichtseinheit und der Beobachtungs* 

ergebnisse. "') 

1. Fohren wir für die Faktoren der Endgleichungen und die Widersprüche 
einfachere Bezeichnungen ein, indem wir setzen: 



(158) 



0,= 



aa 




bi = 


\ab 






afi 


1 


— 


f 


- 


y 


1 ^1 = 


— 


, 1 


P 1 






■P . 






P . 


1 






66 






6c' 


1 




h^ = 


V . 


i 


c.= 


V . 


f 






ee 






Cg^ 










t 














P. 








so gehen die Endgleichungen über in: 

Ci^a+C2*, + C8Ä,+ ....fg-0, 



(159) 



Diese Gleichungen haben genau dieselbe Form wie die Endgleichungen (121) ; 
wir lösen sie daher auch auf nach den Formeln (120^), (122) y (12$) oder nach 
dem Schema (124). 



•) Die Gewichte und mittleren Fehler der wahrscheinlichsten Werte der beobachteten 
Gröfsen und der Funktionen von diesen werden im VII. Abschnitte besonders behandelt. 
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2. Hierzu ergeben sich Rechenproben durch dreifache Berechnung des 
Wertes von [;>(n)(n)]. Zuerst erhalten wir, indem wir die Ausdrücke ftir die 
Verbesserungen (i), (2), (3), (4), .... in den Korrelatengleichungen (156) 

quadriren , mit den Gewichten Pi, Pi, p», p*, multipliziren und dann alles 

addiren : 

/'.(3)(3) = ^'*,*. + -;*/*»*» + '^f*.*. + ....2"^'*,*. + 2^-W,*. 



+... 



Pt * '^ 



P* P 4 P * Pa P i 

-r p, >> '^ 



[P(n)(n)]= 



aa 
\.P 



*a*« + 



66 

[P 



*»*» + 



Multipliziren wir sodann die Endgleichungen (157) mit den Korrelaten 
*a» **» *o* •••• ^"^ addiren alles, so erhalten wir: 

"''*«*. + . ... = *a/a. 



aa 


*«*a + 


ab 

P . 


Kh + 


ae' 
P . 


ah 


Kh + 


bh 
P . 


hh + 


•6 c 
P . 


ae 

P . 


KK + 


bc 
P . 


hK + 


ec 



[t\ 



a a I 






Der oben für [p(n)(n)] erhaltene Ausdruck stimmt überein mit dem hier 
fUr [kf] erhaltenen Ausdruck und demnach folgt: 

(160) [p{n){n)] = [kf] = ^\kU. 

Berücksichtigen wir nun femer, dafs nach (158) 

ist und dafs nach Formel (137) 



sein mufs, so ist auch: 
(161) 



[p(n)(n)] = ^f, + |^S, + |^g, + .... 
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Zu diesen beiden Werten von [ p ( n ) ( n ) ] , die wir gleich bei Auflösung der 
Endgleichungen bilden, und die uns zugleich eine Probe für die richtige Durch- 
ftlhrung der Auflösung liefern, erhalten wir endlich einen dritten Wert, indem 
wir nach den Korrelatengleichungen (156) die Zahlenwerte der Verbesserungen 

(i ) , (2) , (3) , (4) , berechnen und mit diesen Werten 

(1«2) [i>(n)(n)]-p,(i)(i)+p,(2)(2)+/'.(3)(3)+P4(4)(4) + .... 



laa 
[p . 


1 


a6] 
PI 


fae] 


ad^ 

py 


la e 
[p . 




P . 


• 


ah 
P . 


• 


ai 
P. 


• 


-fa- 


[6 6' 
[p . 


• 


6cl 
P.' 


Ibd 

P .' 


be 
1 LP. 


1 


+ 3,000 


. 


. 


1 1 1 1 1 

. 1+1,000 + 1,000 + 2.000 . 1-16,000 


+ 3,000 . 

! 


! 
. +2,000, 










-0,333 


-0,333 


-0,667 . 


+ 5,333 

+ 3,327 

- 1,789 

— 1,176 


1 


i 
1 






+3,000 . 


. +2,000 








[-0,667 

1 
1 




K = 


+ 5,695 


1 



\dd 
[p .' 


[de^ 

[pl 


dg] 
Pi' 


ldh-\ 
[p\' 




dl 
P 


' 


-fä' 




ee 
J. 


• 




eg] 
Pi' 


'eh^ 

[py 


Fct] 
[p] 


-/e. 


[—1 ' 

[p y 1 


+ 3,000 




+ 2,000 


+ 1,000 


+ 0,364 


- 19,000 


+ 4,000 
- 0,333 
- 1,833 
-0,333 


— 0,383 
-0,333 


+ 2,000 
-0,667 
— 0,667 


- 0,665 

+ 0,193 
+ 0,022 


-29,000 
+ 5,333 
+ 8,667 
- 8,000 


+4,000 

-0,833 
-0,883 


+ 3,000 




+ 2,000 


+ 1,000 + 0,364 


- 19.000 


— 1,383 






— 0,667 


-0,333 


-0,1213 


+ 6,333 
+ 6,159 
+ 1,663 
— 3,577 


+ 2,000-0,667 


+ 0,667,-0,450 


-23,000 


— 0,222 




+ 0,383 


-0,333 


+ 0,225 + 11,500 


+ 1,778 


K = 


- 11,425 
+ 1,668 
+ 1.789 


' 


1 ■ 
' 1 


*d = 


+ 10,578 


+ 8,527 


1 
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bilden, wodurch wir eine Probe ftXr dfe richtige Bildung der Faktoren der End- 
gleichungen erhalten. , 

(16S). Weiter erhalten wir dann eine Probe ftSar die richtige Bildung und 
Umformung der Bedingungsgleichungen, indem wir zuerst feststellen, ob die 
erhaltenen Verbesserungen (i), (2), (3), (4), den umgeformten Bedingungs- 
gleichungen (155) genügen, indem wir sodann nach den Formeki (153) durch 



[b g^ [6 A 


• 


bi 

P . 


1 




ce 
P. 


. 


cd'] 1 


ee 
P. 


' 


1 
[p\' iP} 


Fe t'l 


-fc 


. 1 + 1,000 '-0,289 1-13,000 


1 ' 1 1 
+ 3,000. . + 1,000 1 + 1,000 ; . 1-0,065 +24,000 

! 1 1 1 

• , • 1 • ! • 1 • • 
. 1 . 1 . ; . , . 


. 1 + 1,000 j — 0,289 


- 13,000 


. 1-0,383 +0,0963 + 4,333 


+ 3,000 1 . + 1,000 1 + 1,000 1 . 1-0,065 1+24,000 


1 1 

1 

1 

1 


*.= 


- 4,890 
+ 1,663 

- 2,351 


. i 

i 




—0,333 


-0,333 




+ 0,0217 


— 8,000 

- 1,102 

— 1,789 

- 1,176 


- 1,245 


] 


- 12,067 



1 
[P J* 


9J 
P. 


• 


-4- 




ÄAl 
P \ 


u ; -''■ 


ü- "'■ 


Probe. 


+ 2,000 + 0,675 


+ 8,000 


+ 4,000 


+ 0,070 1-15,000 


+ 0,3727 + 13,0000 








- 0,667^ . 


+ 5.333 


- 1,333 


+ 10,667 


• 


• 


+ 


85,333 


+ 91,120 


• 


• 


-0,333 


+ 0,096 


+ 4,333 


-0,0278 


- 1,2519 


+ 


56,333 - 16,185 


. +0,022 


- 8,000 


- 


• 


• 


-0,0014+ 0,5208 


+ 


192,000+ 289,608 


— 0,667—0,243 

1 


+ 12,667 


— 0.333 


- 0,121 


+ 6,333 


— 0,0442+ 2,3053 


+ 


120,833+ 200,982 


+ 0,222-0,150 - 7,667 


-0,2221+0,150 
_ 0,444 —0,152 


+ 7,667 
- 5,167 


-0,1012 
-0,0520 
- 0,0014 


- 5,1750 

- 1,7668 

- 0,2849 


+ 
+ 
+ 
+ 


264,500+ 102,283 
60,055 - 42,928 
58,521 — 74,850 

873,084+ 660,101 


+ 0,889 + 0,304, + 10,333 


— 0,500 — 0,171 — 5,812 


+ 1,383 +0,043 + 8,883 


1 


+ 8,683 
+ 2,495 


— 0,0322 — 6,625 


+ 0,1447+ 7,3475 


1 


+ 1.635 


*.= ;-- 50,777 


+ 1210,159 + 1210,181 

1 


1 K = 


+ 5,366 


- 4,990 
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Hinzufügung der Verbesserungen (i), (2), (3), (4), zu den Beobachtungs- 

ergebnissen 1,2,3,4, ^^ verbesserten Werte I , II , lü , IV , . . . ^ bilden und 

danach feststellen, ob diese verbesserten Werte den Bedingungsgleichungen (150) 
genügen. 

3. Die Anzahl der überschüssigen Beobachtungen, wodurch wir die Quadrat- 
summe der auf die Gewichtseinheit reduzirten Beobachtungsfehler zu dividiren 
haben, um das Quadrat des mittleren Fehlers m der Gewichtseinheit zu erhalten, 
ist gleich der Anzahl r der Bedingungsgleichungen, so dafs also ist: 



(1«4) 



m 



=±f 



[p(n)(n)] 



Hiermit erhalten wir die mittleren Fehler wii, wij, m,, »»4, .... der Beob- 
achtungsergebnisse X, 2, 3, 4, nach : 



(165) 



^^ = i„,l/l, «,= i„,-j/l, ^3=±„^yJ^, «»4 = ±m]/l,... 



Beispiel 1: Die Auflösung der Endgleichungen (157) gestaltet sich nach 
dem Schema (124) wie folgt: (Siehe die Tabellen auf Seite 212 und 213.) 

Die Berechnung von [i>(n)(n)] nach den Formeln (160) und (161) ist in 
den beiden letzten Spalten des Schemas ausgeführt und hat ergeben: 



(161) 
(160) 



[p(n)(n)J = ^fx + |^g. + |?g, + .... = 1210,16, 
[p(n)(n)] = [*/] = [-M].... = 1210,13, 



(156) 



welche beiden Werte genügend übereinstimmen und somit die richtige Auflösung 
der Endgleichungen sicherstellen. 

Mit den erhaltenen Zahlen werten der Korrelaten Ä;^, A^, k^y ,,..k. ergeben 
sich nach den Korrelatengleichungen (156) die folgenden Zahlenwerte der Ver- 
besserungen (i), (2), (3), .... (12): 

(i) = + *a + *. + ** = + 5.70 + 3.53-4,99= + 4,24", 

(2) = + *^ + *,+ *A = + 5,70 + 5,37-4,99 = + 6,08'S 

(3) = +*a = + 5,70", 

( 4 ) = 4. ik^ + jk^ — 0,081 ik,. = — 1,24 4- 3,53 — 0,081 ( — 50,78 ) = + 6,40 ", 
(5)=4.&j + Äj^ + Ä^-0,208Ä^ = - 1,24 + 3,53-4,99- 0,208 ( — 50,78) = 4-7,86", 
(6)=4-*, = -l,24", 

(7) = + ife^4-Jk^4-0,311Ä:, = - 12,07 + 5,37 + 0,311 (-50,78) = -22,49", 

( 8 ) = + ik^ + Ä;^ - 0,376 *< = - 12.07 + 3,53 - 0,376 ( - 50,78 ) = + 10.55 " , 

(9) = + *c = -12,07", 

( 10) = + ik^ + ifc^+ikA + 0,278 Ä^ = + 10,58 + 5,37 -4,99 + 0,278 (-50.78) = -3,16", 
( II ) = + ifcj + ik^+ 0,086 ife^ = + 10,58 + 5,37 + 0,086 ( — 50,78) = + 11,58", 
(i2)= + Ä^ = + 10,58". 

Die Quadratsumme dieser Verbesserungen ergiebt sich zu: 

[p(n)(n)]=i>,(i)(i)+p,(2)(2)+i>a(3)(3)+....Pi2(i2)(i2) = 1210,53, 

welcher Betrag mit den nach den Formeln (160) und (161) erhaltenen Beträgen 
genügend übereinstimmt Setzen wir die Zahlenwerte der Verbesserungen in die 
umgeformten Bedingungsgleichungen (155) ein, so erhalten wir : 
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(155) 



f+ 4,2+ 6,1+ 5,7 = + 16.0", 

+ 4,2+ 6,4 + 7,9 + 10,6 = + 29,1", 
+ 6,4+ 7,9^ 1,2 = +13,1", 

+ 6,1-22,5-3,2 + 11,6 = — 8,0", 

— 22,5 + 10,6 — 12,1 = — 24,0 ", 

+ 4,2+ 6,1 + 7,9- 3,2 = +15,0", 

— 3,2 + 11,6 + 10,6 = + 19,0", 

— 0,081 (+ 6,4) — 0,208 (+ 7,9) + 0,31 1 (— 22,5) — 0,876 (+ 10,6) + 0,278 (— 3,2) 
+ 0,086 (+ 11,6) = — 0,5 — 1,6 — 7,0 — 4,0 — 0,9 + 1,0 = - 13,0 . 

Die erhaltenen Beträge stimmen bis auf eine Einheit der Dezimalstelle mit 
den Widersprüchen Z^, /^, /c, /,. Überein, die umgeformten Bedingungs- 
gleichungen werden also genügend scharf erfüllt. 

Fügen wir nach den Formeln (153) den Beobachtungsergebnissen i , 2 , 3 , . . . 12 
die Verbesserungen (i), (2), (3), ... (12) hinzu, so erhalten wir die wahrschein- 
lichsten Werte I , II , III , .... XII der beobachteten Winkel wie folgt : 



(158) 



1 = 
11 = 

III = 

IV = 

v= 

VI = 

vn = 

vm= 

IX = 

x= 

XI = 

xn = 



= 1 + 
= 2+ 

= 3+ 

= 4 + 
^ 5 + 

: 6 + 

= 7 + 

: 8 + 

= 9 + 

:I0+(I0) 

= II + (II) 
:I2+(I2) 



(I) = 
(2): 

(3) = 

(4) = 

(5) = 

(6) = 

(7) = 

(8) = 

(9) = 



: 39° 48' 55"+ 4,2"= 39° 48' 59,2", 

= 33 37 34 + 6,1 = 83 37 40,1 , 

= 286 33 15 + 5,7 =286 83 20,7 , 

= 52 04 30 + 6,4 = 52 04 36,4 , 

= 58 52 04 + 7,9 = 58 52 11,9 , 

= 249 03 13 — 1,2 =249 03 11,8 , 

= 34 04 07 — 22,5 = 84 03 44,5 , 

= 29 14 02 + 10,6 = 29 14 12,6 , 

= 296 42 15 —12,1 =296 42 02,9 , 

= 47 41 12 — 3,2 = 47 41 08,8 , 

= 64 87 15 +11,6 = 64 37 26,6 , 

= 247 41 14 +10,6 =247 41 24,6 . 



Wie nachstehende Zusammenstellung zeigt, erfüllen diese verbesserten Winkel 
nunmehr auch die Bedingungsgleichungen (150) genügend scharf: 



I 
n 
III 


39 
33 

286 


48 59,2 
37 40,1 
33 20,7 




IV '■ 52 '04 36,^ 

V 1 58152, ll,i 

VI It249 03 11,^ 


l VII ' 
) VIII 
l IX 

" l 

1 


34 03 1 U,l 

29,14 12,( 

296 42 1 02,1 


> X 1 
l XI h 
) XII i 


47 ' 41 i 08,8 

64|37 26,6 

247 1 41 24,6 


360 

1 


00 1 00.0 


1 


860 00 ' 00,1 


360 00 1 00,( 

1 1 


; 


360 1 00 1 00,0 






« 








I 

IV + V 

VIII 


! 39 

1 110 
1 29 


^ 1 

1 48 59,2 
56 48,3 
14 12,6 


I 

1 

log sin (IV + V) 
cpl log sin Will 

logsi7iVll 
cpllogsin{X + Xl) 


9.97 031 
0.31 120 

9.74826 
0.03 379 








; 180 


00 ; 00,1 






II 

VII 
X + XI 


1 33 

34 

112 


37 1 40,1 
03 44,5 
18 35,4 






180 


00 1 00,0 






I+II 

X 

V 


73 

47 
58 


26 ' 39,3 
41 08,8 
52 ' 11,9 


log sin X j 
cplhgsinV j 


9.86 892 
0.06 753 










180 


00 1 00,0 




f 

L 


0.00 001 
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(164) 



Die Richtigkeit der Rechnung ist hiermit nach allen Seiten sichergestellt. 
Der mittlere Fehler der Gewichtseinheit ergiebt sich zu: 

„=±-|/W£l(i^]==±yi2J'>=± 12.8". 



Da sämtliche Beobachtungsergebnisse das Gewicht 1 haben, stimmt der mittlere 
Fehler m derselben mit dem mittleren Fehler m der Gewichtseinheit überein. 

§ 50. Bildung der reduzirten Endgleichungen aus reduzirten 
Bedingungs- und Korrelatengleichungen.*] 

1, Die Faktoren der Endgleichungen ergeben sich bei dem Verfahren für 
bedingte Beobachtungen aus den Faktoren der Bedingungs- und Korrelatengleichungen 

a , 6 , c , .... und den reziproken Werten — , — , --, — , der Gewichte in 

^ Pl Pi' Pz PJ 

ganz ähnlicher Weise wie sich diese Faktoren bei dem Verfahren für vermittelnde 

Beobachtungen aus den Faktoren a, b , e, der Fehlergleichungen und den 

Gewichten Pi, Pi, Pz, ergeben. Daher können wir auch in ähnlicher Weise, 

wie wir bei dem letzteren Verfahren die reduzirten Endgleichungen in geeigneten 

Fällen direkt aus reduzirten Fehlergleichungen gebildet haben, bei dem Verfahren 

für bedingte Beobachtungen die reduzirten Endgleichungen direkt aus reduzirten 

Bedingungs- und Korrelatengleichungen bilden. 

2, Sind die Faktoren a^, a,, ag, a«, der ersten Bedingungsgleichung 

sämtlich gleich -f 1 , liegen also die Gleichungen 

(i)+ (2)+ (3)+ (4) + ....=/«, 



(155) 



Cl(l) + C2(2) + C8(3) + C,(4) + ....=/^, 



vor, so ergeben sich daraus die folgenden Korrelaten- und Endgleichungen: 



(15«) 



(I)= 




■+k' 


■.+;:' 


,+••••, 


(2) = 


=/;'■ 


.+::' 


■•+?;'• 


: + ...., 


(3) = 


V.'. 


.+;-:- 


■•+!-:' 


,+...., 


(4) = 


^,''. 


.+^:' 


■•+f:' 


.+••••, 



mry 



1 


K + 


b 


*^ + 


' e 


p. 




p . 




P. 


b 
p 


K + 


bb 
p . 


** + 


be 
P. 


e 

P 


K + 


bc 

.p . 


h + 


ec 
P. 



*.+.. 


..=/,. 


*«+•• 


..=/», 


*«+•• 


• •=/., 



Aus der ersten Endgleichung folgt: 



k„ = — 



VPl 
1 

P. 



IP\ 
1 



..+ijj. 



•) Vergleiche: Schleiermacher 's Methode der Winkelausgleichung in einem Drei- 
ecksnetze von Professor Neil in Darmstadt. Zeitschrift für Vermessungswesen, 1881, Heft 1 
und y, 1883, Heft 12. 
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VJ\rd dieser Ausdruck für ik^ in die beiden letzten Gleichungen eingesetzt, so 
«rgeben sich die folgenden reduzirten Endgleichungen: 






[^]4|1m.+i 



e«l [p\ [p\ \l 1 _f _[P\ f 






S. Dieselben reduzirten Endgleichungen ergeben sich aus den folgenden 
reduzirten Bedingungs- und Korrelatengleichungen : 

\b^ 
b 

.P\ 



<1«6) 



^((i)) + ft.((2)) + 6.((3)) + 6,((4)) + ....+ [M((n + l))=/,-^^^^^ 



«1 ((!)) + «» ((2)) + c, ((3)) + c,(f4)) + ....+ [^]((n + l))=/,-ifJ/„, 



/a, 



<16T) 






/>2 

6> 






((3))=;-;^.+;;^+...., 
(^^))=.-!*^+^:*^+— 



[p 



*/.- 



*. — . 



Denn wenn die in den reduzirten Korrelatengleichungen ftlr((i)), ((2)), ((3)), 
((4)) , gegebenen Ausdrücke in die reduzirten Bedingungsgleichungen eingesetzt 

werden, so liefern sie die Beiträge — , —,.... — , zu den Faktoren 

der reduzirten Endgleichungen und wenn der Ausdruck für ((n+l)) in dieselben 

[-1 h [-ifi 

Gleichungen eingesetzt wird, so liefert er die Beiträge — rii ' — r 1 1 ' 

IpJ [p\ 

""ril '••••' so dafs also die Ausdrücke für ((i)) , ((2)) , ((3)) , ((4)), .... 

[p\ 
((n + 1)) zusammen die Faktoren der obigen reduzirten Endgleichungen liefern. 

Nachdem ä^, k^, durch Auflösung der reduzirten Endgleichungen be- 
rechnet sind, ergiebt sich k^ nach der bereits angeführten Formel: 



0«8) 



k„ = - 



b 




e 


p 
[1 


h- 


P. 
1 


p. 




P. 



ik-. 



.+ 



[v/-„-((n+l)) + >-[- 



PJ 



f.- 
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Ferner ergiebt sich für die wahrscheinlichsten Werte der Verbesserungen 
(i), (2), (3), (4), aus den Korrelatengleichungen (156) und (167): 

1 



(169) 



(2) = ((2))+^*«, 

Fi 

(3) = ((3)) + J *., 

(4) = ((4)) + ^*., 

Fa 



Dem sich bei Auflösung der reduzirten Endgleichungen ergebenden Betrage 
1^38+^58 + .... ist nach Formel (161) der Betrag ^U, oder da hier 

'Ol (&t Ol 



1 



fa 



t\\ = —fa ist, der Betrag pYi/a hinzufügen, um [^(n) (n) ] zu erhalten» 

vp\ 

4. Die Formeln (166) bis (169) vereinfachen sich , wenn die Gewichte p 1 , 
Pt,P8>P4i«.-- sämtlich gleich 1 sind, wie folgt: 

6,((i)) + 6.((2))+6,((3)) + 6,((4)) + .... + [6]((n+l))=/j-f-^V«, 

^*'*^ ' «i((i))+e.((a))+«.((3))+«4((4)) + --.. + [«]({n+l))=/.-f^J/-a. 



((2)) = 6. *» + «=>*. + •••., 
((3))=». ** + «.*. + ••••, 
((4))=64*6 + «. *. + ••••, 

.((n+l))^-^t^A.,-l^J*.-.....' 

(1) = ((l))+ta, 

(2) = ((2)) + *„, 

(3) = ((3))+*„, 

(4) = ((4)) + *„, 



(171) 



ixm 



(15S) 



*,= 



Dem sich bei Auflösung der reduzirten Endgleichungen ergebenden Betrage 



ist in diesem Falle der Betrag — /„ hinzuzufügen, um [(n) (n)] 



zu erhalten. 

5. Bei Anwendung der Formeln (166) bis (169) oder der Formeln (170) 
bis (173) ist zu beachten , dafs bei Bildung der Zahlenwerte von , — L 

— , und von », [6], [c], nur diejenigen Zahlenwerte von 6, c, .... y 

anzurechnen sind, die in Korrelatengleichungen stehen, worin die Faktoren 
o = + 1 vorkommen und dafs hierbei alle Korrelatengleichungen unberücksichtigt 
bleiben, worin die Faktoren a = sind oder nicht vorkommen, da diese letzteren 
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Korrelatengleichungen keine Beiträge zu den Faktoren — L — \, — , 

der Endgleichungen, woraus die Gröfsen — , — L , , n, [6], [c], 

in der vorstehenden Formelentwickelung hervorgegangen sind, liefern. 



6. Die Widersprüche ff, — 



b 




e 


.p\ 
[1 


fa, fc- 


LP. 

rii 


p. 




/>. 



/a> 



in den reduzirten Be- 



dingungsgleichungen (106) können in der Weise gebildet werden, dafs den Beob- 
achtungsergebnissen I, 2, 3, 4, zunächst Verbesserungen «i, «2, ^s, «4, 

beigefügt werden, die nach dem Verfahren für direkte Beobachtungen mehrerer 
Gröfsen, deren Summe einen bekannten Sollbetrag erfüllen mufs, aus der ersten 
Bedingungsgleichung berechnet werden und dafs dann die Widersprüche mit den 

so verbesserten Beobachtungsergebnissen i+Vi, 2 + »8, 3 + v^, 4 + t>4, 

berechnet werden. Die Verbesserungen ui, i',, «3, V4, ergeben sich nach 

den Formeln (102) wie folgt : 

1111 



002) 



Pi f „ — P^ f „ ^ P» f „ — P* f 
—■ lai ^•~rT]'«' •~~]TT'«' *"~ril'«' 

Vp\ [p\ [p\ 



Mit diesen Verbesserungen ergeben sich die Widersprüche nach den Formeln 
(151) und (152) zu: 

6, 6, 

= ■^»(1, 2,3,4,. .-o + fA /•„ + #./<,+ 




-2,^- 



f^, SO dafs 



St-Fi\ 



x+/^^/, 



2+A',/« 



[}]7'\ [rv 



3 + M/. 




4 + M/, 



\TI""\ 



= ^h — ^o — fiT fa =fl 



und ebenso 



S.--F^ 




= /.- 



LP 
1 

,p\ 



wird. 
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DieVerbesserungen(l) = (l)-r,, (2) = (2)-r2, (S) = (8) -»s, (4) = 

( 4 ) — v 4 , die an den bereits durch Zusatz von «i, vt, t'i, v^, verbesserten 

Beobachtungsergebnissen noch anzubringen sind, ergeben sich nach den unver- 
änderten Korrelatengleichungen, wenn k^ nach der Formel berechnet wird, die 
sich aus der Formel (168) durch Weglassung des letzten Gliedes ergiebt, wenn 
^a ^® gerechnet wird nach: 



*. = — 



P 



[P 



^JA.-. ... = ((« + !))■ 



Sind die Gewichte Pi, Pi, Ps, p*, sämtlich = 1 , so ergiebt sich die den 

Beobachtungsergebnissen beizufügende Verbesserung r nach Formel (98) zu: 

wonach mit den verbesserten Beobachtungsergebnissen i -| f^, 2 -| f^, 



, 1 - , 1 - 

3-r~ Jaf 4 -r — / a * 



. . . die Widersprüche /, - ^-^ /,, /c - ^ /« , 



der redu- 



zirten Bedingungsgleichungen (170) erhalten werden. 

Zur Erlangung der Verbesserungen (1) = (1) — », (2) = (2) — r, (8) = 
( 3 ) — tj , ( 4 ) = ( 4 ) — 17 , .... ist k^ dann zu rechnen nach : 



*.= 



= __m,_[^_]i 



((« + !)). 



Beispiel 1 : Die in unserem Beispiele erhaltenen Bedingungs- und 
Korrelatengleichungen sind, wenn wir zur Gewinnung einer besseren Uebersicht, 

flir alle Faktoren , die nicht •-= sind , die Bezeichnungen a , 6 , c , wieder 

einführen : 



(155) 



(156) 



.^/n^^Bvo/n^^vv j j-r "»y 

(3) = a,*„, 
(6) = b,k,, 



(7) =«7 k^+gj kg+ij Ar,., 

(8) =cs k^ + e^ k^ + if, Ä^, 

(9) =«» *c/ 

{ 10) = d 10 k^ + g 10 kg + h 10 kj^ + iioki, 
(li)=diik^ + gnk^+iiik., 



In diesen Gleichungen ist Oi = a2 = a,=:+l und sämtliche Gewichte sind 
ebenfalls = 1 . Wir können die Gleichungen also nach den Formeln (170) und 

(171) reduziren. Zu diesem Zwecke bilden wir zuerst n, [6], [c], , wobei wir 

nach Nr. 5 nur die drei ersten Korrelatengleichungen berücksichtigen , da nur in 
diesen die Faktoren a vorkommen. Wir erhalten: 

n = 3,[6] = 0,[c] = 0,[d] = 0,[e]= + ei,[i7] = 4-p,,[A] = Ä, + A,,[t]=0, 

und damit die reduzirten Bedingungs- und Korrelatengleichungen : 
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(WO) 



r»4 (4) +»6 (5)+*. (6)=/», ■ «.((i)) + «4(4) + e.(5) + «8(8) 

«7 (7) +«8 {8)+c, (9)=/^,! ff,((2))+y,{7) + y,„{io) + j„(ii) 

+ ff.((i3))=/,-^V„ 
*1 ((!)).+ *. ((2))+*. (5) + *.o(io) 
' +(A, + A.)((i3))=/*--'t-Va. 
ü(4) + »»(5) + ''7(7) + »«(8) + »'io(io) + »„(ii)=/-,., 



«ilO ( lO) + du { II ) + «Jlf ( 12 ) =/"j , 



(la) 



I ( 7) =e» *,+?7 *,+ »7 *i, 
( 8) =es i, + e, *. + ,-, *,, 
(9) =e, t,, 



((2))=?.*, + *.*», 

((3)) = 0, 
(4) ='**» + ««*.+ »4*i. ! (lo) =<'i»*d + S.o*j, + *io*» + »io*j, 



(6) =6.k„ 



(12) =<i 



!>*<> 



(178) 



*a = ((l3))+3/a- 



(17*) 



1,1 13^;— 3 «, 3 «, 3 «*. 

{i) = ((i)) = *„ 
(a) = ((2)) = t„, 
(3) = *„- 

In diesen reduzirten Bedingungs- und Korrelatengleichungen ist nun weiter 
bt=.bt-=b,^=+l, während die übrigen Faktoren 6 sämtlich gleich Null sind, so 
da& wir diese Gleichungen nach den Formeln (170) und (171) weiter reduziren 
können. Die Faktoren 6 kommen nur in der 4. , 5. und 6. Korreiatengleichimg vor, 
und wir erhalten : 

n = 8, [e]=Q, [d] = 0, [«] = «. + «., [jr] = 0, [*] = *., [i] = i,+ii. 

Nach Ausführung dieser Reduktion erhalten wir Gleichungen, worin die nur 
in der 7., 8. und 9. Korrelatengleichung vorkommenden Faktoren e ebenfalls 
gleich + 1 sind, so dafs wir weiter reduziren können. Wir erhalten hierfür : 
n = 8, [<i]=0, [e] = e,, [9] = g,, [*] = 0, [i] = i, + i^. 

Auch nach Ausführung dieser Reduktion können wir noch weiter reduziren, 
da in den reduzirten Gleichungen <i,o = rf„:=rf„ = + l ist, und weitere Faktoren d 
nicht vorkommen. Wir erhalten hierfür aus der 10., 11. und 12. Korrelatengleichung : 
« = 8, [e] = 0, lg]=9io + 9ii, [*] = Aio, [»] = »io + «u. 

Fohren wir die vorbezeichneten 8 Reduktionen gemeinschaftlich aus, so ergeben 
sich die folgenden reduzirten Bedingungs- und Korrelatengleichungen: 

e.((i))+«,((4)) + e.((5)) + «.({8)) + e.((i3)) + (e4 + e5)((i4)) 

+ «.((i5))=/-.-^/a-^-/»--3V.> 
ff.(l2))+ff,((7))+J..((io))+yu((ii))+i?.((i3)) + ?7((i5)) 

+ (9.o + 9n)Hi6))=f^-^^f,-^f,-?>^+^"f„ 

*.((!)) + *. ((2)) + Ä.((5)) + A.o((io)) + {Ä,+A,) ((13)) +*.((I4)) 

+ k,. (( i6)) =/, - ^+-^ /^ _*»/»- ^ 

i4((4))+»5((5))+»7((7))4-<.((8))+<..((io)) + «„((ii)) 

+ (»4+H)((i4)) + (»7 + «-,)((i5)) + («'>o + <n)((i6)) 



(170) 



fä, 



— /, 9 - /» — 



r + f. 



/.-■ 



) + »ii 



fä, 
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(VA) 



((2))=S. *<, + *'*»' 

((3))=0, 

((4)) = e.*. + <«*o 

((5))=«. *. + *.** + •■. to 

((6))=0, 

((7))=j,, *, + .-,*,, 

((8))=f,i.4-t.*o 
((9))=0, 



(("))=Ju*, + »u*{, 
((12))=0, 



9> 



3 I 



k--'- 



h, + h. 



S 



((13)) = -^*. 

((i4)) = -'-4-'-'*.-*8'*,-'t+-^"H-., 



^71. *7+*»jfc 



I ((^5))=-V*.-¥*»--ä- 

((l6)) — 3 — *,--g-*» g kf, 

oder wenn flDr «, y, A, », /" die im §47 erhaltenen Zahlenwerte eingeführt werden : 

((i)) + ((4)) + ((5)) + ((8)) + ((i3))+2((i4)) + ((i5)) 

= + 29-|( + 16)-3(+13)-J(-24) = + 28, 

((2)) + ((7)) + ((io)) + ((ii)) + ((l3)) + ((i5))+2((i6)) 

= -8-3-(+16)-J(-24)-|(+19) = -18, 

((!)) + ((2)) + ((5)) + ((io))+2 (da)) + ((14)) + ((i6)) 

= + 15-|(+16)-J(+18)-J-{+19) = -6,333, 

-0,081 ((4)) -0,208 ((5)) +0,811 ((7)) -0,876 ((8)) +0.278 ((lo)) 

+ 0,086 ((II)) —0,289 ((14)) —0,065 ((15)) +0,864 ((i6)) = — 13 
_ — 0,289, 
8 



(HO) 



(+13)-- 



-0.065(_24)_ + 0'8«*(+19) = -14.573. 



Nr. 




P- 


e. g. 


h. t. A 

1 i 


ee eg 

y'\~p' 


p ' 


ei j ef 
~P' P' 


1 
2 
3 


a8= + l 




^Vi 


+ 1 
+ 1 


• 




1 

• 1 * 


+1 

. 

+1 

-'■■ 


-0,081 
-0,208 

-0,376 

+ 0,193 
+ 0,022 


-•% 

+ 'V. 
+ 29,000 


4 
5 

6 


b, - + 1 




kii . 1 . 
+1 . ,+ 1 


-0,081 
-0,208 




+ 1 
+ 1 

+ 1 

-V. 
-*/. 
-V. 


-V. 


7 
8 
9 


«8 = + 1 




1 . +1 . !+0,311 
+ 11 . . . -0,376 


10 
11 
12 








+ 1 + 1 + 0.278 
+ 1 . +0,086 




13 
14 
15 
16 




-3 
-3 
-3 
-3 


+ 1 
+ 2 
+ 1 


+ 1 + 2 
• +1 
+ 1 . 
+ 2 + 1 

! 

! 


-0,289 
-0,065 
+ 0,364 


/•.= + ie 

/■» = + 13 
/. = -24 
/d = + 19 


+ 2 


-'/. 


+'/. 


-0,450 


+ 28,000 
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<1?1) 



((!))=*. + *», 

((»))=*, + **, 

((3))=0, 

((4 )) = *,- 0.081*.., 

((5)) = *. + ** 



(( 13)) =-|*.-J- *,--:*» 



(( 7))=*, + 0.311*,, 
(( 8))=*. -0,876*,, 
(( 9))=0, 
((lo)) = *, + *» 

+ 0,278*,, 
- 0,208 *„j ({II )) = *, + 0.086*,, 
((6)) = 0, ■ I ({i2)) = 0. 

Weiter erhalten vnr nach den Formehi (172) und (178) : 
aJ8)*„= ((13)) +-J /„,'*»= ((14)) + i/„ *. = ((I5)) + |/;, U,= ((i6)) + |/<„ 



*.-. 



2 

3**' 
((!.))-_ 2 t _Afc _::i0,289 

/, .N 1 , 1 , —0,065, 
((i5)) = -3*.--3-*, 3"*" 

/, /i\\ 2 . 1 , +0,364, 

((i6)) = -g*,--*»-:^^-*„ 



(io) = ((io)) + *^, 
(ii) = ((ii))+*^. 
(ia) = *d. 



(i)=((i)) + *., |(4) = ((4))+*», (7) = ((7)) = *., 
(1:8) {(a) = ((a)) + *.. (5) = ((5))+*», (8) = ((8)) = *., 

(3) = *., \{6) = k„ [(9) = *., 

Aus den Faktoren der reduzirten Korrelatengleichungen (171) ergeben sich 
die Faktoren der reduzirten Endgleichungen in gewohnter Weise, wie die nach- 
folgende Tabelle zeigt. 

In diese Tabelle ist alles mit aufgenommen, was erforderlich ist, um ohne 
weiteres die sämtlichen Faktoren der reduzirten Endgleichungen aus den Faktoren 
der Korrelatengleichimgen (156) zu bilden. Letztere sind in die 2. bis 7. Spalte 
der Tabelle unter Nr. 1 bis 12 eingetragen. Daraus ergeben sich die Faktoren der 
13., 14., 15. und 16. reduzirten Korrelatengleichung als Summe der Faktoren e,g ,h,i 
in den die Faktoren a , 6 , e , d enthaltenden Korrelatengleichungen 1 bis 3, 4 bis 6. 
7 bis 9, 10 bis 12 mit dem Gewichte, welches gleich ist der negativen Anzahl 
der betreffenden Korrelatengleichungen. In die 8. Spalte sind die Widersprüche 



11 

p ' 


P ' 




iL 

P ' 


4* 
P ■ 


hi 
P ' 


bf 

P ' 


ii 

P ' 


p ' 


P ' 


+1 


+ 1 


' 




+ 1 
+ 1 

+ 1 


— 0,208 




+ 0,0066 
+ 0,0433 






+1 


• 


+ 0,311 






- 




+ 0,0967 
-f 0,1414 






+1 
+1 


+ 1 

• 


+ 0,278 
+ 0,086 




+ 1 


+ 0,278 




+ 0,0773 
+ 0,0074 






-V. 


• 


, 


-»/. 


-*/. 


, 


-»•;. 


. 




»•/, 


, 


. 


. 


. 


-v. 


+ 0,096 


-'% 


-0,0278 


+ 1,2523 


'••/. 


-Va 


. 


+ 0,022 


+ "/. 


. 


. 


. 


- 0,0014 


- 0,5200 


"'1, 


-*/.-*;.! 


— 0,248 


-"/. 


-V. 


- 0,121 


-% 


-0,0442 


- 2,3053 


"V. 






/,= 


- 8,000 
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+ 15,000 


fi = 
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+ 2 


+ '/s 


+ 0,464 


- 18,000 


+ 2 


+ 0,045 


— 6,333 


+ 0,2993 


- 14,5730 


464,000 
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faffbtfc* fd eingetragen, die mit den Faktoren und reziproken Werten der Gewichte 
der 13., 14., 15., 16. reduzirten Korrelatengleichung multiplizirt die Beträge liefern, 
die zusammen mit den Widersprüchen /*« > /^ > /a > /• ^^ Widersprüche der reduzirten 
Endgleichungen liefern. Wie danach aus den in der 3. bis 8. Spalte eingetragenen 
Zahlenwerten die Faktoren der reduzirten Endgleichungen gebildet sind, ist ohne 
weiteres ersichtlich. 

In die letzte Spalte sind die Beträge 
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ei 
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[p. 


• 
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[p\' \ [pV \ 
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+ 2,000 1 
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+ ' 0,667 


— 0,450 


- 28,000 


+ 


2,000 
0,222 


+ 0,667 


1 ' 
+ 0,454 

- 0,150 
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0,333 




0,333 


+ ' 0,225 


+ 


11,500 

11,423 

1,668 

1,788 
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0,222 




1 
1 


4- 


1,778 
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0,889 


+ , 0,304 1 


1 
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K = 








0,500 


-| Ö'171 
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+ 


3,528 


*. = ■ 

1 



Mit den fbr ^,,^g,ffitt ^< erhaltenen Zahlenwerten ergeben sich nach den redu- 
zirten Korrelatengleichungen (171) die Zahlenwerte für ((i)), ((a)), ((3)),... ((16)) 
wie folgt: 

■( i))=t. + i» = -1.46, 

( 2)) = *, + *» = + 0,38, 

( 3)) =0.00, 

( 4)) = *,- 0,081 *< = + 7,64, 

{ 5)) = i, + *j - 0,208 *i = + 9,11, 

( 6)) =0,00, 

( 7)) = *, + 0,311*f=~10,44, 

( 8)) =*,- 0,876 *<== + 22,63, 

( 9)) =0,00, 

(10)) = *, + t» + 0,278fc, = - 13,75, 

(ii))=*, + 0,086*i = + 0.99, 

(12)) =0,00, 

, .. 1 . 1 . 2 

(13)) =-3 



(14) 
(15) 
(16) 



= -:*.-3*,-3*» = + 0,362, 

= _Jfc._l*,_=0.0?5t, = _4.064, 
= -3*.-3*- + r*' = + 4.251. 



8 » 3 * 3 

Hiermit ergiebt sich nach den Formeln (172) : 

1 



*a=((i3))+-3-/a = + S.695, 
i»=((i4)) + 5/i = -l,250, 
*.= ((i5)) + 5/". = -12.064, 
fc<,= ((i6)) + 5 /i = + 10,534. 
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f 1 + sn 5 2 + 7r~ S 8 + ^ 5 4 — IT fa~^ g /i ~f~ q fe~^~ö ^d — — 



A - ,/*c -,/<<.____ r//i 
Qi'^ ' »,"- ' e,"' ^ 3^4"*~ 3 '« ^' 3 '*~^ 3 'c-t--3 /d— [^ j 

aufgenommen, die die durch die Reduktion weggefallenen 4 ersten reduzirten 
Endgleichungen zu der nach Formel (101) zu berechnenden Fehlerquadratsumme 
liefern. 

Die Auflösung der reduzirten Endgleichungen ist in der folgenden Tabelle 
durchgeführt. 
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+ 0,1447 !+| 7,3463 
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1 *A 
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k. = '— 50,769 

1^ 


+ 1210,043+ 1210.058, 

1! 

1 : 1 


■h 


5.3C 


13 


1. 1 
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Endlich ergeben sich die wahrscheinlichsten Werte der Verbesserungen 
i)j (*)» (3)» (12) nach den Formeln (17:J) mit: 

(i) = ((i)) + i„ = + 4.24, ( 7) = (( 7)) + i. =-22,50, 

( 8) = ({ 8))+t.=+10,57, - 
(9)= +t, =-12,06, 

(io) = ((io)) + fcj = - 3,17, 
(ii) = ((ii)) + *rf=+ll,57, 
(12)= +*j = +10,58, 

Die Zahlenwerte stimmen mit den im § 49 erhaltenen Zahlenwerten bis auf 
kleine Abweichungen in der letzten Stelle Qberein. 

Nach dem unter Nr. 6 geschilderten Verfahren ergeben sich die in die redu- 
zirten Endgleichungen einzusetzenden Widersprüche wie folgt: 



(2)=((2)) + *, = + 6,08, 
(3)= +*„ = + 5,70, 

(4) = ({4)) + *» = + 6,39, 

(5) = ((5))+**= + 7,86, 
(6)= +A, = _l,25, 
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00.3 
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((i3))= + 0,32 = *,, 
((14))=-5.53 = A,, 
((I5)) = ~4,09 = *,, 
((i6))= + 4,27 = *,, 



Die Faktoren der reduzirten Endgleichungen werden im übrigen ebenso 
gebildet, wie auf Seite 222 und 223 gezeigt ist. Die Auflösung der reduzirten 
Endgleichungen ergiebt : 

*, = + 2,97, Ä:^= + 5,81, *, = -4,87, *, = -53,73. 

Hiermit ergiebt sich nach den Formeln (171): 

((!))=- 1.90, I (( 7)) z=- 10,90, : 

((2))= + 0,94, (( 8))=+-23,17, 

((3))= 0,00, (( 9))= 0,00, 

((4))= + 7.32, I ((io)) = - 14,00, 
((5))= + 9,28, I ((ii))=+ U9, 
((6))= 0,00, ! ((12)) = 0,00, 
Sodann ergeben sich die Verbesserungen ( 1 ) , ( 2 ) , ( 8 ) , . . . . ( 12 ) , die den 

bereits einmal durch Zulegung von r i , r j , v , , 1> ,t verbesserten Winkein 1,2, 

S , 12 noch beizufügen sind, nach den Formeln (17S) zu : 

(1) = -1,6, (4) = + 1,8, (7) = - 15,0, (10) = -.9,7, 

(3) = + l,3, (5)^ + 3,8, (g) = +i9,i, (11)^ + 5^5^ 

(8) = + 0,3, (6) = -5,5, (9) = - 4,1, (12) = +-4,3. 

Durch Zulegung dieser Verbesserungen ergeben sich die wahrscheinlichsten 
Werte I, H, III, ....XÜ der Winkel zu: 

I = 1+ (1)= 89^ 49' 00,8"— 1,6"= 89° 48' 58,7", 
n = 2+ (2)= 33 87 39,3 + 1,3 = 38 87 40,6 , 



m = 8+ ($) = 

IV = 4+ (4)= 52 

V = 5+ (5)= 58 

VI = 6+ («) = 249 
Vn = 7+ (7)= 34 
VIII= 8+- (8)= 29 

IX = 9+ (9) = 296 

X =10 + (10)= 47 

XI =11 + (11)= 64 
XII=12+-(12) = 247 



33 20,3 + 0,8 =286 88 20,6 , 

04 84,3 + 1,8 = 52 04 36,1 , 

52 08,8 +- 8,8 = 58 52 12,1 , 

03 17,8 — 5,5 =249 08 11,8 , 

08 59,0 — 15,0 = 84 03 44,0 , 

18 54,0 + 19,1 = 29 14 13,1 , 

42 07,0 — 4,1 =296 42 02,9 , 

41 18,8 — 9.7 = 47 41 08,6 , 

37 21,8 +- 5,5 = 64 87 26,8 , 

41 20,3 + 4,8 =247 41 24,6 , 
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die mit den im §49 erhaltenen Werten bis auf 0,5" übereinstimmen. Diese im 
Verhältnis zu den Beobachtungsfehlem bedeutungslose Abweichung rührt davon 
her, dafe sich bei dem hier eingeschlagenen Verfahren /^^ = — 6,3 und/| = — 15 
ergeben hat, während sich im § 49 hierftlr — 6,838 und — 14,5742 ergeben hat 



§ 51. Systematische Anordnung der Rechnungen. 

1. Bei der praktischen Anwendung des Verfahrens für bedingte Beobach- 
tungen kann die Aufstellung des Formelapparates in der Regel auf die Aufstellung 
der Bedingungsgleichungen (150) eingeschränkt werden, wenn die ganze Rechnung 
in zweckmäisiger Weise systematisch geordnet wird. Nur in einzelnen Fällen kann 
allenfalls noch die Aufstellung der Formeln (154) für die Differenzialquotienten 
erforderlich werden. Dabei gewinnen die Rechnungen mebtens noch an Ueber- 
sichtüchkeit und auch an Sicherheit, da mehr Proben in einfachster Weise gezogen 
werden können. Um zu zeigen, wie dies zu ermöglichen ist, ist das Beispiel 1 in 
solcher Weise geordnet auf Seite 228 bis 231 nochmals mitgeteilt. Zur Erläuterung 
diene folgendes: 

2. Zuerst werden die Beobachtungsergebnisse durch arabische Ziffern fort- 
laufend nummerirt und die Nummern in die sich auf die vorliegende Aufgabe 
beziehende Figur übersichtlich eingetragen. 

3. Sodann wird nach dem in den §§ 43 und 44 dargelegten Verfahren oder 
nach speziellen später zu entwickelnden Regeln die Anzahl der zu erfüllenden 
Bedingungen festgestellt und die Aufsuchung der zu erfüllenden Bedingimgen 
durchgeführt. 

4. Hiemach werden die Objekte, worauf sich die zu erfüllenden Bedingungen 
beziehen, in geregelter Ordnung durch Buchstaben bezeichnet. Diese Buchstaben 
werden durch die ganze Rechnung beibehalten zur Bezeichnung der Faktoren der 
betreffenden umgeformten Bedingungsgleichungen und als Indices aller Gröfsen, die 
zu den Bedingungsgleichungen gehören. Deshalb werden Buchstaben, die in den 
allgemeinen Formehi eine besondere Bedeutung haben, hierbei nicht verwendet. 

Wenn ein Teil der Bedingungsgleichungen später durch Reduktion der Be- 
dingungs- und Korrelatengleichungen nach dem im § 50 dargelegten Verfahren 
wegfallen kann, werden die Objekte, wofür diese Bedingungsgleichungen gelten, 
zweckmäfsig durch die ersten oder durch die letzten Buchstaben bezeichnet 

Die Buchstaben zur Bezeichnung der Objekte werden ebenfalls in die Haupt- 
figur oder in Nebenfiguren für die einzelnen Objekte eingetragen. 

Im vorliegenden Beispiele sind die 4 Punkte §1, §2, ^3, §4, deren Winkel 
die Bedingungen erfüllen müssen, dafs die Winkelsumme 360° ist, mit P^, P^, 
P^, P^ bezeichnet. £s sind für diese Objekte die ersten Buchstaben gewählt, weil 
die zugehörigen Bedingungsgleichungen später durch Reduktion der Bedingungs- 
und Korrelatengleichungen wegfallen. Sodann sind die Dreiecke ggl2 3, g§ 3 1 4, 
§g412, deren Winkel die Bedingung erfüllen müssen, dafs die Winkelsumme 
180° ist, in der Reihenfolge, wie sie in der folgenden Seitenberechnung vorkommen, 
mit e,g ,h bezeichnet, unter Vermeidung des Buchstabens / , der in den allgemeinen 
Formeln zur Bezeichnung der Widersprüche dient. Die Bezeichnungen sind in 
kleine in die Hauptfigur eingezeichnete Dreiecke eingetragen. Endlich ist das 
Viereck §§123 4, worin die Bedingung erfüllt werden mufs, dafs die Seiten- 
berechnung ohne Fehler abschliefst, mit i bezeichnet Ferner ist auch in den kleinen 
Dreiecken, worin die Bezeichnungen c , g , h eingetragen sind, die Grundlinie durch 

15* 
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Fig. 22. 










2. Berechnung der Widersprüche und Zusammenstellung der Verbesserungen. 1 
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2». Berechnung der Widersprüche und Zusammenstellung der Verbesserungen. 


Bezeichnung der 
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3. Faktoren der Korrelaten- 
gleichungen. 


4. Bildung der Faktoren der Endgleichungen. 
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5. Auflösung der 
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eine stärker gezogene Linie und die aus der Grundlinie zu berechnende Seite durch 
eine Doppellinie bezeichnet. 

5. Nach diesen Vorbereitungen können die Bedingungsgleichungen (150) 
ohne weiteres nach der Figur hingeschrieben werden. Für die Aufstellung der 
Seitengleichungen kann noch die Regel gemerkt werden, dafs in den Nenner die 
Sinus der Winkel kommen, die der Grundlinie gegenüber liegen und in den 
Zähler die Sinus der Winkel, die der aus der Grundlinie zu berechnenden Seite 
gegenüber liegen. 

Für das vorliegende Beispiel sind die Bedingungsgleichungen auf Seite 228 in 
Abteilung 1 der Tabelle aufgestellt. 

6. Die Bedingungsgleichungen (150) geben allen erforderlichen Anhalt, um 
die Rechnung nach den allgemeinen Formeln (151) bis (173) durchftüiren zu 
können. 

Zunächst werden ftlr die Objekte, wofür die Bedingungsgleichungen reduzirt 
werden sollen , die Widersprüche / nach den Formeln (151) und (152) berechnet 
und die Beobachtungsergebnisse nach den Formeln (98) und (94) oder (102) und 
(103) verbessert. 

Für das vorliegende Beispiel ist dies auf Seite 228, Abteilung 2 der Tabellen 
in den Spalten 1 bis 5 durchgeführt. 

Mit den verbesserten Beobachtungsergebnissen werden die übrigen Wider- 
sprüche / ebenfalls nach den Formeln (151) und (152) berechnet. 

Dies ist auf Seite 229, Abteilung 2a, in den Spalten 1 bis 4 und 6 durch- 
geführt. Hierbei sind die Winkel in den Dreiecken so angesetzt worden, dafs als 
^ a immer der Winkel genommen worden ist , der der Grundlinie des Dreiecks 
gegenüber liegt, wofür in der Seitenberechnung also cpUogsina anzusetzen ist, 
während als j/ß der Winkel genommen worden ist, der der aus der Grundlinie 
zu berechnenden Seite gegenüber liegt, wofür also in der Dreiecksberechnung 
log ein ß anzusetzen ist. 

7. Den in der Berechnung der Widersprüche vorkommenden Gröfsen werden 
sogleich die Ausdrücke für die Verbesserungen beigeschrieben, die sie erhalten 

müssen, damit die Bedingungsgleichungen (150) erfüllt werden. Die allgemeine 

d F d F 

Form für diese Ausdrücke ist . ( n ) . Für den Differenzialquotienten ^ brauchen 

nur in seltenen Fällen die Formeln aufgestellt und die Zahlen werte nach diesen 
Formeln berechnet zu werden, vielmehr kann in den meisten Fällen der Diffe- 
renzialquotient ohne weiteres hingeschrieben werden. Am häufigsten ist er -|- 1 
oder — 1. Wenn der Widerspruch/ logarithmisch berechnet und in Einheiten 

a F 
der letzten Stelle der Logarithmen ausgedrückt wird, ist ^ gleich der meistens 

genügend genau aus der Logarithmentafel zu entnehmenden logarithmischen 
Differenz für eine Einheit der Verbesserung ( n ) . Beispielsweise ist , wenn 
n = -|- 225,23 ist und die Verbesserungen in Centimeter ausgedrückt werden, 

% 225,23 = 2.35 263 und —^" = 4-1,9, denn wie ohne weiteres aus der Loga- 

rithmentafel zu entnehmen ist, ändert sich /ogf 223,23 um 1,9 Einheiten der letzten 
Stelle des Logarithmus, wenn die Verbesserung (n) sich um einen Centimeter 
ändert. Ferner ist , wenn n = + 36 ^ 28' 20" ist und ( n ) in Sekunden ausgedrückt 
wird, hg sin 36 -^ 28' 20" = 9,77 411 und ^?J^" == + o,28 , oder wenn n = + 132 ° 28,7' 
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ist und (n) in Minuten ausgedrückt wird, /oy «in 132^ 28,7' = 9.86 778 und ^-^'^^^ 

c n 

= — 11, oder wenn n = 58 ^ 32' ist und ( n ) in Minuten ausgedrückt wird, cpl log sin 58 ^ 32' 

= 0.06 91 und ^''''"°?^" = - 0,8. 
cn 

d F 
Im vorliegenden Beispiele sind die Ausdrücke für die Verbesserungen - - ( n ) 

auf Seite 228 , Abteilung 2 , im ersten Teile der Spalte 6 und auf Seite 229 , Ab- 
teilung 2», im ersten Teile der Spalten 5 und 7 zusammengestellt. 

8. Die Summe der Verbesserungen mufs gleich sein den vorhandenen 
Widersprüchen, wonach die umgeformten Bedingungsgleichungen (155) ohne weiteres 
nach der Zusammenstellung der Ausdrücke für die Verbesserungen hingeschrieben 
werden können. 

Beispielsweise ergeben sich aus Abteilung 2», Spalte 4 und 5, sowie 6 und 7 
die umgeformten Bedingungsgleichungen für Dreieck (j und Viereck i wie folgt: 
(2)4-(7) + (10) + (ll) = -17,9, 
-0,08 (4) + (-0,08 -0,12 = -0,20) (5) + 0,32 0-0,38 (8) 

+ ( + 0,08 +0,20 = + 0,28) (10) + 0,08(11) = - 15. 

Es ist aber gar nicht nötig, diese umgeformten Bedingungsgleichungen erst 
aufzustellen, vielmehr können nach der Zusammenstellung der Ausdrücke für die 
Verbesserungen sogleich die Faktoren der Korrelatengleichungen zusammengestellt 
werden, wie es auf Seite 229 in Abteilung 3 der Tabelle geschehen ist. Zu dieser 
Zusammenstellung und zu den folgenden ganz schematischen Rechnungen sind 
weitere Erläuterungen kaum noch nötig. Es sei nur noch darauf hingewiesen, dafs 
nach Berechnung der Verbesserungen ( n ) in Abteilung 6 der TabeUe in Abteilung 2 
und 2» den im ersten Teile der Spalten 6, 5 und 7 stehenden Ausdrücken der 
Verbesserungen im zweiten Teile der Spalten ihre Zahlenwerte beigefügt sind und 
dafs durch ihre Aufsummirung festgestellt ist, dafs ihre Summe in der That gleich 
den vorhandenen Widersprüchen ist. 

2. Kapitel. Anwendung des Verfahrens auf die Bestimmung 
von Knotenpunkten in Polygonnetzen. 

§ 52. Spezielle Regeln für die Feststellung der zu erfüllenden 

Bedingungen» 

1. In einem Polygonnetze ergiebt sich die Anzahl r der zu erfüllenden Be- 
dingungen aus der Anzahl n^ der zu bestimmenden Knotenpunkte und aus der 
Anzahl n, der gemessenen Züge.*) 

Ein Zug genügt zur gegenseitigen nicht versicherten Festlegung zweier Knoten- 
punkte. Um die weiteren Knotenpunkte gegen die beiden ersten Knotenpunkte 
einfach unversichert festzulegen, genügt für jeden weiteren Knotenpunkt ein Zug. 
Demnach sind für die einfache, nicht versicherte gegenseitige Festlegung von n^ 
Knotenpunkten n — 1 ZWg^ erforderlich , während alle weiteren Züge je eine 
überschüssige Bestimmung und somit auch nach Regel (14T) je eine zu erfüllende 
Bedingung liefern. 

*) Wenn in einem Polygonnetze die rechtwinkligen Koordinaten der Knotenpunkte aus 
den gemessenen Winkeln und Strecken der Polygonseiten bestimmt werden sollen, so ergeben 
sich 3 Gruppen von Bedingungsgleichungen und zwar je eine Gruppe für die Winkel, für 
die Ordinatenunterschiede und für die Abscissenunterschiede. Jede Gruppe wird aus bekannten 
Granden für sich behandelt und das hier und im folgenden Gesagte gilt dann für die einzelnen 
Gruppen von Bedingungsgleichungen. 



Digitized by 



Google 



234 



Bedingte Beobachtungen. 



ILT. V.A. 




p-5 Punkte P, , P«, P», 
die Höhenunterschiede zwischen 



Fig. 23. 



(174). Wenn demnach n^ neu zu bestimmende Knotenpunkte eines 
Polygonnetzes durch n, ZQge mit einander verbunden sind, so ist 
die Anzahl r der zu erfüllenden Bedingungen: 
r = n, — (n^,— l) = n, — n^ + l. 

Beispiel 1: In dem nebenstehend dargestellten Netze sind behufs Bestimmung 

der Höhen der n 

P*, P« 

diesen Punkten in den dargestellten n, = 9 
ZQgen oder Strahlen durch 6 malige gegen- 
seitige Beobachtung der Zenithdistanzen 
bestimmt. Bei Berechnung der Höhen nach 
dem Verfahren ftlr bedingte Beobachtungen 
ergeben sich demnach 
(174) r = n,-n^ + l=9-5 + l=5 
zu erfüllende Bedingungen. 

2. Wenn das Polygonnetz an gegebene 
Punkte angeschlossen ist, so genügt ein 
Anschlufszug, um das Netz einfach, nicht 
versichert gegen die gegebenen Punkte festzulegen. Alle weiteren Anschlufszüge 
liefern je eine überschüssige Bestimmung und somit auch je eine zu erftlllende 
Bedingung, so dafs durch n^ Anschlufszüge n^— 1 Bedingungen hinzukommen. 

(175). Wenn demnach n^ neu zu bestimmende Knotenpunkte eines 
Polygonnetzes durch n^ Züge mit einander und durch n^ Züge mit 
gegebenen Anschlufspunkten verbunden sind, so dafs im ganzen 
N^ = n^'\-n^ Züge vorhanden sind, so ist die Anzahl r der zu erfül- 
lenden Bedingungen: 

r = n^ — n^+l + (»^ — l) = iV^-n^. 

Die Regeln (174) und (175) gelten auch für den Fall , dafs für je eine , an 
einen neu zu bestimmenden Knotenpunkt anschliefsende Polygonseite die Neigung 
gegen die Abscissenlinie des Koordinatensystems aus den Winkeln des Polygon- 
netzes zu bestimmen ist und femer auch für den Fall, dafs n^ Strahlen, deren 
Richtungen neu zu bestimmen sind, durch n^ Winkel gegenseitig festgelegt und 
durch »^ Winkel an Strahlen angeschlossen sind, deren Richtungen gegeben und 
unverändert beizubehalten sind. 

Beispiel 2: In dem bereits im § 21 und im §35 behandelten Nivellements- 
netze sind die n^ = 6 neu 
zu bestimmenden Knoten- 
punkte O © 2, 3, 4, 5, 
6, 7 durch N^ = n Züge 
untereinander und mit 
den gegebenen Punkten 

iOJ O: 1, 57, 58, 5», 

verbunden. *) Bei Behand- 

Fig. 12. lung dieses Netzes nach 

dem Verfahren für be- 
dingte Beobachtungen ergeben sich demnach 




•) Die Züge 9, 10 und 11 können auch als ein Zug behandelt werden, womit die 
OO 6 und 7 als Knotenpunkte ausscheiden. Damit vermindert sich die Anzahl der Züge 
und der neu zu bestimmenden Knotenpunkte um 2, während die Anzahl der zu erfüllenden 
Bedingungen unverändert bleibt. 
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(175) r = J^r.-n^ = ll-6=5 

zu erfollende Bedingungen. 

8. In Nivellements- und anderen Polygonnetzen, wo keine sich überschnei» 
denden Züge vorkommen, und die nicht an mehrere gegebene Punkte angeschlossen 
sind, ist die Anzahl der zu erftlllenden Bedingungen gleich der Anzahl der vorhan* 
denen geschlossenen Polygone. Die zu erftlllenden Bedingungen ergeben sich dann 
ohne weiteres daraus, dals in jedem geschlossenen Polygon die Summe der wahr- 
scheinlichsten Werte der beobachteten Gröfsen ihren Sollbetrag erfüllen mufs. 

In solchen Fällen, wo sich überschneidende Züge vorkommen, können die zu 
erfüllenden Bedingungen auch immer in einfacher Weise festgestellt werden, indem 
zunächst die Beobachtungsergebnisse ausgewählt werden, die zur einfachen, nicht 
versicherten Bestimmung der gesuchten Gröfsen ausreichen, und indem dann nach 
einander für jedes überschüssige Beobachtungsergebnis nach der Figur festgestellt 
wird, welche Bedingung sich durch seinen Hinzutritt ergiebt. 

Beispiel 1: Zur einfachen, nicht versicherten Bestimmung der gegenseitigen 
Höhenlage der Punkte Pi , Pj , P« , Pt, P5 reichen die Höhenunterschiede der 
Strahlen 1,2,3,4 aus. 

Durch Hinzutritt des 1 ergiebt sich die Bedingung, dafs die Summe der in ein- 
Höhenunterschiedes heitlicher Richtung genommenen Höhenunterschiede 



des Strahles 5 


im I 


)rei< 
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im Dreieck Pi P» P» gleich Null sein mufs, 

Pj P^ Pi n n n n f 

P\ P* P5 » » » » > 

P P P 

•«■8-*4''5 n u » V » 

P\ P« P5 » n n » • 

Hiermit sind die zu erfüllenden 5 Bedingungen festgestellt und zwar derart, 
dafs die Bedingungen sämtlich von einander unabhängig sind, wie es sein mufs.*) 

4. Wenn Nivellements- oder andere Polygonnetze, worin keine sich über- 
schneidenden Züge vorkommen, an gegebene Punkte angeschlossen sind, so ergiebt 
sich eine bildliche Darstellung der sämtlichen geschlossenen Polygone, wofür je eine 
Bedingung aufzustellen ist, indem die gegebenen Punkte in der Netzskizze durch 
einen Polygonzug mit einander verbunden werden, dabei aber aus dem Polygonzuge 
kein geschlossenes Polygon gebildet wird, indem die das Polygon vollends schliefsende 
Verbindungslinie weggelassen wird. 

In anderen Fällen wird zweckmäfsig in der Weise vorgegangen, dafs zuerst 
so, wie imter Nr. 3 erläutert ist, die Bedingungen festgestellt werden, die ohne 
Berücksichtigung der gegebenen Stücke zu erfüllen sind, dafs dann ein gegebenes 
Stück ausgewählt wird, das zum einfachen, nicht versicherten Anschlufs genügt, und 
dafs nunmehr für jedes weitere gegebene Stück nacheinander festgestellt wird, welche 
Bedingung sich durch seinen Hinzutritt ergiebt. 

*) Das hier dargestellte Verfahren kann auch eingeschlagen werden, wenn die Be- 
dingungen festzustellen sind, die die behufs Bestimmung von Strahlen-Richtungen unabhängig 
von einander beobachteten Winkel erfüllen mOssen. Man braucht nur die Strahlen als Punkte 
und die Winkel als Verbindungslinien der betreffenden Punkte darzustellen, um nach der sich 
ergebenden Figur die zu erfOllenden Bedingungen einfach und sicher festzustellen. FQr die 
Bestimmung der Anzahl r der zu erfüllenden Bedingungen können die Formeln (174) und (175) 
angewendet werden, wenn unter ng und N » die Anzahl der beobachteten Winkel, unter n 
die Anzahl der neu zu bestimmenden Richtungen verstanden wird. 

Auch die weitere Durchführung der Rechnung kann ebenso erfolgen, wie im folgenden 
für die Beispiele 1 und 2 gezeigt wird. 



Digitized by 



Google 



286 Bedingte Beobachtungen. IL T. V. A. 

Beispiel 2: In untenstehender Figur ist das Nivellementsnetz durch Hinzu- 
fügung des die gegebenen Punkte verbindenden Polygonzuges iQ 1 — O 57 — ( / 58 
■—^59 ergänzt, womit eine Darstellung der 5 geschlossenen Polygone n, 6, c, 
d , e gewonnen ist, worin die Bedingung zu erfüllen ist, dafs die Summe der Höhen- 
unterschiede gleich Null sein mufs. 




Fig. 24, 



§ 53. Aufstellung der Bedingungsgleichungen und weitere 
Durchführung der Rechnung. 

Nachdem die zu erfüllenden Bedingungen festgestellt sind, können die Be- 
dingungsgleichungen hingeschrieben werden und kann die weitere Rechnung in der 
im § 51 dargelegten Weise durchgeführt werden. Es kann aber für Polygonnetze 
noch eine weitere Vereinfachung erreicht werden, indem ftlr die Bildung der Faktoren 
der Endgleichungen mechanische Regeln aufgestellt werden, wonach diese Faktoren 
direkt aus den Gewichten der Beobachtungsergebnisse gewonnen werden können. 
Diese Regeln können besser für das Beispiel 2 entwickelt werden als für das 
Beispiel 1, weshalb wir das Beispiel 2 hier zuerst behandeln. 

Beispiel 2: Die Polygone, wofür die Bedingungsgleichungen aufzustellen 
sind, sind bereits in obenstehender Figur mit a , 6 , c , d , c bezeichnet. Die „Potygon- 
richtung", die wir bei Zusammenstellung der Höhenunterschiede in den einzelnen 
Polygonen innehalten, ist durch die die Buchstaben umschliefsenden Pfeile bezeichnet, 
während die Richtung, worin die beobachteten Höhenunterschiede genommen sind, 
durch die neben den Zuglinien eingetragenen Pfeile bezeichnet ist. Stimmt Polygon- 
richtung und Zugrichtung überein , so ist der Höhenunterschied in den Bedingungs- 
gleichungen im positiven Sinne, im anderen Falle im negativen Sinne zu nehmen. 

Sind I , II , III , XI nun die wahrscheinlichsten Werte der Höhenunterschiede 

'n den Zügen 1,2,3, II, so ergeben sich nach unserer Figur folgende Be- 
dingungsgleichungen : 

Polygon a: + IV + V -f IX + X + XI - VIII-0 = 5„, 

6: - II+III + VIII~VII = = ä:^, 

c: + II- l-hAHf=0 = S^, 

„ d: +III + IV+Ji7^ = = 5,, 

„ e: + V + VI + JH^ = = 5,. 

I liernach ergeben sich die Faktoren der Endgleichungen wie folgt : 
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Nr. 



p. a. I b. 



o.\d.e. 



aa 
V 



ah ' a e , ad i a « 

P ' \ P ' \ P ' P ' 



bb be \bd be 
P ' ' P * I P ' \ P' 



e£ 

, P ' 



y\dd de 
'l P' i~P' 



1 



4 
5 
6 
7 
I 8 
9 
10 
11 



Pi 

Pi ■ 
^4 4-1 

Ps +1 

Pe •; 

Pl • , 

Pa -1 

I 

Po +1 

Pio'-fl 

Pll -f-1 



-1 



+ 1 



-1 

+ 1 



l+r 



+ 1 



1+1 
+ 1 



1 

1 
Ph ' 



Ps 

+ -^ 

Pio I 

. 1 



I i! 



1 

p*\ 



I 



P2 Pa' 



P: 
1 I 



1 



I + - 



1 + 



1 I 

Vi 

P»' 



P» 

1 I 

P4 



1 i: 1 



Ps 

_1 

Pe 



Vergleichen wir die in den einzelnen Spalten stehenden Summanden mit 
Figur 24, so ergiebt sich folgendes: 

ist gleich der Summe der reziproken Werte der Gewichte der Züge, 

die in dem Polygon a vorkommen , und ebenso sind r— ; \ \ > ~ ' 
gleich der Summe der reziproken Werte der Gewichte der Züge, die in den 
Polygonen 6, c, rf, e vorkommen. 

Ferner ist gleich dem reziproken Werte des Gewichtes des Zuges, den 

die Polygone a und b gemeinschaftlich haben, und ebenso sind - > ' " ' 

gleich den reziproken Werten der Gewichte der Züge, die die Polygone a 

und d, a und c, b und c, b und d gemeinschaftlich haben, während > ~ ' 

, > - gleich Null sind, entsprechend dem, dafs die Polygone a und 

c, 6 und c, c und d, c und e, d und e keinen Zug gemeinschaftlich haben. Das 
Vorzeichen der Produktensummen , , ~ ' ' ^^' positiv, 

wo der gemeinschaftliche Zug in den beiden benachbarten Polygonen in gleicher 
Polygonrichtung, dagegen negativ, wo der gemeinschaftliche Zug in den beiden 
benachbarten Polygonen in entgegengesetzter Polygonrichtung genommen ist und 
deshalb der wahrscheinlichste Wert für den gemeinschaftlichen Zug in den beiden 
betreffenden Bedingungsgleichungen gleiches oder entgegengesetztes Vorzeichen hat. 

Hiernach ergeben sich folgende Regeln für die Bildung der Faktoren der 
Endgleichungen : 

1. - , \ -\ , / » sind gleich der Summe der reziproken 

Werte der Gewichte der Züge , die den Polygonen a , 6 , c , d , .... an- 
gehören. 
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n.T. V.A. 



2. Berechnung der Widersprüche, Zusammenstellung der reziproken Werte der 
Gewichte, sowie der Verbesserungen, 



Der Züge 
An 



fangs- 
punkt. 



End- 
punkt. 



Höhen- 
unter- 
schiede. 

I m 



Verbesser- 
ungen. 

I mm 



Der Züge 
An- 



fangs. 
punkt. 



End- 
punkt. 



Höhen- 
unter- 
schiede. 






Verbesser- 
ungen. 

I mm 



Polygon a . 



4 

58 

5 

6 

7 

8 



2 
57 

4 



58 
5 
6 
7 
3 
4 
f^ = 2^=\ 0,0102 7,2*; 

Polygon 6. 
2 x9,4375 2,271 



0,481510,91 
0,80381,71 
+ 91X8,23621,4! 
+ io'x7,3380!l,0l 
+ iii 0,35450,911 
8' 3,2962; 1,0! 



+ (4)1- 
+ (5)'- 
+ (9)- 
+ (io)- 
+ (")- 
- (8)'- 



2.0 
3,9 
0,3 
0,2 
0.2 
3,6 



57 

2 

1 



Polygon c. 



+ 2 
— I 

-{- AH 



0,562512,271 



2 

1 
57 

-fc = 2,= \ 0,0047|3,4^ 



+ (2) -5,7 



X7,02521,22^ (i)-hl,0 
2,4 170! 



I ^ 
_/^ = ^^= ;x9,9843;5,74 



3^X9,5052 0,891 
8x6,70381.02 



+ 

— 7 4,3378 1.56| 



I 



|- 10,2 

(2)+ 5,7 
(3);+ 1,3 
(8)+ 3,6 



57 

4 

58 



4 


+ 3 


58 


+ 4 


57 


4-4J? 



Polygon d, 
X9,50520,89; 
0,4815lo,98 
0,0140 I 



-fd=^2d= 0,0007 1,87. 



+ (3) + 1,3 

+ (4)-2,q 

~0,7 



— n\^ 



(7)-f 5.1 



+ 15,7 



58 
5 
59 



Polygon e. 



I 58 
-f. 



+ 5 
+ 6 

+ AH 

2 = 



0,30381,791+ (5);- 



X8.9010:2,00 
0,8030| 



0,0078l3.79 



+ (6);- 



3,9 
3,9 



-7.8 



3. Auflösung der Endgleichungen. 



[aa\ \^^^ r^^ 1 ' r*' ^1 ! r^ * 1 /• 
p\' \ [py , [p\ vpy \\y\ \ " 



p\ [pY ApY\ [p\ 



mm 



-1-7,22 —1,02 



+ 0,98 +1,79 1-1-10,20 



+ 0,141 



, — 0,136 



- 0,248] — 1.41 
1 + 0,48 
;+0,25 



+ 0,47 



+ 5,74 
— 0,14 



i— 2,27 +0,8 



4-5,60 



k^ = 



— 0,21 



14-0,14 +0.25 + 1.44 



-2,27 1+1,03 1+0,25 



+ 0,405,-0,184 — 0,045 



15,70 



— 14,26 



+ 2,55 

+ 0,09 

+ 0,34 

+ 0.82 



*4='+ 3.30 



\7\ 



[p\ 



mm 



dd 
P 



de" 

IP . 



-fä' 



Iee 



-f.- 



Probe. 



+ 8,49 



— 0,92 



+ 0,42 i + 0.10 



+ 4,70 



— 5,78 



+ 1,87 j . 

— 0,13 j— 0,24 

— 0,19 1-0,05 



+ 2,57 +0,42 !+0,10 



-1,08 



— 0.07 



I — 0,163 



— 0,039 



+ 0,42 
+ 0,08 
+ 0,80 



-0,02 



4-1,48 —0.81 



k= +0,80 



+ 0,209 
A:^= 1-1,84 



+ 0,70 
— 1,89 
+ 2,62 
+ 0,18 



+ 2,11 



+ 8,79 

— 0,44 
-0,01 

— 0,00 
-0.06 



— 1,48 
-0,41 



+ 7,80 
— 2,53 
+ 0,64 
+ 0.04 
+ 0.44 



+ 8,28 ' + 6,: 



- 14,88 
•86,36 
■ 0,45 
- 8,02 
• 12,46 



— 2,14 

— 51,81 
+ 3,76 

— 1,29 
- 15.21 



k = 



— 66,67 — 66,69 



-1,95 
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.r-L=^V-^-^ 


^C^^T^ v^ 


y^ (g tU <? "^Vx 


^y^^ 


«, ZS. I «1 — - 


i3 


^^^^'^'^^^^^^^i^ 


A 


:-!< 


-A 


■— «-^ 






II 


^^\_^ ' Fig. 24. 


1. Bedingungsgleichungen. 


Polygona: + IV + V + IX + X + XI- VIII = = 5^, 


„ 6: - in-in + vni-vii = o = 5^, 


^ c: + 11- I+4fif = = 5,, 


„ d: +m+IV+Jlfg^0 = 5^, 


^ e: + V+VI + 2IH»8 = = 5.. 


4. Berechnung der Verbesserungen (n). 


5. Mittlere Fehler. 


Nr.i ^ . 
1 ^ 


f*.+p**+p*-+^^^+^*.=("4''^("^-/-i^f")(") 


„ = ±y[Wn)I»)J 






1 ! |1 II 


1 


1 


1,22 


. |-0,98. . 


. I|- 0,98i 0,96 


0.821 0,79 


-±rh 


2 


2,27 


. i-7,49 


-f 1,82. . 


. ,- 5,67'|. 82,15 


0,44 14,15 


3 


0,8S 


. + 2,94 




— 1,64 . 


-t- \,^. 1,69 


1,12 1,89 


=^± 3,7mm. 


4 


0,98 


-0,21 . 




- 1.80' . 


|- 2,0I| 


4,04 


1,02 4,12 




5 


1,7S 


- 0,38 . 




. 1-3,49 


- 3,87 1 


14,98 


0,56j 8,89 


mi..= ±my^-^^^-^ 


6 


2,00 


, 


. 




. - 3,90 


1- 8,90 
— 5,15| ! 
l-t- 3.5d 1 


15,21 


0.50' 7.60 


7 


1,56 


, 


— 5,15 






- 


26,52 


0,64 16,97 


-^^'^ya25 


8 


1,02 


f 0,2] 


1 + 3,87; . 


* 1 


12,82 


0,98 12,56 


9 


1,43 


-0,3( 


) . 1 . 


1 
1 


1- 0,3Ö 0.09 


0,70 0,06 


= ± 7,4mm. 


10 1,0S 


-0,2? 


J . i . 


. 1 . 


- 0.-2al 0,06 ;0,92 


0,05 




11 ;o,9i 


-0,H 


) . 


1 


!- 0,19 


0,04 1,10 


0,04 




- 1,10-6,33 4- 0,84 - 3,44 - 7,39|- 17,42| 


66,62 


6. Zusammenstellung der verbesserten Höhenunterschiede. 


Der Züge 




Der Züge 




Der Züge 




An- I ^ , 


Höhen- 


An- ; ^ , 


Höhen- 


An- 1 , 


Höhen- 


fangs- E"d- 
punktlP«^'- 


unterschiede. 


fangs. 1 E^^; 
punkt,P^^ 


unterschiede. 


fangs- i ^"^• 
punkt.;P"^^ 


unterschiede. 


Polygon a. 


Polygon 6. 


Polygon d. 1 


4 


58 


+ IV 


0,4795 


2 


57 


-n 


X9,4432 


57 


4 


+ m 


X9,5065 


58 


5 


+ v 


0,2999 


57 


4 


+ ni 


X9,5065 


4 


58 


+ IV 


0,4795 


5 


6 


+ IX 


X8,2359 


4 


8 


+ V1II 


X6,7074 


58 


57 


+ jjEr 


0,0140 


6 
7 


7 
8 


+ x 

+ XI 


X7,3378 
0,3543 


3 


2 


-VII 


4,3429 










0,0000 


0,0000 


8 


4 


-VIII 


3,2926 


T5 1 






















Polygon e. 


roiygon «. || 








0,0000 


57 


2 


+ n 


0,5568 


58 


5 


+ v 


0,2999 










2 


1 


-I 


X7,0262 


5 


59 


+ VI 


X8,8971 










1 


57 


+ ziJEr 


2,4170 


59 


58 


+ Jfl 


0,8080 




1 














0,0000 


0,0000 
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Bedingte Beobachtungen. 



:;i. [-1. 






sind gleich 

den reziproken 

Werten des 

Gewichtes der 

den Polygonen 



« u. b, au. c, au. d, 

bu.e, bu,d, 

eu.d, 



II. T 


. V.A. 


•' 


ge- 




mein- 


.... 


schaft- 




lichen 




Züge, 



und zwar mit positivem Vorzeichen, wenn die Höhenunterschiede des gemein- 
schaftlichen Zuges in beiden Polygonen in gleicher Ricl^tung, mit negativem Vor- 
zeichen, wenn sie in beiden Polygonen in entgegengesetzter Richtung genommen 
sind und deshalb der wahrscheinlichste Wert für den gemeinschaftlichen Zug in 
den beiden betreffenden Bedingungsgleichungen gleiches oder entgegengesetztes 
Vorzeichen hat. 

Diese Regeln gelten allgemein ftir alle Polygonnetze, einerlei ob sie an 
gegebene Punkte angeschlossen sind oder nicht. 

Werden demnach bei Berechnung der Widersprüche / gleich die Summen 
der reziproken Werte der Gewichte der in dieser Berechnung vorkommenden 
Beobachtungsergebnisse mit gebildet, so können danach die Faktoren der End- 
gleichungen ohne weiteres hingeschrieben werden. 

Mit Benutzung dieser Regeln ftir die Bildung der Faktoren der Endgleichungen 
kann die Rechnung durchgeführt werden wie folgt: (Siehe die Tabellen auf 
Seite 238 und 239.) 

Beispiel 1; Für das im § 52 behandelte trigonometrische Höhennetz sind 
die Beobachtungsergebnisse und deren Gewichte in folgender Tabelle zusammen- 
gestellt: 





Strahlen- 


Höhen- ' Gewicht 




Strahlen Höhen- 


1 
Gewicht 1 


Strahl. 


länge 


unterschied.., ^ 


Strahl. 


1 1 
länge, unterschied. ' ' ^ 




km 


n. ':■ ^- 




km 1 m , ' 


i 1\ P, 


17,0 


I +17.582 1,38 0,72 


PaA 


13,9 6 —25,711 2,07 0.48 


. APs 


21.7 


2 + 8.821 0,85 1,18 


P'oP, 


6.9 


7 -28.104,8,35 0.12 


P.P. 


16.9 


3 +16.911 1,40 0,71 


P.P. 


18.6 


8 f 2,471 1,15 0.87 


P.P, 


11,8 


4 —11,205 2,b6 0,35 


P.P. 


23.6 


'9 +- 6,272, 0,72 1,39 


,P.P. 


16,7 


5| + 8,931! 1,44 0,69 






1 


; 1 




Fig. 26. 
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Die Gewichtseinheit ist das Gewicht eines Höhenunterschiedes für einen Strahl 
von 20 km Länge in nahezu horizontaler Richtung. 

Die Dreiecke, wofür nach § 52, Nr. 3 die Bedingungsgleichungen aufzustellen 
sind, zeichnen wir uns nochmals getrennt auf, bezeichnen sie mit a, b, c, d, e und 
kennzeichnen die Richtung, die wir bei Zusammenstellung der Höhenunterschiede 
innehalten wollen, durch um die Buchstaben gezogene Pfeile. Dann ergeben sich 
die Bedingungsgleichungen wie folgt: 



Aa: 


4- I" V- 11 = = 5^, 


Ab: 


+ 11+ VI+ 111 = = 5,, 


Ae: 


-_III_VII+ IV = = Ä,, 


Ad: 


+ VI - VII- VIII = = 8^, 


Ae: 


+ I~ IX+ IV = = S,. 



Die weitere Rechnung gestaltet sich ganz ebenso wie beim Beispiele 2, wes- 
halb wir ihre Durchführung unterlassen. 



3. Kapitel. Anwendung des Verfahrens auf die Berechnung 

von Dreiecksnetzen. 

§ 54. Spezielle Regeln fflr die Feststellung der Gesamtanzahl 
der zu erfüllenden Bedingungen. 

1. Bei der Berechnung von Dreiecksnetzen ist in erster Linie darüber zu 
entscheiden, wie die auf den einzelnen Standpunkten erlangten Beobachtungsergeb- 
nisse behandelt und in die weiteren Rechnungen eingeftlhrt werden sollen. 

Bei Dreiecksnetzen niederer Ordnung und auch bei Dreiecksnetzen höherer 
Ordnung, die lediglich gelegt werden, um den Dreiecksnetzen niederer Ordnung als 
Grundlage zu dienen und die nicht für weitergehende wissenschaftliche Zwecke 
benutzt werden sollen,*) können die auf den einzelnen Standpunkten erlangten 
Beobachtungsergebnisse für sich ausgeglichen werden und können die hierdurch 
gewonnenen wahrscheinlichsten Werte der Winkel oder Richtungen in der Regel 
ohne weiteres als unabhängige Beobachtungsergebnisse**) in die Berechnung des 
Dreiecksnetzes eingeführt werden. 

Wenn aber eine möglichst grofse Genauigkeit der Rechnungsergebnisse ge- 
fordert werden mufs, so müssen entweder die Bedingungen, die sich für die auf 
den einzelnen Standpunkten beobachteten Winkel oder Richtungen ergeben, den 
sich im übrigen für das Dreiecksnetz ergebenden Bedingungen hinzugefügt werden 
und die sich daraus ergebenden Rechnungen im Zusammenhange durchgeführt 
werden, wie es im 1. Kapitel dieses Abschnittes fiir ein einfaches Beispiel gezeigt 
ist, oder es mufs das im folgenden Abschnitte behandelte Verfahren für bedingte 



•) Vergleiche: Die Verbindungs-Triangulation zwischen dem Rheinischen Dreiecksnetze 
der Europäischen Gradmessung und der Triangulation des Dortmunder Kohlenreviers der 
Landesaufnahme von Dr. phil. C. Reinhertz, Stuttgart, Karl Wittwcr, 1889, worin aus- 
ftkhrlich Ober die bezeichnete, von der Preufsischen Katasterverwaltung lediglich för die 
Neumessung gröfserer Komplexe ausgeführte Triangulation I. Ordnung berichtet ist. 

") Vergleiche die Einleitung zum II. Teile, § 15, Nr. 3, .Seite 55. 



Koll. 2. Aufl. 16 
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vermittelnde Beobachtungen eingeschlagen werden. Welches dieser beiden Ver- 
fahren zu wählen ist, wird in der Regel danach zu entscheiden sein, ob das eine 
oder das andere einfacher zum Ziele führt. 

Da nun im vorhergehenden bereits in genügendem Umfange erläutert ist, wie 
die Ausgleichung der auf einem Standpunkte beobachteten Winkel oder Richtungen 
durchzuführen ist, oder wie die sich dafür ergebenden Bedingimgen festzustellen 
sind,*) so wird im folgenden nur behandelt, wie die sich im übrigen ftlr ein Drei- 
ecksnetz ergebenden Bedingungen festzustellen sind und wie danach die Rechnungen 
weiter zu fiihren sind , wenn die aus den Beobachtungen auf den einzelnen Stand- 
punkten folgenden wahrscheinlichsten Werte der Winkel oder Richtungen in die 
Dreiecksnetzberechnung eingeführt werden ohne Rücksicht darauf, wie diese Werte 
gewonnen sind. 

Wir machen in dieser Beziehung nur eine Ausnahme fllr die einfachen Fälle, 
wo auf einem Punkte entweder die sämtlichen den Horizont schliefsenden Winkel 
oder wo neben den Einzelwinkeln einzelne Winkelsummen unabhängig von einander 
beobachtet sind und die Beobachtungsergebnisse als unabhängige Winkel in die 
Dreiecksberechnung eingeführt werden, um diese einfachen Fälle gleich in ihrem 
ganzen Umfange im Zusammenhange zu behandeln und um ftlr Dreiecksnetze mit 
unabhängigen Winkeln allgemein gültige FormeUi zur Berechnung der Anzahl der 
zu erfüllenden Bedingungen aufstellen zu können. 

3. In Dreiecksnetzen ergiebt sich die Anzahl der zu erfüllenden Bedingungen 
verschieden je nachdem Winkel oder Richtungen in die Rechnung eingeführt werden. 

Werden Winkel eingeführt, so sind zur einfachen, nicht versicherten Bestim- 
mung der gegenseitigen Lage der ersten 3 Punkte 2 Winkel in einem Dreieck 
und für jeden weiteren Punkt ebenfalls 2 Winkel genügend. Wenn n^ Punkte 
vorhanden sind, so sind zur einfachen nicht versicherten Bestimmung ihrer gegen- 
seitigen Lage 2-|-2(n^— -3) = 2n^ — 4 Winkel genügend. Alle übrigen Winkel 
sind überschüssig und liefern je eine Bedingung, so dafs, wenn n^ Winkel vor- 
liegen, die Anzahl der zu erfüllenden Bedingungen n^ — (2np — 4) = n^ — 2n^-|-4 ist. 

Werden Richtungen in die Dreiecksnetzberechnung eingeführt, so sind zuerst 
die auf den einzelnen Standpunkten beobachteten Richtungen gegenseitig zu orien- 
tiren. Zur einfachen, nicht versicherten gegenseitigen Orientirung der Richtungen 
ist für jeden Standpunkt eine Richtung genügend, so dafs also zur einfachen, nicht 
versicherten gegenseitigen Orientirung der auf n,, Standpunkten beobachteten 
Richtungen n,, Richtungen genügen. Ferner sind zur einfachen, nicht versicherten 
Bestimmung der gegenseitigen Lage der ersten 3 Punkte 2 orientirte Richtungen 
und für jeden weiteren Punkt ebenfalls 2 orientirte Richtungen genügend, so dafs 
also für n^ Punkte 2-|-2(n^-— 3) = 2w^ — 4 orientirte Richtungen genügen. Im 
Ganzen genügen also zur einfachen nicht versicherten Bestimmung der gegenseitigen 
Lage von n^ Punkten aus Richtungen, die auf n^^ Standpunkten beobachtet sind, 
n,j + 2n^ — 4 Richtungen. Alle weiteren Richtungen sind überschüssig und liefern 



•) Vergl. das Beispiel im § 20 und die §§ 32—34, sowie die §§ 52 und 53, insbesondere 
die Note zu § 52, Nr. 3, Seite 235. 

Die Ausgleichung von Richtungsbeobachtungen in unvollständigen Sätzen nach dem 
Verfahren fQr bedingte Beobachtungen ist nicht behandelt, weil für solche Beobachtungen in 
der Regel bei der Berechnung des Dreiecksnetzes zweckmäfsiger das Verfahren für bedingte 
vermittelnde Beobachtungen eingeschlagen wird. 

Siehe ferner Gaufs, Die trigonometrischen und polygonometrischen Rechnungen 
u. s. w. 2. Auflage, I. Teil, Abschnitt V. 
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je eine Bedingung. Demnach ist die Anzahl der zu erfüllenden Bedingungen, wenn 
n^ Richtungen vorliegen, gleich «^ — ( n,, + 2 n^ — 4 ) = »^ — n,^ — 2np -{- 4 . 

Ist das Netz angeschlossen an n^ Dreiecksseiten, deren Neigungen oder 
Richtungen gegeben und unverändert beizubehalten sind, so genügt eine Anschlufs- 
Seite zum einfachen, nicht versicherten Anschlufs, so dafs n^ — 1 Anschlüsse übei- 
schüssig sind und demnach in diesem Falle zu der oben berechneten Anzahl von 
Bedingungen noch n^ — 1 Bedingungen hinzukommen. Bei der Abzahlung der 
im Dreiecksnetze beobachteten Winkel oder Richtungen ist in diesem Falle zu 
beachten, dafs die Anschlufswinkel oder Anschlufsrichtungen nicht mitzuzählen 
sind, wenn die betreffenden Anschlufsseiten nicht dem eigentlichen Dreiecksnetze 
angehören. *) 

Ebenso ist, wenn das Dreiecksnetz an «^ Dreiecksseiten angeschlossen ist, 
deren Längen gegeben und unverändert beizubehalten sind, eine Dreiecksseite 
zum einfachen, nicht versicherten Anschlufs genügend. Die überschüssigen *a — 1 
Anschlufsdreiecksseiten liefern demnach noch weitere »<, — - 1 Bedingungen zu den 
übrigen. 

Für lediglich durch Rückwärtseinschneiden bestimmte Dreieckspunkte erhalten 
die Bedingungsgleichungen eine so komplizirte Form, dafe solche Dreieckspunkte 
zweckmäfsig aus dem nach dem Verfahren für bedingte Beobachtungen aus- 
zugleichenden Netze ausgeschieden werden und besonders nach dem Verfahren 
für vermittelnde Beobachtungen berechnet werden. Bei Abzahlung der Punkte 
und Richtungen werden diese Punkte und die darauf beobachteten Winkel oder 
Richtungen daher ausgeschlossen. 

Hiemach ergeben sich die folgenden Regeln: 

In Dreiecksnetzen, woraus rückwärts eingeschnittene Punkte 
und die auf diesen beobachteten Winkel oder Richtungen aus- 
geschieden sind, ist die Gesamtanzahl r der zu erfüllenden Be- 
dingungen, 

(IW wenn zur gegenseitigen Festlegung von n^ Punkten n^ 
Winkel vorliegen,: 

»• = »«, — 2np + 4, 

(177) wenn zur gegenseitigen Festlegung von n^ Punkten n^ 
Richtungen auf n^, Standpunkten vorliegen,: 

r = n^ — 2np — n,, + 4, 

(1T8) wenn das Netz aufserdem noch an n^ Dreiecksseiten an- 
geschlossen ist, deren Neigung oder Richtung gegebemind unver- 
ändert beizubehalten ist, gleich der sich nach (176) oder (177) erge- 
benden Anzahl plus n^—l, 

(1^) wenn das Netz aufserdem noch an «^ Dreiecksseiten an- 
geschlossen ist, deren Länge gegeben ist, gleich der sich nach (176) 
oder (171) und (178) ergebenden Anzahl plus *a — 1. 

Bei Abzahlung der beobachteten Winkel oder Richtungen werden 
Anschlufswinkel oder Anschlufsrichtungen nicht mitgezählt, wenn 

•) Siehe Beispiel 4, Seite 244. 

16* 
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die betreffenden Anschlufsseiten nicht dem eigentlichen Dreiecks- 
netze angehören. 

Beispiele: In den Zeichnungen zu den nachfolgenden Beispielen sind die 
Punkte, Winkel oder Richtungen für sich fortlaufend nummerirt, so dafs die letzte 
Nummer, die durch Unterstreichen gekennzeichnet ist, die Anzahl der Punkte, 
Winkel oder Richtungen angiebt 

Gegebene Punkte sind durch Doppelkreise, gegebene Dreiecksseiten durch 
dicke Linien hervorgehoben. 



Beispiel 2. 



Beispiel 1. 




Fig. 27. 
= 13— 2.5-f4=-7 




= 19—2.6 + 4=11. 



Beispiel 4. 



Beispiel 3. 





Fig. 29. 

(I:ö) r = (n,„-2np + 4 = 9-2. 5 + 4-3) 
(l?8) +(n„-1^2-l-l) 

-^ ( s„ — 1 - - 2 — 1 =- 1 ) = 5 . ^'^- ^^• 

(170) r = (n,„-2n^ + 4=12-2.6+4=4) 
+ (n„-l=2-l = l) = 5. 
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Beispiel 6. 

2 



% 





^9 


Fig. 32. 




(17?) r = Ti,-2n^- 


-»,.+ 4 


= 20-2.6- 


-6 +4 


= 6. 





Fig. 31. 
(17«) r = n^-2np + 4 = 27-2. 7+4 = 17. 

Beispiel 7. 




Fig. 33. 

(177) r = n,-2np-n,, + 4 

= 27 — 2.7-6 + 4 = 11.. 
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§ 55. Einteilung der Bedingungen in Klassen und spezielle 
Regeln für die Feststellung der Anzahl der zu erffillenden Be- 
dingungen einer jeden Klasse. 

1. Für die sichere Feststellung der richtigen zu erftlllenden Bedingungen in 
Dreiecksnetzen ist es zweckmäfsig, die Bedingungen in 3 Klassen einzuteilen und 
festzustellen, wie viel von den überhaupt zu erfüllenden Bedingungen auf die ver- 
schiedenen Klassen entfallen. 

Wir teilen die zu erftlllenden Bedingungen demnach ein in 

a) Bedingungen I. Klasse oder Stationswinkelbedingungen, 

b) Bedingungen IL Klasse oder Netzwinkelbedingungen und 

c) Bedingungen III. Klasse oder Seitenbedingungen. 

2. Die Bedingungen I. Klasse oder Stationswinkelbedingungen 
ergeben sich aus den überschüssigen Winkeln, die zur gegenseitigen Festlegung 
der Strahlen-Richtungen auf den einzelnen Stationspunkten vorliegen. 

Zur einfachen, nicht versicherten gegenseitigen Festlegung der auf einem 
Standpunkte zu bestimmenden Richtungen genügen n — 1 Winkel, wenn n die 
Anzahl der Richtungen ist. Sind nun in einem Dreiecksnetze n^^ Standpunkte 
vorhanden und auf diesen n^ Richtungen zu bestimmen, so genügen demnach zur 
einfachen, nicht versicherten gegenseitigen Festlegung der Richtungen auf den 
einzelnen Standpunkten «,. — «,< Winkel, so dafs, wenn überhaupt n^ Winkel vor- 
liegen, »t<;~(**r~"*»<) = "w~**r+ **»« Winkel überschüssig sind und ebensoviele 
Bedingungen I. Klasse zu erfüllen sind. 

Wir erhalten daher als Regel: 

(180). In Dreiecksnetzen ist die Anzahl r^ der zu erfüllenden 
Bedingungen I. Klasse oder Stationswinkelbedingungen, wenn n^ 
Winkel zur Bestimmung von n^ Richtungen auf n^^ Standpunkten 
vorliegen,: 

^I = ^w — '^r + ^3t' 

Falls keine Winkel sondern Richtungen vorb'egen, so kommen keine Be- 
dingungen I. Klasse vor, denn, wie bereits angeführt ist,*) werden entweder die 
endgültigen Werte der Richtungen ohne Rücksicht auf ihre Ableitung aus den 
unmittelbaren Beobachtungsergebnissen in die Rechnung eingefilhrt oder es wird 
das Verfahren fllr bedingte vermittelnde Beobachtungen angewendet. 



Beispiel 1 
Beispiel 2 
Beispiel 3 
Beispiel 4 
Beispiel 5 



(180) r^ = n^ - n^ + »,, = 13 - 18 + 5 = , 
= 19 — 21 + 5 = 3, 
= 9_14 + 5=:0, 
= 14 — 20 +-6 = 0, 
= 27—32 + 6=1. 



3. Die Bedingungen II. Klasse oder Netzwinkelbedingungen ergeben 
sich aus den Überschüssigen Winkelbestimmungen, die in den einzelnen, ge- 
schlossene Dreiecke oder Polygone bildenden Teilen des Dreiecksnetzes vor- 
handen sind. 



•) Vergleiche § 54, Nr. 1. 
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In einem geschlossenen Polygone mit n^^ Punkten ist, wenn sämtliche Winkel 
bestimmt sind, ein Winkel überschüssig, die Anzahl der zu erflülenden Bedingungen 
also gleich eins, oder gleich «,, — («,« — 1). Tritt nun eine weitere irgend zwei 
Punkte des Polygons verbindende Linie hinzu, an deren beiden Enden die 
Winkel bestimmt sind, die die neue Linie mit den vorhandenen Linien bildet, so 
entstehen zwei geschlossene Polygone und in jedem dieser Polygone ist ein Winkel 
überschüssig. Damit kommt auch eine neue Bedingung 
hinzu, so dafs die Anzahl (»,,+ 1) — («,«— 1) wird. 
Treten weitere neue Linien hinzu, an deren beiden 
Enden die Winkel bestimmt sind, so kommt mit jeder 
neuen Linie auch eine neue Bedingung hinzu und wenn 
n^ neue Linien hinzugekommen sind, so ist die Gesamt- 
anzahl der Bedingungen (n^t + n^) — (n^^ — l). Da 
nun in dem ursprünglichen Polygone n^^ Linien vor- 
handen sind, so stellt »,i + »„ die Anzahl aller überhaupt 
vorhandenen Linien dar, an deren beiden Enden die 
Winkel bestimmt sind, und wenn wir diese Anzahl mit n^ bezeichnen, so erhalten 
wir für die Anzahl r^^ der Bedingungsgleichungen IL Klasse: rjj=n^ — n^^-^ 1. 

Durch Linien, wofür nur an einem Ende die Winkel bestimmt sind, die sie 
mit anderen Linien bilden, entstehen keine neuen geschlossenen Polygone, worin 
ein Winkel überschüssig ist; es kommt dadurch also 
auch keine neue Bedingung hinzu. Bei Bestimmung der 
Anzahl n^ der Linien müssen daher auch alle solche 
Linien ausgeschlossen werden. Ebenso müssen auch 
bei Bestimmung der Anzahl n^^ der Punkte alle die 
Punkte ausgeschlossen werden, die nur durch einseitig 
bestimmte Linien festgelegt, also vorwärts eingeschnitten 
und keine Standpunkte sind, worauf Winkel beob- 
achtet sind. 

Wenn das Dreiecksnetz an Dreiecksseiten an- 
geschlossen ist, deren Neigungen gegen eine Abscissenaxe gegeben und unver- 
ändert beizubehalten sind, so genügt die Neigung einer gegebenen Dreiecksseite 
zur einfachen, nicht versicherten Bestimmung der Neigungen der neu zu bestim- 
menden Dreiecksseiten. Die Neigungen aller übrigen gegebenen Dreiecksseiten 
sind überschüssig und liefern je eine zu erfüllende Bedingung. Wenn also die 
Neigungen von n^ Dreiecksseiten zum Anschlufs gegeben sind, so liefern sie n^" ^ 
Bedingungen, womit die Gesamtzahl aller Bedingungen II. Klasse r^^=n^ — n,, 
+ ! + (»« — l) = '*i + ~a — «*< wird. 

Demnach erhalten wir als Regel : 

In Dreiecksnetzen ist die Anzahl r^^ der Bedingungen IL Klasse 
oder der Netzwinkelbedingungen, 

(181) wenn n^^ Standpunkte durch n^ Linien verbunden sind, an 
deren beiden Enden die Winkel bestimmt sind,: 

»•// = '*/ — "*< + 1> 

(18?) wenn das Netz aufserdem an n^ Dreiecksseiten an- 
geschlossen ist, deren Neigungen gegeben und unverändert bei- 
zubehalten sind,: 

'*// = ^i — ^*« + »a- 




'a-z 
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Beispiel 1: (181) r// = n^-n,, + l = 9-5 + 1 = 5, 

Beispiel2: = 9 — 5 + 1 = 5, 
Beispiel 3: (183) '•^^ = nj~n,< + n^ = 7-5 + 2 = 4,- 

Beispiel 4: = 9 — 6 + 2=^5, 

Beispiel 5: (181) rj^ = n^-n^^ + l =12-6 + 1 = 7, 

Beispiel 6: =10-6 + 1 = 5, 

Beispiel 7: =12-6 + 1=7.. 



4. Die Bedingungen III. Klasse oder Seitenbedingungen in Dreiecks- 
netzen ergeben sich aus den Überschüssigen Dreiecksseiten, die zur Bestimmung 
der Dreieckspunkte vorhanden sind. 

Zur einfachen, nicht versicherten Bestimmung der gegenseitigen Lage der 
ersten beiden Dreieckspunkte genügt eine Dreiecksseite, während für den einfachen, 
nicht versicherten Anschlufs eines jeden weiteren Punktes zwei Dreiecksseiten 
erforderlich sind. Sind also n^ Dreieckspunkte ihrer Lage nach gegenseitig fest- 
zulegen, so genügen hierzu l + 2(np — 2) = 2np — 8 Dreiecksseiten. Alle weiteren 
Dreiecksseiten sind überschüssig und liefern je eine Bedingung, so dafs, wenn 
überhaupt n, Dreiecksseiten bestimmt sind, die 'Anzahl r^^j der Bedingungen 



III. Klasse Vj^-^n^ 



2 n^ + 3 ist. 



Hierbei ist es einerlei, wie die Dreiecksseiten bestimmt sind, also auch, 
ob die Winkel an beiden Enden oder nur an einem Ende der Dreiecksseite be- 
stimmt sind. 

Wenn in dem Dreiecksnetze Dreiecksseiten vorhanden sind, deren Länge 
gegeben ist, so genügt eine solche Dreiecksseite, um daraus die Länge aller neu 
zu bestimmenden Dreiecksseiten einfach, nicht versichert abzuleiten. Jede weitere 
gegebene Anschlufeseite liefert eine überschüssige Bestimmung des Längenmafses 
der neu zu bestimmenden Dreiecksseiten und somit auch eine zu erfüllende Be- 
dingung. Wenn daher «„ Dreiecksseiten vorhanden sind, deren Länge gegeben 
ist, so wird die Anzahl der Bedingungen III. Klasse »"/// = », — 2np + 3 + («^ — 1) 
= «.-2n^ + 8^+2. 

Demnach ergiebt sich die Regel : 

Die Anzahl r jjj der Bedingungen III. Klasse oder der Seiten- 
bedingungen in Dreiecksnetzen ist, 

(18S) wenn n^ Dreieckspunkte durch n, Dreiecksseiten ver- 
bunden sind,: 

''/// = «,-2«p + 3, 

(184) wenn aufs er dem die Längen für «^ Dreiecksseiten des 
Dreiecksnetzes gegeben sind,; 

»•///=», ~2np + «„ + 2. 



Beispiel 1 
Beispiel 2 
Beispiel 3 
Beispiel 4 
Beispiel 5 
Beispiel 6 
Beispiel 7 



(183) r^,^ = n,-2np + 3= 9-2-5 + 3 = 2, 

= 12 — 2-6 + 3 = 3, 

(184) r^,, = n,-2np + .„ + 2 = 7- 2-5 + 2 + 2=1, 
(188) r^^^ = n,-2np + 3= 9-2.6 + 3 = 0, 

= 20 — 2-7 + 3 = 9, 
= 10 — 2-6 + 8 = 1, 
= 15-2-7 + 3 = 4. 
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5» Die Summe »•/+»"// + »•/// der sich nach den Regeln (180) bis (184) 
ergebenden Bedingungen I., IL und III. Klasse mufs übereinstimmen mit der sich nach 
den Regeln (176) bis (179) ergebenden Gesamtanzahl r aller in einem Dreiecksnetze 
zu erfüllenden Bedingungen, womit eine Sicherung für die richtige Bestimmung der 
Anzahl der Bedingungen gewonnen wird. 



§ 56. Aufsuchung der zu erfüllenden Bedihgungen. 

1. Die Bedingungen I. Klasse können in jedem Falle gefunden werden, indem 
zuerst für jeden einzelnen Standpunkt festgestellt wird, wie viel Bedingungen 
die vorliegenden Winkel nach Regel (180) erfüllen müssen, und indem diese Be- 
dingungen nach der im § 52, Nr, 3 gegebenen Anleitung aufgesucht werden. Viel- 
fach werden die Bedingungen I. Klasse aber ohne weiteres nach der Figur, worin 
die vorliegenden Winkel bezeichnet sind, gefunden und hingeschrieben werden 
können. 

Beispiele: Nach §55, Nr. 2 sind im Beispiele 2: r^=3 und im Beispieles.- 
r^==l Bedingungen I.Klasse zu erfüllen, in allen übrigen Beispielen keine. Nach 
Figur 28 sind die 3 Bedingungen des Beispieles 2: 

1. dafs die Summe der wahrscheinlichsten Werte der Winkel 4 und 5 gleich 
sein mufs dem wahrscheinlichsten Werte des Winkels 7, 

2. dafs die Summe der wahrscheinlichsten Werte der Winkel 10 und 11 gleich 
sein mufs dem wahrscheinlichsten Werte des Winkels 12 und 

3. dafs die Summe der wahrscheinlichsten Werte der Winkel auf Punkt 6 
gleich 360° sein mufs. 

Ebenso ist die eine Bedingung des Beispieles 5 nach Figur 31 die, dafs 
die Summe der wahrscheinlichsten Werte der Winkel auf Punkt 7 gleich 360^ 
sein mufs. 

S. Die Bedingungen II. Klasse werden am einfachsten und sichersten in der 
Weise festgestellt, dafs, wenn das Netz nicht sehr einfach ist, zuerst alle ge* 
schlossenen Dreiecke und Polygone, worin sämtliche Winkel bestimmt sind und 
die einfach ohne Diagonalverbindungen aneinander hängen, besonders aufgezeichnet 
werden. Für jedes dieser geschlossenen Dreiecke und Polygone ergiebt sich dann 
die eine Bedingung II. Klasse, dafs die Summe der wahrscheinlichsten Werte der 
Winkel den Sollbetrag 180^ oder (n— 2)-180^ erfüllen mufs. Werden dann 
die übrigen Diagonallinien, an deren beiden Enden die Winkel bestimmt sind, 
einzeln nach einander hinzugenommen und jedesmal für eines der beiden Dreiecke 
oder Polygone, die durch Hinzutritt einer Diagonallinie entstehen, die Bedingung 
angesetzt, dafs die Summe der wahrscheinlichsten Werte der Winkel den Soll- 
betrag 180 "^ oder (n — 2)-180° erfüllen mufs, so werden damit alle Beding- 
ungen IL Klasse gefunden bis auf die, die sich aus dem Anschlufs des Netzes an 
Dreiecksseiten ergeben, deren Neigungen gegeben und unverändert beizubehalten 
sind. Letztere werden dann gefunden, indem zuerst eine gegebene Dreiecksseite 
aufgenommen und dann einzeln festgestellt wird, welche Bedingung sich durch 
Hinzutritt jeder einzelnen der weiteren gegebenen Dreiecksseiten ergiebt. 
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Fig. 36. 



Beispiel 1: Für die einfach aneinanderhängenden Dreiecke a, b, c ergeben 
^ sich zunächst die 3 Bedingungen, dafs 

in jedem dieser Dreiecke die Summe 
der wahrscheinlichsten Werte der Win- 
kel 180° sein mufs. Durch Hinzutritt 
der Diagonallinie 5—3 ergiebt sich dann 
weiter die Bedingung, dafs dies auch der 
Fall sein mufs für das Dreieck d und 
durch Hinzutritt der Diagonallinie 1—3 
für das Dreieck e, womit die aufzusuchenden 5 Bedingungen IL Klasse bestimmt sind. 

B e i s p i e 1 2 : In gleicher Weise ergiebt 
sich fbr das Beispiel 2, dafs die 5 Bedingungen 
IL Klasse aufzustellen sind ftir die in den Fi- 
guren 37 dargestellten Dreicke a,b ,e ,d und « . 

Beispiel 3: Die ersten 3 Bedingungen 
IL Klasse sind aufzustellen für die 3 einfach 
aneinanderhängenden Dreiecke, woraus das 
^*^' Netz besteht, und die vierte Bedingung ergiebt 

sich daraus, dafs die Summe der wahrscheinlichsten Werte der Winkel auf 
Punkt 2 gleich sein mufs dem Unterschiede der gegebenen Neigungen der Drei- 
ecksseiten 2—1 und 2—3. 

Beispiel 4: Ebenso ergeben sich die ersten 4 Bedingungen für die 4 Drei- 
ecke des Netzes und die fünfte daraus, dafs die Summe der Winkel an dem 
Polygonzuge 1 — 3 — 4—6 gleich sein mufs dem Unterschiede der gegebenen 
Neigungen für die beiden Anschlufsseiten plus n. 180^ . 

Beispiel 5: Wie beim Beispiele 1 und 2 ergeben sich hier die in den 
Figuren 38 dargestellten Dreiecke a, b 
IL Klasse anzusetzen sind. 




c, d, e, g , h, wofür die 7 Bedingungen 






• Fig. 38. 

Beispiel 6: Die 5 Bedingungen IL Klasse sind anzusetzen für die 5 einfach 

aneinanderhängenden Drei- 
ecke, woraus das Netz be- 
steht. 

Beispiel 7: Die 7Drei- 

ecke, wofür die Bedingungen 

IL Klasse anzusetzen sind, 

sind in den nebenstehenden 

Fig. 39. Figuren 39 dargestellt. 
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8. Behufs Aufsuchung der Bedingungen III. Klasse zerlegen wir das Dreiecks- 
netz nötigenfalls in kleinere Teile und zwar so, dafs in jedem Teile nur eine einzige 
Linie überschüssig ist, also nur eine Bedingung zu erfüllen ist und dafs in jedem 
Teile mindestens ein Punkt vorhanden ist, der mit allen übrigen Punkten des Teiles 
durch Dreiecksseiten verbunden ist. Wir bezeichnen diese einzelnen Teile als 
Centralsysteme und den Punkt eines jeden Centralsystems, der mit allen übrigen 
Punkten des Systems durch Dreiecksseiten verbunden ist, als Centr alpunkt. 

Die einfachsten Formen der Centralsysteme sind Vierecke mit 2 Diagonalen 
oder Polygone, deren Eckpunkte sämtlich durch Dreiecksseiten mit einem anderen 
Punkte, dem Centralpunkte, verbunden sind. 

In der Regel wird die Anzahl der Centralsysteme mit der Anzahl der zu 
erfüllenden Bedingungen III. Klasse übereinstimmen (abgesehen von den Be- 
dingungsgleichungen III. Klasse, die aus dem Anschlufs an ihrer Länge nach 
gegebene Dreiecksseiten folgen), so dafs mit Aufsuchung aller Centralsysteme auch 
der erforderliche Anhalt flttr die Aufstellung der Bedingungen III. Klasse gewonnen 
wird. Für die abweichenden Ausnahmefälle können keine allgemeinen Regeln 
gegeben werden; es wird aber meistens leicht sein, in diesen aufsergewöhnlichen 
Fällen die noch zu erftülenden Bedingungen aufzufinden. 

Die einzelnen Centralsysteme werden einfach und sicher gefunden wie folgt: 
Es wird ein Centralsystem aus dem Dreiecksnetze herausgezeichnet und dann 
untersucht, ob noch weitere Dreiecksseiten vorhanden sind, die die Punkte dieses 
Centralsystems mit einander verbinden. Ist dies der Fall, so werden zuerst die 
Centralsysteme festgestellt, die sich durch Hinzunahme jeder einzelnen dieser Ver- 
bindungsdreiecksseiten ergeben. Sodann wird ein neuer Punkt mit den Dreiecks- 
seiten hinzugenommen, die diesen Punkt mit den Punkten des ersten Centralsystems 
verbinden. Zwei der hinzugenommenen Dreiecksseiten sind dann erforderlich zur 
einfachen, nicht versicherten Bestimmung des neuen Punktes, alle übrigen hinzu- 
genommenen Dreiecksseiten liefern je eine neue Bedingung und demnach auch je 
ein neues Centralsystem. Nachdem diese neuen Centralsysteme festgestellt sind, 
werden die weiteren Punkte samt den sie mit den vorher aufgenommenen Punkten 
verbindenden Dreiecksseiten nacheinander einzeln hinzugenommen und wird weiter 
verfahren wie nach Hinzunahme des ersten Punktes. 

Die Bedingungen III. Klasse, die sich ergeben aus dem Anschlüsse des Netzes 
an Dreiecksseiten, deren Längen gegeben sind, werden gefunden, indem zuerst eine 
gegebene Dreiecksseite in das Netz aufgenommen wird und dann für jede einzelne 
der weiter gegebenen Dreiecksseiten festgestellt wird, welche Bedingung sich durch 
ihren Hinzutritt ergiebt. 

Beispiel 1: Wir nehmen zuerst das in Figur 40 dargestellte Centralsystem 
heraus. Dann ist nur noch Punkt 4 übrig, der mit den Punkten des ersten Central- 
systems durch 3 Dreiecksseiten ver- 
bunden ist, so dafs sich durch Hinzu- 
nahme dieses Punktes mit seinen 
Dreiecksseiten 3 — 2 = 1 neues Cen- 
tralsystem ergiebt und zwar das in *?p~ 
Figur 41 dargestellte. Hiermit sind Fig. 40. Fig. 41. 

die Centralsysteme festgestellt, woftir die 2 zu erfüllenden Bedingungen III. Klasse 
aufzustellen sind. 
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Beispiel 2: Zuerst ist das in Figur 42 dargestellte Centralsystem heraus- 
genommen. Durch die die 
Punkte 1 und 4 dieses Central- 
systems verbindende Dreiecks- 
seite ergiebt sich das in Figur 43 
und durch die Hinzunahme des 
Punktes 3 mit seinen 3 Drei- 
^ i Iß. ^sj. ng. -x-r, ecksseiten das in Figur 44 dar- 

Fig. 42. gestellte Centralsystem. 

Beispiel 3: Es ist kein Centralsystem vorhanden, worin eine Bedingung 
III. Klasse zu erfüllen ist Die einzige Bedingung dieser Art ergiebt sich daraus, 
dafs die Dreiecksseitenberechnung, von der ihrer Länge nach gegebenen und unver- 
ändert beizubehaltenden Seite 2 — 1 ausgehend, auf die ebenfalls ihrer Länge nach 
gegebene und unverändert beizubehaltende Dreiecksseite 2 — 3 ohne Abweichung 
abschliefsen mufs. 

Im Beispiele 4 ist keine Bedingungsgleichung III. Klasse zu erfüllen. 
Beispiel 5: Zuerst ist das in Figur 45 dargestellte Centralsystem heraus- 
genommen, wonach sich die beiden in Figur 46 und 47 dargestellten Centralsysteme 






Fig. 45. 



Fig. 46. 



Fig. 47. 



durch Hinzunahme der die Punkte 3 und 6, 1 und 4 verbindenden Dreiecksseiten 
ergeben. Die drei weiteren, in den Figuren 48 bis 50 dargestellten Centralsysteme 
folgen durch Hinzutritt des Punktes 2 mit seinen 5 — 2 r= 3 überschüssigen Drei- 
ecksseiten und die drei letzten, in den Figuren 51 bis 53 dargestellten Centralsysteme 
durch Hinzutritt des Punktes 5 ebenfalls mit 5 — 2 = 3 überschüssigen Dreiecksseiten. 






C.FT)* 



Fig. 50. 



C.P.C 




Fig. 52. 
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Beispiel 6: Das Netz bildet ein Centralsystem. 

4. Die sich für jedes Centralsystem ergebende Bedingung III. Klasse ist die, 
dafs die Dreiecksseitenberechnung, von einer Seite als Anfangsseite ausgehend und 
auf dieselbe Seite als Schlufsseite zurückführend, für Anfangs- und Schlufsseite 
dasselbe Mafs ergeben mufs. Die Dreiecke, deren Winkel in die aus dieser Be- 
dingung folgenden Bedingungsgleichung eingeführt werden, haben eine gemeinschaft- 
liche Spitze, den Centralpunkt. 

In den Diagonal- Vierecken , die Centralsysteme bilden, kann jeder Eckpunkt 
als Centralpunkt gewählt werden *) und durch die Wahl des Centralpunktes werden 
die Dreiecke bestimmt, deren Winkel in die Bedingungsgleichung eingeführt werden 
müssen. 

Beispielsweise ergiebt sich für das in Figur 54 dargestellte Centralsystem nach 
§ 45 , Seite 203 und 204, wenn der Punkt 2 als Central- 
punkt genommen wird, die Bedingungsgleichung: 

s in (V + VI ) «n V II «in I _ 
sin VIII sin ( I + U) sin VI "" ^ ' 

dagegen, wenn der Punkt 4 als Centralpunkt genommen ^ 
wird, die Bedingungsgleichung: 

sin (I + II) sin III sin V 



sin IV sin ( V + VI ) sin II 



= 1. 




Während die Winkel der drei am Centralpunkte liegenden Dreiecke in der 
Bedingungsgleichung erscheinen, fehlen die Winkel des vierten, nicht am Central- 
punkte liegenden Dreiecks. 

Wir nehmen für die in den Figuren 40 bis 53 dargestellten Centralsysteme 
die Punkte als Centralpunkte, die in den Figuren durch C. P. bezeichnet sind. 



§ 57. Aufstellung der Bedingungsgleichungen und weitere 
Durchführung der Rechnungen. 

Die Aufstellung der Bedingungsgleichungen und die weitere Durchführung 
der Rechnungen für Dreiecksnetze ist bereits im 1. Kapitel dieses Abschnittes aus- 
führlich an einem einfachen Beispiele erläutert worden. Es folgt daher hier nur 
noch die vollständige Rechnung für Beispiel 1 , worin mehrere Centralsysteme vor- 
kommen und in dem unabhängige Winkel in die Rechnung eingeführt sind, sowie 
für Beispiel 6, worin Richtungen in die Rechnung eingeführt sind. Weitere Erläu- 
terungen zu diesen Rechnungen werden nicht erforderlich sein. 



•) Als Centralpunkt kann auch der Durchschnittspunkt der beiden Diagonalen oder 
der Durchschnittspunkt der Verlängerungen zweier gegenüber liegender Seiten des Vierecks 
genommen werden. Hierbei ergeben sich aber achtgliedrigc Bedingungsgleichungen, während 
bei Annahme eines Eckpunktes als Centralpunkt sich nur sechsgliedrige Bedingungsgleichungen 
ergeben. 
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D 
( 

si 
C 


reiecke a, 6 




Bei 
Dreiecke d, e. 


sp 

c 


iel 1. 


1. Bedingungsgleichungen 


. 


Fig. 55. 
lentralsvsteiT 


Fig. 56. 

"^ 

Fig. 57. 
lentralsystem A. 


Aa: 1+ 11+ V+ XI = 180°, 
J6 : IV + IX + XII + XIII= 180% 
Ae: III + VI + VII + VIII + X = 180% 
Jd:VI+IX+ X + Xni=180% 
At: 11 + VII + XI + XII = 180°, j 
. • 8in(\ + n ) Bin ( III + IV) Bin VII 


Fig. 58. 


• ^- ^ • Bin V Bin ( VII + VIII ) Bin II - ^ ' 
. ^ . Bin (XII + XIII) Bin m Bin VI . ! 


Fig. 59. 


^•'='"-«f»IV.m(VH- VII+ VIII)«nXm- * ' 

1 


2. Berechnung der Widersprüche und Zusammenstellung der Verbesserungen. | 


Bezeichnung 
ecke. P^^^^- 


der 
Winkel. 


Beobachtete 
Winkel n . 

o 1 ' ' " 




n = n + r . 


Verbesserungen 
(n). 

1 " 


§1 

1 


o: 5 

ß: I 

y: II 

2a 
fn 


34 1 19 : 18,9 1 — 0,95 

3 1 21 34,9 1 — 1 0,95 

74 , 18 48,0 — ' 0,95 

68 1 00 22,0 i — , 0,95 


34 19 17,95 

3 21 33,95 

74 18 47,05 

68 00 21,05 


(5) 
(1) 
(2) 
(11) 


+ ' 0,24 j 
+ , 1,92 

— 1 1,09 

— 1,03 ' 


180 1 00 03,8 — 3,80 
' -3,8 ! , 


180 00 00,00 

i 




+ 0,04 


b 


:■; 2 
g4 


a: 4 

/9: 12 

+ 13 
y: 9 

Si, 
f» 


82 12 44,7 ' — 1,27 
16 19 50,0 1— ! 1,28 
30 04 1 53,2 Ij— 1,27 
51 1 22 j 37,2 ll — ; 1,28 


82 12 43,43 
16 19 ! 48,72 
30 04 1 51,93 
51 , 22 ' 35,92 


(4) 
(12) 
(18) 
(9) 


+ 1,24 
+ t 0,23 

- 0,97 1 

— 0.51 


180 , 00 05,1 1 — 5,10 
1 -5,1 ! 


180 1 00 ' 00,00 




-| 0,01 


e 


S3 
§4 


a: 6 

/»: 3 
y: lo 

2c 
f' 


55 
21 
5 
55 
42 


59 1 55,4 
21 06,1 

02 46,6 

03 34,9 
32 41,2 


1 


0,84 
0,84 
0,84 
0,84 
0,84 


55 59 54,56 
21 1 21 05,26 
5 02 1 45.76 
55 1 03 1 34,06 
42 ' 32 i 40.36 


(«) 
(T) 
(8) 
(8) 
(10) 


— 0,49 1 

— 0,17 
+ 0,01 1 
+ 1,43 . 

— 0,81 


180 j 00 04.2 i— 4,20 ' 180 00 00,00 

I 1-4.2 i! , ! 




— 0,03 


d 


S5 
A3 
14 


VI 
yi 9 


1 ' 

1 
1 

i 


30 ■ 04 51,93 
55 59 54,56 
51 22 35,92 
42 32 40,36 


(13) 
(«) 
(9) 
(10) 


— 1 0,97 

— , 0,49 

— 0,51 

— 0,81 . 




1 




fä ' 


180 00 02,77 
; —2,77 


-: 2.78 


t 


n 

g5 


a: 2 

/?: 7 
y: II 

+ 12 




! 

1 




1 
1 


74 18 
21 1 21 
68 1 00 
16 , 19 


47,05 
05,26 
21,05 

48,72 


(«) 
C) 
(11) 
(12) 


- 1,09 1 

- 0,17 ; 

- 1,03 ! 
+ 0,23 






1 


' 




2e 


180 1 00 , 02,08 
— 2,08 


— 2.06 
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2. Berechnung der Widersprüche und Zusammenstellung der Verbesserungen. || 


Bezeichnung der 


Winkel n. 


cpl log 8in a . 


Verbesserungen sr(n) und A{n) 11 


Dreiecke. | Punkte. Winkel. 


1 ' 


tf 


1 log sin ß. 


der log. II 


Centralsystem g. {| 


a 


S2 a:5 


34 19 


17,95 |! 0.248 8455 


-30,8 ((5) =+0,24) 




7.4 




gl /?:i + 2 


77 


40 


21,00 


9.989 8694 


+ 4,6((l) + (8) = + 0,88) 


+ 


8,8 


. 


§3 


a: 7 + 8 


26 


23 


51,02 


0.352 0343 


-42,4((7)+(8)=-0,16) 


+ 


.6.8 




g2 


/?:3 + 4 


137 16 


17.49 


9.831 5657 


-22,8 ((8) + (4) = + 2.67) 


— 


• 60,9 


e 


§1 la:2 


74 18 


47,05 


: 0.016 4849 


- 5,9 ((2) =-1,09) 


+ 6,4 




g3 /?: 7 


21 21 

1 


05,26 
2, 


j 9.5612063 


+ 53,9 ((7) =-0,17) 


-i 9,2 






1 0.0000061 





60,5 










4 l -Öl 






1 


Centralsystem A. | 


6 


S2 


a: 4 


82 12 


43,48' 0.004 0243 


- 2,8 ((4) = + 1,24)1-1 3,5 




S5 


ß: 12+13 


46 24 


40,65 9.859 9231 


+ 20,1 ((18) + (18) = - 0,74) ' - ■ 14,9 


e 


c-3 


a: 6 + 7+8 


82 23 


45,58 , 0.003 8359 


- 2,8 ((6)+(:)+(8) = - 0,65) + 


1,8 




-2 


ß'3 


55 03 

1 


34,06 1 9.9136798 


+ 14,7 ((8) =+1,43) + 


. 21,0 


d 


S5 


a: 13 


30 J04 


51,93 


. 0.299 9671 


-86,3((1$) =-0,97) 


+ 


35,2 




£3 


ß:6 


55 j59 

1 


54,56 


1 9.918 5665 


+ 14,2 ((6) =-0.49) 


— 


■ 7.0 


^k 


'i 9.999 9967 


+ 82,6 








1 


fk l +33 




i 


3. Faktoren der Korrelaten- 
gleichungen. 


4. Bildung der Faktoren der Endgleichungen. 


Nr. 




;>. d.'e. jy. A. 
1 


dd 

P \ 


de \ dg , dh 

p"\ p" ' y 


ee eg 

p' y 


eh 

P ' 


gg \ gh AA 
P ' . P ' P ' 


5 


a» =+1 


1 :' . . -30,8 . 






! 


i , 


, 


, 


+ 948,6' . 




1 1 


«1 =+1 


1 . . +4,6: . 






1 


• 


. ' . ,:+ 21,2, . j 


. 


2 


«, =+1 




. +1 - 1,3 . 








. 


+1 


- 1,3 . 


+ 1,7 . 


. 


11 


an = +l 




. +1 . 1 . 




1 




. 


+1 


. 


• 


. 


+ 7,8 


^ 


b, =+1 


1 


. . -22,8 - 2,8 






+ 519,8 


1 
+ 63,8 


'12 


fri. = + l 




. 1 + 1^ . +20,1 




! 




. 


+1 


. +20,1; 


. 


. 


+404,0 


13 


6is=+l 


1 ! 


+ 1, . . -16,2 


+1 


. 




-16,2 


1 

1 


. 


1 


. 


. 


4-262,4 


1 ^ 


c« =+1 




+i! . ' . 1 . 


+1 






+11.4 


• 


• 


1 


• 


• 


+ 130,0 




+1' . 


. +11,4 


7 


e, =+1 




. +1+11,5- 2,8 


. 




• i • :i+l 


+ 11,5-2,8 


+ 132,2 — 32,2 


+ 7,^ 


8 


c. =+1 




. . -42,4 - 2,8 


. 




• ! • 


1 


. 


. 


+1797,8+118,7 


+ 7,^ 


3 


c, =+1 


1 , 


. . _-22,8+14,7 


• 








• 


. 


. 


+ 519,8 


-335,^ 


+216,1 


'lO 


^_o_=+l 


1 1+1 . . 1 . 


+1 








• 


. 






• 


• 


|14 




-4, . +2-27,5 . 


. 


• 1 




. 


-1 


4-13,8 


• 


- 189,1 . 


. 


15 




—4 


+2, + l-22,8+ 1,1 


-1 


-0,5, + ll,4 


-0,6 


-0,25 


+ 5,7 


-0,8 


- 130,0+ 6,:^ 


- 0,3 


16 




-5''+2 +1-53,7 +20,5 


—0,8 


-0,4+21,5- 8,2 


-0,20+10,7|- 4,1"- 576,7 +220.2|- 84,o!| 






1 




1 






+ 2,2 


-0.9 +32,9 -13,6'!+2,55'+40,4 +12,9|+3045,3 + 41,6 

1 II ' 


+951,6 
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5. Auflösung der 



[dd 



de 
P J 



m-' m-\ 



-fä 



m 



[1] 



-fe- 



+ \ 2,2 



0.9 



+ 32,9 



0,409 



14,955 



13,6 !|+ 2,77 



6,182 



k,= 



— 1,259 
+ 0,174 

— 0,707 

— 1,118 

I 



+ , 2,550 
— ! 0,368 



40,400 
18,459 



+ 112,900 
— ; 5,564 



+ 1 

4-1 



2,080 
1,133 



-f I 2.182 



-f 53,859 



+ 7,336|| + i 3,213 



— 2,910 



— 24,683 



— 3,362" — 



1,472 
0,094 
1,168 



/; = -! 2,734 



6. Berechnung der Verbesserungen ( n ) . 



7. Zusammenstellung 



Nr. 



5 

1 

2 

11 

4 
12 
13 

9 

6 

7 

8 

3 

10 

14 
15 
16 



p ^^ p '^ p 9^ p A 



((n)) 



2,73 
2,73 



-1,46: 
1+0,22 
-'0.06 



+ 



(n). 



(n)(n) 



((5))+V+ 0,24 1 0,058 

((!)) + *« + 1.92, 3,686 

((2)) + *^ - 1,09 1,188 

— 1,03 I 1,061 



1,46 

0,22J 
2,79 
2,7^1 ((11)) + *, 



Bezeichnung der 
Drei- Punk- 



ecke, te. 



iWinkel. 



I 



l,08-;0,08- 



■2,91 
■2,9l| 

-2,91' 



-2,91 



2,73 I +0,56- 
* 1 —0,46 — 



1,16 
2,17 
3,37 
2,91 



{(A)) + K + 1»24| 1,538 

((12)) + *^ + 0,23 0,053 

((13)) + *J- 0,97' 0,941 

((9)) + ^-6 - 0,51 0,260 



Sl 



%^ 



+ 11 
y: XI 



i • ■ • ,+ 

2,73 + 0,54 - 
. — 2.01 - 

. -1,08 + 

I 



0,32 — 
0,08- 
0.08- 
0,41- 



I I 



2,59, 

; 2,27, 

2,09 

0,67 

2,91; 



((3))+*; + 

((10)) +Ä:, - 



0,49 

0,17 
0,01 
1,43 
0,81 



+ 1,87+0,33 



-0,01 



+ 1,46+0,68 + 0,27- 

+ 1,16+0,55 + 0,51 — 0,12 + 



— 9,02 — 8,32 — 3.82 +,0,46 ■ 



II 
1,70^ Ä, 

2,40;|-Ä, 



2,iq=^ 



20,70 



[/'(n)(n)] 

5 '^ 

[/^(n)(n)] 



0,240 
0,029 
0,000 
2,045 
0,656 



ä5 

,^;4 



11,755 
3,610 

6,502 

3.528 



g2 
§4 



25,895 



a: IV 
ß: XII 
+ XIII 
y: IX 



a: VI 
+ VII 
+ VIII 

ß: III 

y:X 



Aus- 
geglichene 
Winkel 
n + (n). 



3419,18,19 

3 21 35,87 

7418 45,96 

68:0020,02 



180 00,00,04 



82 12 44,67 
16 19 48,95 
3004 50,96 
51 22 35.41 



179 59 59,99 



55 59 54,07 
212105,09 
5 02 45,7 
55 03 35,49 
42 32 39,55 



179 59 59.97 



:±]/Lr(n)(n)l_^y25,395^^^^^,, 
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Endgleichungen. 1 


\9l 
[p . 


1 

■ 1 
1 


P . 


• 


-/.• 


AAl 
P J' 


-/*. 


Probe. 1 


+ ; 3045,30 


+ , 41,60 


+ 61,000 


+ 951,60 


- 33,000 


1 
1 




— ; 492,00 


+ 1 203,38 


- 41,424 


- 84,07 


-f j 17,124 


— 


3,488 |[- 


- 8.061 


— i 1329,42 


— ' 181.08 


— 79,307 


-1 24,66 
- 3,34 


— 1 10,802 
+ 1 3,119 


— 


4,731 1 
2,915 


4 


- 5,687 
2,885 


+ , 1 223,88 1 -h ! 63,90 


— 1 59,731 


- , 0,0522 

1 

1*1 


+ 0,0488 
— , 0,0015 


-f , 839,53 

1 h = 

1 


- 1 23,559 


- 1 0,661 


- 0,927 II 


+ 


0,0281 


- 11,795 




11,790 II 


-h ; 0,0473 

1 






der ausgeglichenen Winkel und log, 1 


Bezeichnung der 


Aus- 
geglichene 




Bezeichnung der 


Aus- 
geglichene 


cpl log sin a. 
log sin ß. 


t 1 


Winkel 






Winkel 


Drei- 


Punk- 


Winkel. 


n + (n). 


Drei- 


Punk- 


Winkel. 


n + (n). 




ecke. 


te. 




o 1 » i " 


ecke. 


! t^- 




O 1 ' i " 1 




d 1 g5 a: Xin 


1 1 

80;04|50,96 




Centralsystem^- II 




g3 


ßiVl 


55'59|54,07 


a 


g2 1 a: V 


3419118,19} 


0.2488448 




S4 


y.lX 

+ x 


5lJ22'35,41 
42:32|39,56 




gl 


ßii + n 


77 40 21.83| 


9.989 8697 






, 


g3 


a: VIT + VIII 


26 


23 50,86| 


0.362 0350 


1 1 








179 59,59,99 

! 1 


e 


§2 

,^1 


ß: III + IV 
a: n 


137 
74 


16 
18 


20,16 
45,96 


9.831 5596 
0.016 4856 








1 1 


e 


gl 
^8 


ß: VII 


74 18J45,96 
21 21 05,09 




g3 


ß: vn 


21 


21 


05,09 


9.561 2053 




















g5 


y.Xl 
+ XII 


68 00 20,02 
16 19 48,95 














0.0000000 




Centralsystem A. 


180 00 00,02 








1 


b 


g2 la: IV 


8212,44,67 


0.0040240 












S5 


ß: XII +- XIII 


46 24139,91 


9.859 9216 








, 1 


c 


§3 


a: VI + VII+-Vm 


82 23 44,93 


0.003 8361 








1 
1 




§2 


ß: III 


55 


03 


35,49 


9.913 6819 








1 
, 1 


d 


§5 


a: Xni 


30 


04 50,96 


0.299 9706 








1 1 




g3 


ß: VI 


55 


59 


54,07 


9.918 5658 










1 

1 

1 

1 
' 
1 
1 

L 


i 

i 

1 

1 

1 
1 
















0.000 0000 



Koll. 2. Aufl. 
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Beispiel 6. 


ir^' \ \ 1. Bedingungsgleichungen. 
' \* \ b\ '*"'"" ^"^ ^~ ^■'" """ XVI+ XVU=180°, 

1 «>J' \ 46:-vra+ix- IV+ V- xvn+xvin=i80% , 
] «S^«— »-)o3 ^f-- xi + xii- VII+ vin-xvra+ xix=i80°, ; 

^^^^ J c y i<i:-XIV+XV- X+ XI- XIX+ XX = 180^ 

^\^ 1 X ^''~ n+ m-xffl + xiv- xx+ xvi=i80°, ' 


\fa^ pc «M»(-i+n)»in(-iv+v)»M.(-vii+vra)«»(-x+xi)»Ä»(-xra+xiV) , 

Y ^•^•^- «*»(-V+VI)«n(-Vin+IX)»n(-XI+XII)««(-XIV+XV)tm(-n+m)~*- 


Fig. 60. j 


2. Berechnung der Widersprüche und Zusammenstellung der Verbesserungen. 


E 

Drei- 
ecke. 


tezeich 

Punk- 
te. 


inung der 
Winkel 


Beobachtete Verbesserungen 
Winkel n. („, 

\ f ff ,\ \ ff 


cplhg 

9ina. 

log nnß. 


Verbesserungen ^ (n) 
der log. 


a 


S2 


a:- 5+ 6 


65 JOS 


50,6 


- (5)+ (6) -0,47 


042 205 


-1,0(- (5)+ (6))i + ;0,5i 




§1 


ß:- 1+ a 


71|47 


42,3 1 


- (i)+ (2) 


_ 


0,89 


9.977 699 


+ 0,7(- {i)+ (a)) -0,6- 




§6 


y: — 16 + 17 


43 03 


29,3 


-(16) + (17) 


— 


0,82 






M 


180 


00 


02,2 


— 


2,18 






/. 






-2,2 








0.189 266 


1 1 
-2,0(- {8)+ (9)) -2,0| 


b 


g3 


0:— 8+ 9 


46 


31 


26,1 


- (8)+ (9) 


+ 


1,02 




S2 


/»:- 4+ 5 


33 


40 


11.2 


- (4)+ (5) 


+ 


0,09 


9.743828 


+ 3,1 (- (4)+ (5)) +.0,3 




«6 


y:-i7 + i8 


99 


48 


21,0 


-(17) + (18) 


+ 


0,58 






179 


59 


58.3 


+ 


1,69 




i 




/» 






+ 1.7 








0.208 640 


1 1 I 
-2,6(-(ii)+(ia))j-3,5| 


e 


g* 


a: — II + ia 


38 


12 


31,4 


-(II) + (12) 


+ 


1,33 




g3 


/»:- 7+ 8 


39 


29 


53,6 


- (7)+ (8) 


— 


0,36 


9.803494 


+ 2,6(- (7)+ (8))l-|0,9j 




§6 


y:-i8 + i9 


102 


17 


33,8 


-(18) + (19) 


+ 


0,25 






179 


59 


58,8 


+ 


1,22 






f. 


1 


+ 1.2 








0.070685 


1 1 


d 


g5 


«: — 14-f 15 


58 


11 


22,0 


-(14) + (15) 


+ 


1,37 


-1,8 (-(14) + (15)) 


-■1.8; 




84 


/J: — lo-l-ii 


67 


14 


23,9 


-(io) + (n) 


— 


0,38 


9.964794 


+ 0,9(-(io)+{ii));-|0,3|| 




§6 


y: — 19 + ao 


54 


34 


12,6 


-(19) +(20) 


+ 


0,49 






,1 


179 


59 


58,5 


+ 


1.48 










fä 






+ 1.5 








0.090539 


-1,5(- {a)+ (3)) 






« 


gl 


«:— 3+ 3 


54 


16 


28,0 


- (2)+ (3) +0,28 


>, 




85 


/3: — 13 + 14 


65 


27 


10,2 


-(13) + (14) -1.31 


9.958860 


+ 0,9 (-(13) +(14)) 


-1.2 




86 


y : — ao + 16 


60 


16 


23,3 


-(ao)+(i6) 


-'0,50 




= ^, 


, 


180 


00 


01,5 






1,53 


0.000010 


-9,9 






/. 






-1,5 








-10 


^ 
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5. Auflösung der 


1 ! 
[aa\,^ [ah], [ae],\ 


ad]] [ae]. 

i 


[«i^]. 


-/«. 


[66]. [6cJ. [6d]. [6e], 


[*»]. 


-ft' 


[cc]. [cd]. 


+6 -2 


• !-^ 


-2,2 


+2,2 


+6,000' -2,000 . 


l 

+0,600|-1,70C 


+6,000—2,000 


+0,333| , 




+0,333+0,367-0,367 


-0,667; . . -0,667-0,733 


+0,733 


1 
1 


1 


1 






-0,047 
-0,098 

+0,100 


+5,333-2,000, . |- 


-0,667.-0,133 


-0,967 


-0,750 . 


! 


1+0,375' . !+0,125'+0,025 

i ' ' 1 


+0,181 
-0,003 
—0,037 

+0,161 


+5,250 —2,000 




1 

i 


1 


1 






+ 0,381, 


1 


K- 


-0,412 


L _ 


+0,802 


1 


6. Berechnung der Verbesserungen ( n ) . 


1. Zusammenstellung 


Nr. 


«^a + "* + ^K + ^^d + «^ + 9^g -(n). 


(n)(n). 


Nummer der 

-. , ^ Rich- 
Punkte. .„„„^^ 
tungen. 


Beobachtete 
Richtungen 

r, 

/ ! */ ' 


1 
2 
3 

4 
5 
6 

7 
8 
9 

10 
11 
12 

13 
14 

1 ^^ 
16 
17 
18 
19 
20 

1 


+ 0,41 
-0,41 

+ 0,41 
-0,41 

' 1 
• 1 


-0,30 
+ 0,30 

— 0,30 
+ 0,30 


-0,43 
+ 0,43 

-0,43 
+ 0,43 

;-o,43 

1+0,43 


! 

-0,31 
+ 0,31 

-0,31 
+ 0,31 

-0,31 
+ 0,31 


+ 0,30 
-0,30 

+ 0,30 
-0,30 

-0,30 
-f 0,30 


+ 0,09 

i-0,28 

+ 0,19 

+ 0,40 
-0,52 
+ 0,13 

+ 0,33 
-0,59 
+ 0,26 

+ 0,12 

— 0,45 
+ 0,33 

+ 0,12 

— 0,28 
+ 0,17 


+ 0,50 
-0,39 
-0,11 

+ 0,10 
+ 0,19 

— 0,28 

-0,10 

— 0,46 
+ 0,56 

-0,19 

— 0,57 
+ 0,76 

+ 0,42 
-0,89 
+ 0,48 

+ 0,11 
-0,71 
-0,13 
+ 0,12 
+ 0,61 


, 0,250 
0,152 
0,012 

0,010 
0,036 
0,078 

0,010 
0,212 
0,314 

0,086 
0,325 

0,578 

0,176 
0,792 
0,230 

0,012 
0,504 
0,017 
0,014 
0,372 


gl 


I 
2 
3 


00 00,0 

71 47 42.3 

126 04 10,3 


§2 




1 

! 4 

' 5 

6 


81 i 34 03,1 
115 1 14 14,3 ; 
180 1 23 04.9 


g3 
g5 


1 


7 
8 

9 


78 18 ; 00.2 
117 47 53,8 
164 ! 19 19,9 . 


10 
II 
12 


89 02 18,8. 
156 16 42,7 ; 

194 ! 29 14,1 : 

1 




13 
14 
15 


1 00 00,0 ! 
65 27 10,2 
123 38 32,2 


+ 0,41 

-0,41 -0,30 
. 1 + 0,30 

! i ! 


§6 


16 

^7 
18 

19 
ao 


00 00,0 

48 03 29,3 

142 51 50,3, 

245 09 24,1 1 

299 43 36.7 1 


0,00 0,00 0,00, 0,00 0,00 ' + 0,02 +0,02' 


4,130 

±0,83 


= [(n)(ii 


OJ 




47,2 ; 

1 

1 
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Endgleichungen. 



[ce]. [c^]. ' -/,. 



[dd].^ [de],\ [dg], -f^. 



[««]. [^9]' —ft 



\.99\. 



Probe. 



4-1,100-1,200 



—0,250—0,050—0,3 



-0,250+1,050-1,562 



I 
+6,000 —2,000+0,900 —1,500 

I 

-0,762 -0,095|+0,400 -0,595 



+0,048—0,200+0,298 
+0,026 

I -0,014 

+0,120 



+5,238 -2,095| + 1,300—2,095 



+6,000—0,600+1,500 
-0,667—0,733 +0,733 
—0,083 -0,017 -0,121 
—0,012 +0,050i— 0,075 
—0,838+0,520'— 0,838 



1+0,400 



^,= +0,430 



— 0,248'-+0,400 +4,400 —0,780 +1,199 



+94,080+10,000 

— 0,807 + 0,807 

— 0,003 — 0,024 

— 0,210'+ 0,312 

— 0,323 + 0,520 

— 0,138 + 0,212 



1+0,032 
—0,118 



1+0,177-0,272 
—0,023 



+92,599+11,827 



-0,807-0,906 
-0,175—0,513 
-0.465—0,516 
-0,838 -0,471 1 
-0,326 —0,442 
-1,511 -1,277 



-4,122 -4,125 



*^= +0,314 



ifc.-= -0,295 



ifc^=:r 1-0,1277 



der ausgeglichenen Richtungen, Winkel und log. 



'Ausgeglichene 
\ Richtungen 



I' 



r + (n). 



Bezeichnung der 
Dreiecke.! Punkte. ' Winkel. 



Ausgeglichene 
Winkel. 



rpZ log sin a. 
hg sin ß. 



47 53,3 
19 20,5 



I 00 00,5 

71 47 41,9 

I' 126 04 10,2 

I 81 . 34 03,2 
' 115 14 14,5 
I 180 , 23 I 04,6 

l! 78 ' 18 , 00,1 
1' 117 - 
164 

' 89 ' 02 ; 18,6 

156 16 42,1 

' 194 I 29 14,9 

I I 00 ' 00,4 
\ 65 27 09,3 
I 123 38 ' 32,7 

' ' 00 i 00,1 
i 43 03 28,6 
, 142 51 50,2 
' 245 ' 09 24,2 
299 43 37,3 
1 



I 



47,2 



g2 , a:-V + VI 

gl ; /?:-I + lI 

86 , y: — XVI + XVIl 



65 ! 08 I 50,1 I 
71 I 47 41,4 I 
43 1 03 28,5 I 



180 i 00 1 00,0 I 



£3 

S2 



- VIII + IX 

— IV + V 

-xvii + xvm 



46 ; 31 
33 I 40 

99 • 48 



180 I 00 



§4 
S3 
g6 



■ XI + XII 
VU+-VIII 
. XVIII + XIX 



38 : 12 

39 29 
102 , 17 



180 00 



§5 
§4 



- XIV + XV 
-X + XI 

- XIX + XX 



58 11 
67 14 
54 34 



27,2 
11,3 i 
21,6! 



00,1 



32,8 I 

53,2 |! 
34,0 I 



00,0 



23,4 ;i 

23,5 |l 
13,1 ! 



180 I 00 00,0 l| 



' Si 
: gö 
' ;^,6 



-11+ III 

- XIII + XIV 

-XX + XVI 



54 i 16 
65 I 27 
60 i 16 



179 , 59 



28,3 
08,9 ! 

22,7 ;' 



0.042 206 
9.977 698 



0.139 264 

9.743 828 



0.208 637 
9.803 493 



0.070684 
9.964 793 



0.090 539 
9.958 859 



59,9 I 0.000 001 
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4. Kapitel. Anwendung des Verfahrens auf die Berechnung 

von Liniennetzen* 

§ 58. Entwickelung der Formeln und Durchführung der Rech- 
nungen. 

1. In Liniennetzen, deren einzelne Strecken gemessen sind, sind zur einfachen, 
nicht versicherten gegenseitigen Festlegung der ersten drei Punkte auch drei Strecken 
erforderlich. Zum einfachen, nicht versicherten Anschlufs eines jeden weiteren 
Punktes sind 2 weitere Strecken erforderlich. Demnach sind zur einfachen, nicht 
versicherten gegenseitigen Festlegung von n Punkten 3 + 2(n — 3) gemessene 
Strecken erforderlich, und wenn das Liniennetz n, gemessene Strecken umfafst, so 
sind n,— 3 — 2(np — 3) = n, — 2np-f 3 Strecken überschüssig und ebenso viele 
Bedingungen zu erfüllen. 

In der Regel wird verlangt, dafs die einzelnen Strecken der im Felde aus- 
gerichteten Linien des Netzes, wovon andere Linien des Netzes abgehen, auch nach 
der Ausgleichung wieder in gleicher Richtung liegen, also wieder eine gerade 
Linie bilden sollen. Dann genügt zur einfachen, nicht versicherten Bestimmung 
der Richtung einer jeden geraden Linie eine Strecke, Während sich aus der an- 
geführten Zwangsbedingung fUr alle weiteren Strecken der geraden Linien je eine 
überschüssige Bestimmung ihrer Richtung und damit auch je eine zu erftülende 
Bedingung ergiebt. Wenn demnach n^ gerade Linien mit n^ Strecken, die auch 
nach der Ausgleichung wieder eine Gerade bilden sollen, vorhanden sind, so treten 
zu den im. übrigen zu erfüllenden Bedingungen noch n^ — n^ Bedingungen hinzu, 
so dafs im ganzen n^ — 2n^ -j- 3 + »,^ — »^ Bedingungen zu erfüllen sind. 

Wir erhalten damit die Regel: 

(185) Wenn in einem Liniennetze zur Bestimmung von n^ Punkten 
n^ Strecken gemessen sind und n,^ von diesen Strecken in n^ geraden 
Linien liegen, die gerade bleiben sollen, so ist die Anzahl r der zu 

erfüllenden Bedingungen: 

»• = », — 2np + 3 + n^^ — n^. 

Beispiel: Zur Bestimmung der gegenseitigen Lage 
der np= 5 Punkte 1 bis 5 sind die n,= 8 Strecken 
I bis 8 gemessen worden. Die n^^ = 4 Strecken 5 bis 8 
der »^ = 2 geraden Linien 1—3 und 2 — 4 sollen auch 
nach der Ausgleichung wieder gerade Linieül bilden. 
Dann ist die Anzahl der zu erfüllenden Bedingungen: 

(185) r = n,-2np4-3-fn,^-n^ 
Kig/ei. =8-25 + 3+4 -2 = 3. 

2. Die Aufsuchung der zu erfüllenden Bedingungen erfolgt wieder am ein- 
fachsten und sichersten, indem zuerst die zur einfachen, nicht versicherten Be- 
stimmung der Punkte genügenden Strecken aufgezeichnet werden und dann fest- 
gestellt wird, welche Bedingungen sich durch Hinzunahme der übrigen Strecken 
und der Zwangsbedingungen der Geradlinigkeit der davon betroffenen Strecken 
ergeben. 

Beispiel: Zur einfachen, nicht versicherten Bestimmung der gegenseitigen 
Lage der Punkte 1 bis 5 genügen die Längen der in Figur 62 dargestellten Strecken 
I bis 3 und 5 bis 8. 

Die gegenseitige Lage der Punkte kann festgestellt werden, indem entweder 
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die Polarkoordinaten oder die rechtwinkeligen Koordinaten der Punkte in einem 
oder wenn nötig in mehreren zusammenhängenden Systemen bestimmt werden. 

Wir wählen die erstere Form*) und können dann die Bedingungen für die 
Geradheit der Linien in zwei verschiedenen Formen aufstellen. Bezeichnen wir die 
aus den ausgeglichenen Längen I , II , m , hervor- 
gehenden Winkel, wie in Figur 63 mit oi, a^, az, 

und ßi, ßi, ßz, , so ergeben sich die Bedingungen : 

a) dafs die Summen der an einem Schnittpunkte 
zweier Geraden an einer Seite einer der 
Geraden zusammenliegenden Winkel 

ai-ha,r=180°, 08 + 08=180^,.... 
sein müssen, oder 

b) dafs die Winkel ß\ und/sj^, ßl und ßf, .... 

aus den Dreiecken 1 und 1+2,2 und 2 + 3 , 

Obereinstimmend erhalten werden müssen. Fig. 62. 

In gleicher Weise können auch die durch den Hinzutritt neuer Seiten ent 
stehenden Bedingungen angesetzt werden, indem z. B. 
ftkr die durch den Hinzutritt der Seite 1 — 4 zu den in 
Figur 62 enthaltenen Seiten entstehende Bedingung an- 
gesetzt wird: 

a) a 8 + a 4 = 180°, oder 

b) a t = a 4 . 
Aus den Bedingungen a folgt: 

und aus den Bedingungen b: 

(2') b) l9*lß\cotg^lß\'=l, t9'lßlcotg*^^ßf=l,.... 

Gehen wir jetzt von den Winkeln auf die Seiten 

über und bezeichnen dabei mit -4,, A^, A^, die den Winkeln 01,0^,03, 

gegenüberliegenden Seiten, mit B^, B2, B^, die den Winkehi /9 1 , /J « , ßs,»... 

gegenüberliegenden Seiten, mit C,, Ca, Cg, die dritten Seiten der Dreiecke, 

endlich mit S^, 5,, Ä, , , »S*,^, S^z, die halbe Summe der Seiten in 

den Dreiecken 1,2,3, , 1 + 2,2 + 3, ,so folgt weiter : 

l(S,-B,)(S,-C,) {J^,-B,){S,-C\) 
SAS^-A,) ' S,(S^-A,) 




Fig. 63. 



(3') 



(4') 



a) 



b) 



1, 



(S,--B,)(S,--C,) (Sz-^z)(Sz-Cz)^. 
S,{S,-A,) ' Sz{Sz-A,) 



HS,-.A,)(S,-^C,) S,,{S,,-A,) 

Ä,(Ä,-£,) '{S,,-A,)(S,,-(C,+B,)) 
{S,-A,){S^-C,) S,z(S^z-Az) 

' - S,{S,-B,) '(S,z-A,){S,z-{C,+Bz)) 



= 1, 
= 1, 



Die Bedingungsgleichungen a sind etwas einfacher als die Bedingungs- 
gleichungen b und wir benutzen daher auch im folgenden nur die ersteren. 

3. Die weitere Entwickelung wird lediglich für unser Beispiel durchgeführt, 
weil sowohl die theoretische Entwickelung, wie auch die praktische Anwendung in 
anderen Fällen ganz ähnlich ist. 

•) Nach Gaufs, Die trig. und polyg. Rechnungen u. s. w. 2. Auflage, 1. TeD. 
Seite 538 u. f. 
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Die 3 aufzustellenden Bedingung^leichungen ergeben sich nach Figur 63 fOr 
die Geradheit der beiden Linien 1—8 und 2—4, sowie ftlr den Hinzutritt der 
Linie I — 4 zu den in Figur 62 dargestellten Linien mit: 

(S,-VII)(Ä,-V) (S,-VI)(S,-Vn)_ 
S,(S,-l) ■ S,(S,-U) "-*' 

(s^-vi)(s,-vn) (s,-yni)(s,-vi)_ 
s.(s.-ii) 's,(s,-iii) -'• 

(j^» - vin ) ( s, - VI ) ( s. _ V) ( «4 - VIII) 
s.(s.-iii) s,{s:-iv) 

oder in logarithmischer Form: 



(5*) 



= 1. 



(150) 



(S.-VII)(.S,-V) (.S,-VI)(S,-VII) 

'"9 K-r.<3 . _■ TT > + '"? - s :-t w-iz m. = = 'S^ , 



5,(5,-11) 



S,(S,-III) 



'"3 5,(5,-111) - + '"" 5,(S,-lvr =^ = '^'- 



Bezeichnen wir nun die halben Summen der bei den Messungen erhaltenen 

Längen in den Dreiecken 1 , 2 , 3 , mit » i , »,, », , . . . . , so ergiebt sich für die 

Beobachtungsergebnisse der Sollbeträge: 



(151) 

oder indem wir 

(6») 

setzen : 

(7«) 



,^(»i-7)(.,-5) (.,-6)(^,-7) 

''^-*A»^-l) -+'"^-.-,(..-2)- ='^<-' 
. (».-6)(. ,-?)(., -8)(., -6) 
'^ „(.,-2)- +'*''- „(.._8) =-^'' 

W ..(.._3)- + % .,(.,-4) =^" 



(,,_7)(,,-5) 

^^—r.(.,--i)" ^^'' 



,„„(». -8)(*. -6) 

'"' "«.(«.-4) ^^^ 



2, + 2, ^2,, 
2s + 2,^2^. 



Danach sind die Widersprüche zwischen den Sollbeträgen und den Beob- 
achtungsergebnissen der Sollbeträge: 

(152) .fö-'^k-'So=---^i, 

Die wahrscheinlichsten Werte der Längen I , II , III , und der halben 

Summen der Seitenlängen S i , S2 , A3, ergeben sich aus den Messungs- 
ergebnissen 1 , 2 , 3 , und «1, «a, «8, durch Hinzuftkgung der Ver- 
besserungen (1), (2), (3), und (»1), («s)i («3); nach : 

I = l + (1), ■ 
II-2 + (2), 

(153) III-34-(3), 



lVin-8-f(8), 



«l--«l + (»l), 

Äj = «s+ («,), 
*S 8 -- « 8 + ( fi 3 ) , 
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Die Zahlenwerte der für die Bildung der umgeformten Bedingungsgleichungen 
erforderlichen Differenzialquotienten können ohne weiteres aus der Logarithmentafel 
entnommen werden. Sie sind gleich den Differenzen Alog{8^--n) der Loga- 
rithmen log{8^-^n) für je 1 Centimeter von ( »^ — n ) , wenn die Verbesserungen 
(»^) und (n) in Centimetem genommen werden. 

Hiemach liefert 

8 i{9i — l ) 

folgenden Beitrag zu den imfigeformten Bedingungsgleichungen : 

(9*) {Alog(8y-.l) + Alog{8i — b)+Aepllog(8i'-l) + Aepllog8,}(8^) 

^Alog{8,^7){7)- Alog{8, — b) (b)-^Aepl log {8^ — 1) {1), 
oder wenn 
.(10') Alog(8,—7)-{'Alog{8i — b) + Acpllog{8i-^l)+Aepllog8i = [Alog8^] 

gesetzt wird: 

(in [A log 8,]{8,)-A log [8, ^l)(l)-A log {8, -^b){b)- Acpilog (8, -l){l). 

Wird nun beachtet, dafs »i= ^ (1 + ^ + 7) und demnach auch ( » i ) = „ 
(( 1 ) + ( 5 ) + 7 )) ist, so wird aus letzterem Ausdruck: 

{~\Alog8,]-Alog{8,-7)yi)+f^^^[Alog8,]-Alog{8,-^b)yb) 

-{^2[^logs,]-Aepllog{8,-^l)^{l), 
oder wenn wir 

(12') I[^log8^]-Alog(8^^n) = al 

setzen : 

Somit ergeben sich die folgenden umgeformten Bedingungsgleichungen: 

(IV) |(7,M2) + (T,V6)4-(^,'(7) + <7,'(3) + cT,»(6) + (7,«(8)=/,, 

[i7,»(3) + (7,«(6) + a,«(8) + (74M4)+<74»(5)+(74«(8) = /*,, 

welche, wenn wir die Faktoren von (1), (2), (8), der ersten Gleichung mit 

a 1 , a 2 , a , , , die der zweiten mit b ^ , 6«, b^, , die der dritten mit 

c,, Cg, cg, bezeichnen, in die allgemeine Form der umgeformten Bedingungs- 
gleichungen 

ra,(l) + a,(2) + a5(5) + ae(6)+a,(7)=/*„, 
a55) J62(2) + 6s(3) + 66(6) + 6,(7) + 68(8)-/„ 

[ca(3)+c,(4)-}-C5(5)+Ce(6)+C8(8)=/,, 
übergehen. 

Hiernach braucht die Entwickelung nicht weiter geführt zu werden, da sich 
alles weitere in gewöhnlicher Weise ergiebt. 

Die Rechnung kann schematisch geordnet werden, so dafs bei derselben 
kaum auf die Formeln zurückgegriffen werden braucht, wie das folgende Beispiel 
zeigt: 
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/ 


\ 1. Bedingungsgleichungen. 


/ 1 


^\ un (^i-vn)(Ä,-v) (s.-vi)(Ä,-vii) ^ 


^'^/" '-'"^-■i^ÄT"'+'-'"--.-:7J:-m™"=«- 


/ 

Fig. 63. 


2. Berechnung der Widersprüche und Zusammenstellung der Verbesserungen. 


6. 

Ausgeglichene 

Längen. 


Bezeichnung 


Gemes- 


1 
1 

! Ver- 


tey (» — «). 


Verbesserungen 
der 


(7 = 


I 


1 


Drei- 
ecke. 


der 
Längen. 


sene 

L&ngen 

n. 


bessenii 
(n) 


Igen 
cm 


log(»-h). 

epllog{» — a). 

epllog». 


Logari 
Alog. 


thmen 
-(n)). 

V, 


-Alog. 
a. (n). 


-y^n 

+ (n). 


Log N. 


1 


« — c 




43,900 


(•.)-(5) 


+ 


3,0 




1.64246 


+ ; 10,0 


1 
+ 30: 


— 


10,2 


(5) 


49,930 


1.64276 




» — 6 




33,83d 


(».)-(7);+ 


1,9 




1.52930 


+ 


13,0 + 25! 


— 


13,2 


(7) 


33,849 1.52 955 




« — a ' 


23,050 


(..)-(l)'-| 2,2 




8.63 788 


— 


19,0 + 42- 


+ 


18,8 


(1) 


23,028' 8.63 775 




» 1 


100,780 


(».) i+i 2,6 


2r 


7.99 668 


- 4,3 — 11 








100,806;! 7.99 651 




c 5 


56,88 


(5) -: 0,4 


9.80572 


-'. 0,3 


+ 86 


56,876 


9.80 657 


6 7 

i <» .1 
! 2. 


66,95 
77,73 


(7) ■+; 0,7 


2, 
U 


0.19 729 


- 0,2 


-.384 








66,957 


0.19 344 


(1) 

2(.,) 


+ 4,8 


0.00801 
— 301 


-l298 


77,77^ 


0.00001 


201,56 


+1 5,1 


; ' , 1 


201,611, 




2 i » — c 


61,675 '{«,)- (7)+' 2,3 




1.79010 


+ 7,0' + ! 16!-15,2! (7) 


61,698'! 1.79 027 1 


,'-' 


51,325 (»,) ~ (6) - 10,3 




1.71 083 


+ 1 8,0 -1 82i|-.16,2 (6) 


51,222 


1.70 946 


8 — a ' 


15,625 («,)- (2) + 11,0 




8.80618 


-|28,o;- 308 1+19,8; (2) 


15,735 


8.80314 




* ' 


128,625 !(«,) |+'3,0 


2, 


7.89068 


— 1 3,4'— lOi 


1 
1 




128,655 


7.89 057 




e 7 


66,95 


(7) j+ 0,7 


0.19 729 


- 16,4 t - 384 


66,957 


0.19 344 




6 6 


77,30 
113,00 


(6) '+18,8 


2t 

2, 
f» 


9.81 105 


— 


8,2 


-1448' 








77,433 


9.80 650 


a 2 

28 


(2) 
2(»,) 


-1 8,0 


0.00884 
— 834 


l 


- 832 


112,920 


,9.99 994 


257,25 


+1 6,0 


! 1 1 


257,310 




3 « — c 1 


30,635'' (»a)- (6) !—|l0,5 




1.48622 


+ |14,0 -'l47'-!l4,0|(6) 


30,530 1.48473 


« — 6 


53,735 (.,)- (8) -i 2,0 




1.78026 


+ ' 8,0 1- 16 - 8,0; (8) 


53,715| 


1.73 010 


8 — a 


23,565 (8.) -(3) 


+15,2 




8.62 778 


- 18,0,- 


274!;+,18,0 (3; 


23,717| 


8.62494 




8 


107,935; («a) 


+! 2,8 


2» 


7.96684 


-1 4,0 - 


11 


1 
1 


107,96^ 


7.96 673 




c 6 


77,30 


(6) +13,8 


9.81 105 


' 0,0 — 448 


77,433 


9.80 650 


b 8 
, a 3 


54,20 
84,37 


(8) +1 4,8 


2, 

2c 

fc 


0.19498 


0,0 


-1154 








54,248 


0.19 342 


(3) 


— 12,4 


0.00 603 
— 603 


— 602 


84,246 


9.99 992 




2» 


. i 


215,87_ 


, 2(«,) 


+ 5,7 








1 








215,927 


1 
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Bezeichnung 


Gemes- 


Ver- 


log{»-e). 


Verbessenmgen 
der 


a = 






der 


sene 


besserungen 


log(,-h). 


Logarithmen 


-2-r4%] 


i^=n 


LogN. 




Längen 


/ «» \ 


epl log (• — o). 


tj = J U>g 


+ (n). 




Drei- ! 
ecke. 


Längen. 


(n). 


(n). 

j cm 


epllog». 


•((.)- 

Alog. 


-(D)). 

V. 


- Alog. 
<y. l(n). 






4 


8 — e 


44,740 


{»4)-(8)!- 


- 4,0 




1.65 070 


+ 


9,0 





86 





20,0 


(8) 


44,700 


1,65 031 




»-6 i 


42,060 
12,140 
98,94d 


(».)-(5)M 


- 1,2 




1.62 387 


+ 


10,0 


+ 


12 


— 


21,0 


(5) 


42,072 


1.62 399 




8-a 


(«4)-W;4 


- 3,5 




8.91 578 


— 


86,0 


— 


126 


+ 


25,0 


(4) 


12,175 


8.91453 


- 


8 


(•J l+l 0,8 


2, 


8.00463 


- 5,0 


— 


4 








98,948 


8.00459 


e 8 1 


54,20 


(8) !+ 4,8 


0.19 498 


— 


22,0 


— 


154 


54,24^ 


0.19 342 


1 


h |5 


56,88 


(5) |- 0,4 






— 


11,0 












56,876j 




1 a 
1 2. 


4l 

1 
1 


86,80 


(4) .- 
2 (»4) ■-{ 


-, 2,7 








( i 








86,773 




197,88 


-' 1,7 


1 i 1 i 


197,897 


8. Bildung der Faktoren der Endgleichungen. 1 








1 j 


a 


h \ e \ 


aa 


ah 


ac 


66 


be 


cc 


Nr. 


V» 


a. 


h, c. 


— , 




— , 


- — , 


■ — , 


— , 


— , 


— , 


- — , 










P 


P 


P 


P 


P 


p 


p 


p 


P 


1 


1,29 


+ 18,8 






+ 14,6 . 


• 


+ 274,5 


' 


. 


. 






2 


0,881 


+ 19,8!+ 19,8 


, 


+ 22,5 + 22,5' . 1 


445,5+ 445,5; . 1 


+ 446,5 


• i' • II 


3 


hm 


. 1+18,0 


+ 18,01 


. 


+ 15,3+15,3 


. 


• 


275,4 


+ 275,4 


1+275,4^^ 


4 


1,15 


, 


+ 25,0 


, 


. +21,7 


. 




• 


, 


• 


542,5 


5 


1,76 


- 10,2 . 


— 21,0 


- 5,8 


. 1- 11,9 


59,2 


. 


+121,4 


. 


. 


' 249,9 


6 


1,29 


- 16,2 - 30,2 


-14,0 


-12,6-23,4-10,9 


204,1 


+ 879,1 


+ 176,6 


706,7 


+ 329,2 


! 152,6 


7 


l,4d 


-28,4-15,2 


, 


- 19,1 - 10,2 . 


542,4 


+ 289,7 


• 


155,0 


. 


. 


8 


1,85 


• 


- 8,0-28,0 

1 


. 1- 4,31-15,1 


. 


. 


. 


34,4 


+ 120,8 


422,8 


- 0,4i- 0,11- 0,9 


+1525,71+1114,3 


+ 298,(y 


+1617,0 


+ 725,411+1643,2 1 


4. Auflösung der Endgleichungen. 1 


[p J' 


lab 


\a 


c 


■ ! -'•■ 


6 61 
[pi' 


'6cl 


-A. 


[p\ ^c 


Probe. 


+ 1526 


1 + 1114 


+ 298i+ 301 


+ 1617 
— 813 


+ 725 
- 218 


+ 834 
- 220 


+ 1643 

- 58 

- 320 


+ 603 

- 59 

- 387 


- 59 
-469 

— 19 


+ 99 

— 572 

- 75 




— 0,730 


-0,196 -0,197 

+ 0,024 

1 + 0,501 


+ 804 + 507 


+ 614 


1 

! 


1 — 0,631 

! 


-0,764 
+ 0,078 


+ 1265 


+ 157 


K=:- 




K = 


-0,124 


— 547 


— 548 


f 0,328 


- 0,686 


5. Verbesserungen (n) und Quadratsumme [i>(n)(n)]. 


Nr. 


^K-l^h' ^K' (n). |(n)(ny(n)(n) 


Nr. 




P-'- 


. (n). 


(n)(n). 


p(n)(n). 


1 


+ 4,8, .1.1+ 4,8 1 23 , 30 


5 


-1,9' . ; + u 


M - 0,4 


i 


2 


+ 7,41 -15,41 . ;- 8,0 64 ' 56 


6 


-4,11 + 16,0 


+ M 


[ +13,3 


177 228 


3 


. 1 — 10,5' — 1,9 — 12,4i 154 1 182 


7 


-6,3 + 7,0 




+ 0,7 1 II 


4 


. 1-2,71- 2,7. 7 8 


8 


. 1+ 2,9 ' + 1,911+ 4,8 23 43 




1 




1 
_i 




i 


1 








-0,1' 0,01+0,2!!+ 0,1 547 
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268 • Bedingte vermittelnde Beobachtungen. IL T. VI. A. 

VI. Abschnitt. 
Bedingte vermittelnde Beobachtungen. 

§ 59. Aufstellung der allgemeinen Formeln. 

1. Wenn n Beobachtungsergebnisse Äi, At, Ä^, X^ zur Bestimmung 

der wahrscheinlichsten Werte x , y , z , von g Gröfsen vorliegen und diese 

wahrscheinlichsten Werte x,y ,z zugleich r Bedingungen erftkllen sollen, so können 

zuerst nach dem im IV. Abschnitte dargestellten Verfahren für die Zusätze dj, 

dr), d a , zu den Näherungswerten j , r) , ^, der zu bestimmenden Gröfsen 

die folgenden n umgeformten Fehlergleichungen nach den Formeln (116) und (117) 
aufgestellt werden: 

'' 1 — ö 1 dj + 5 1 dl) + c 1 (/ 3 + . . . . + /, , 

r a = a j djT -f 6 4 dl) + c s d,3 + . . . . + /; , 

t'a --rt«d)r + 6jd9 + c,d3 + ....+/*3, 



(1H(;) 



«-=«nrf? + ^*'9 + C,d3 + ....+/n- 

Ferner können nach dem im V. Abschnitte dargestellten Verfahren, indem 

in die Bedingungsgleichungen (150) die wahrscheinlichsten Werte x , y , t , und 

in die Gleichungen (151) die Näherungswerte j, r) , .^ , eingeführt werden, die 

folgenden r umgeformten Bedingungsgleichungen nach den Formeln (155) aufgestellt 

werden : 

I ^,(f^ + ^,dt) + ^sd34-....-/4 = 0, 
(ISJ) { B,di+B,dr) + B^d^ + .,..-fs = 0, 



Nach den in- den §§ 22 und 43 gegebenen Erläuterungen mufs dann die 
Anzahl n der vorliegenden Beobachtungsergebnisse gröfser sein als die Anzahl q 
der zu bestimmenden Gröfsen, und diese Anzahl q mufs gröfser sein, als die Anzahl r 
der zu erfüllenden Bedingungen ; es mufs also n > 9 > r sein. 

2. Nach unseren allgemeinen Grundsätzen (§ 13) müssen wir nun die wahr- 
scheinlichsten Werte j , y , « , , oder die Zusätze dj, dt) , dj, zu den 

Näherungswerten s , 9 , i^ , der zu bestimmenden Gröfsen derart bestimmen, 

dafs die Quadratsumme der auf die Gewichtseinheit reduzirten wahrscheinlichsten 
Werte der Beobachtungsfehler 

ein Minimum wird und dafs zugleich die Bedingungsgleichungen erfilllt werden. 
Dies erreichen wir in folgender Weise: 

Wir setzen in (1*) für t>i , r.2 , «3 , «n ^^^ Ausdrücke nach den Formeln 

(180) und addiren dazu die mit — 2 * ^ , — 2 ä^ , multiplizirten Bedingungs- 
gleichungen (1«S7), deren Summe gleich Null ist, womit wir erhalten: 
(2') [prv]^\2}aa]dx,d}: + 2[pab\didx) + 2[pac]did^-^.,,.2[paf]di 

+ [p66]d9dt) + 2[p6c]dt)d3 + ....2[p6/Jdi) 
+ [pcc]d5d3+....2[/)r/]d^ 



+[pfn 

— 2A,k^dT — 2A2k^di) — 2At,k^d\ —.... + 2*^/^ 
-2B,kj^dx - 2B,k^di^ - 2B^k^di -,,., + 2k^fj, 

Dann differenziren wir [pvv] nach (fv,, (^ r) , d§, , setzen die Differenzial- 

quotienten gleich Null, dividiren durch 2 und fügen die mit —1 multiplizirten 
Bedingungsgleichungen (1S#) hinzu, womit wir erhalten : 
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260 



(188a) 



(188b) 



[paa]d^ + [pab]di^ + [pac]d} + . 
[pab]di + \pbb]d^ + [phe]d^-\-. 
[pae]dX'^\pbe]dJ9 +[pce]d^-\-. 



., — A^hj^^B^kß' 



... + [pc/*]=0, 



{ ^B,di - 



A^dx) — 
B^dt)- 









Die Anzahl dieser Gleichungen (188 a) und (188b), die wir wiederum als 
Endgleichungen bezeichnen, ist gleich der Anzahl der zu bestimmenden Gröfsen 
c/j, dx), dj^, ... und der Korrelaten k^, kjj, ..., so dafs wir die Zahlenwerte 
dieser sämtlichen Gröfsen durch Auflösung der Endgleichungen nach dem im § 27 
behandelten Verfahren erhalten können. Diese Zahlenwerte sind dann auch die, 
wofür [ p V v ] ein Minimum wird und die zugleich die Bedingungsgleichungen erfcdlen. 

Die wahrscheinlichsten Werte x, y , a , .... der zu bestimmenden Gröfsen 

ergeben sich dann aus den Näherungswerten 5,9,3, und den Aenderungen 

f^n, dy, (/§, nach: 

y=r) + dj), 



(18» 



3. Für die Quadratsumme [i>»'p] kann ein einfacher Ausdruck gewonnen 
werden: Schreiben wir die Gleichung (2*) wie folgt: 

[pvv] = [paa]didi + {pab]dTcdr) + [pae]did^-{' 

-{-[pab]dr)d]C-^[pbb]dr)di)-\'[pbc\dt)d^-\~ 

+ [pac]didr: -{-\pbe]d^dt) +\pee]d^d^ +..,, 



« 


A 


l'A 


dt- 


A, 


K 


dt,- 


A, 


.*^ 


di-.... 


— 


£, 


kj> 


dt- 


B, 


h 


dt)- 


B, 


*i, 


di-.... 



+ [P«/J <*S+ [Pbf] dy+ [pef] di + . 



— 


A 


dl 


^A- 


B, 


dl 


k^-.... 


— 


A 


idn 


^A- 


B 


,dy 


k„-.... 


— 


A 


,di 


h- 


B, 


,di 


k„-.... 



+ fA '^+ fn h-\..... 



+ 



fÄ + 



/^ + . 



und vergleichen wir die untereinanderstehenden Summanden mit (188 a) und (188 b) 
so folgt, dafs ist: 

4. Die Anzahl der überschüssigen Bestimmungen ist gleich der Anzahl n+ r 
der vorliegenden Bestimmungen weniger der Anzahl q der zu bestimmenden Gröfsen, 
so dafs sich der mittlere Fehler m der Gewichtseinheit ergiebt nach : 



(IM) 



m 



^^y^_[z_-i 



5 + '- 
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§ 60. Getrennte Bestimmung der wahrscheinlichsten Werte 
der zu bestimmenden Gröfsen nach dem Verfahren für ver- 
mittelnde Beobachtungen und der diesen Werten noch beizu- 
fügenden Verbesserungen nach dem Verfahren für bedingte 

Beobachtungen . 

1. In den Fällen, wo das Verfahren für bedingte vermittelnde Beobachtungen 
Anwendung findet, ist es in der Regel zweckmäfsig, in der Weise vorzugehen, 
dais zuerst, ohne Rücksicht auf die Bedingungsgleichungen, nach dem im IV. Ab- 
schnitte dargelegten Verfahren ftlr vermittelnde Beobachtungen diejenigen Zusätze 

^lof <^9o> <^H) •••• zu den Näherungswerten ^ , 9 , j , der zu bestimmenden 

Gröfsen ermittelt werden, wofür die Quadratsumme [/>i'o«o] der bei diesem Ver- 
fahren übrigbleibenden, auf die Gewichtseinheit reduzirten Fehler zu einem Minimum 

wird, und dafs danach diejenigen Zusätze (i), (2), (3), ermittelt werden, 

die weiter erforderlich sind, damit die wahrscheinlichsten Werte der zu bestimmenden 
Gröfsen auch den Bedingungsgleichungen genügen und wofür zugleich die Quadrat- 
summe [pvv] der aus der Gesamtausgleichung folgenden wahrscheinlichsten Werte 
der auf die Gewichtseinheit reduzirten Beobachtungsfehler ein Minimum wird Dann 
erhalten wir die Aenderungen di, dt), di, nach : 

dl=dio + (i), 
d9 = rf9o + (2), 



(m) 



:8. Bei diesem Verfahren ergeben sich die umgeformten Fehlergleichungen: 



am 



Vo2 = a»rfso + 6srf9o + c,rf}o-f- A, 



../„ 



und die Elndgleichuhgen fOr d^o, <^9o> <^So> 

[paa]dio + [pab]dt)o + [pac]dioi-,,..[paf] = 0, 
[pab]dio + [phb]dr)o + [pbe]du + .---[pbn=0, 
Ipac]di:o+[pbe]dy^+[pcc]du + '''.[pcf]=0, 



(IW) 



wonach wir 



(1»5) 



«0= 8 -\-d^Of 



erhalten. 

Bei Auflösung dieser Endgleichungen ergiebt sich nach den Formeln (1^ 
und (129) : 



(IW) 



[pVoVo] = [pff\- 



fli 



5 



r erscv ÖTscv 



= \pfn + UdU + UdVo + UdU + '^", 
und damit nach Formel (135) der lediglich aus dem Verfahren für vermittelnde 
Beobachtungen folgende mittlere Fehler m 1 der Gewichtseinheit nach : 



(IW) 



.,=±yft^.i. 



S. Die Bedingungsgleichungen, woraus die umgeformten Bedingungsgleich- 
ungen (187) folgen, sind: 
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§ ÖO. Getrennte Bestimmung der wahrscheinlichsten Werte der zu bestimmenden Gröfsen. 271 



(1»8) 






Nun benutzen wir bei Berechnung der Widersprüche nach den Formeln (151) 
und (15S) nicht die Näherungswerte E , 9 , 8 , . . . . der zu bestimmenden Gröfeen, 

sondern die bereits durch die Aenderungen di^, di^o, d^ot verbesserten Werte 

xo = j + <i5o, yo = 9-+-<f9o> »o = h + d^o9 , rechnen also nach den Formeln: 

^^(«•, Vo, 'o, ....) = ^a, 



(IW) 



(800) 



-^^(^o. Vo; »0» ) = ^bf 






Die wahrscheinlichsten Werte x, y\ m, ... 
erhalten wir dann nach: 

Z = Xo+(l), 

(20«) , y=yo+{2), 

* = «o + (3), 



der zu bestimmenden Gröfeen 



Die sich nach den Formeln (100) und (800) ergebenden Widersprüche 

müssen allein durch die noch anzubringenden Verbesserungen (i), (2), (3), 

vernichtet werden und somit müssen, wenn wir ftür die Differenzialquotienten von 

B , die Be- 



F^{xe, »0, 


»0, ••••), Fsi 


»0, y», »0, ), ■••• nach «0, y 


Zeichnungen : 




r ^ dF^ 


. dF^ dF^ 




^'-8"^.' 


•"öyo' ■ ^'-g»»' 


(801) 




^ 8F, 8F^ 


nehmen, die 


umgeformten B 


edingungsgleichungen sein: 


f ^,(i) + ^.(a) + ^. (3) + . .••=/„, 


(SOS) 


B.(i) + B.(a)+B,(3) + ....=/j, 



4. Setzen wir in die Endgleichungen (188a) f&r di, ^9, d^, .... nach den 

Formeln (108) die Ausdrücke rfjo-f i^), «^9o + (a)> d^o+is), "nd sub- 

trahiren von den sich dadurch ergebenden Gleichungen die Gleichungen (104) , so 
erhalten wir mit Hinzuziehung der Gleichungen (80S) die folgenden Gleichungen 
zur Bestimmung der Verbesserungen (i), (2), (3), .... 

[paa](i) + [i>a6](2) + [pac](3) + ....-^i*^-B,*^-.... = 0, 
^ ^ [pac](i) + [p6cJ(2) + [pcc](3) + ....-^a*^-^.Aj,-.... = 0, 



(Ib*) 



^,(I)+ ^,(2)+ ^,(3) + =fa, 

B,{i)+ B,(2)-r -Ba(3) + =A, 



5. Diese Gleichungen lösen wir auf wie folgt : 

Wir drücken die Verbesserungen (i), (2), (3), .... durch die Korrelaten 

aus mittelst der Koeffizienten Qu ,Qi%,Qii, ; Q%i, Qu, Q%», - 

Qnf Qm, Quf ; ••••> und diese Koeffizienten setzen wir derart fest , dais sie 

den folgenden Gleichungen genügen: 



^Af ^B9 
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(204a) 



(204 b) 



(204 c) 



lpar]Q,,-\^[pbc] Q»+ [per] Q,s + .... = 

[paa]Q.,,-^\pab]Q^^ + [pac] Q„ + .... = 
[pab]Q,,^[pbb\Q,, + [pbe]Q,^ + .,..^l 
[/>«<•] Q«i+lP^^] «m+IP^-O ö«8 + .... = 

[paa]Q8i + lP«M««3-r [pae] Q„ + . . . . =0 
lP<ib]Q,, + [pbb] Q,s + [p6c]Q„ + .... = 
[p«H eai + Lp *<•] «8s + [pcc] ÖM + .... = 1 



u. s. w. 
Nun multipliziren wir zuerst die Gleichungen (la*) mit den Koeffizienten 

Qu , y 12 , Q\2, , addiren danach alle Gleichungen und beachten die Gleichungen 

(204a), womit folgt: 

(2a*) (I) = + ^1 Qu *^ + ^i Qu *// + .... 



Sodann multipliziren wir die Gleichungen (la*) mit den Koeffizienten 
Qii , Q 89 y Q 23 , addiren danach alle Gleichungen und beachten die Gleich- 
ungen (204b), womit folgt: 

(2b') {2) = + A,Q,,k,^B,Q,,k^ + ,,.. 

■^A,Q,^k^ + B,Q„kj,+ .,.. 

+ -43028*14-^8««*^+.... 



Femer multipliziren wir die Gleichungen (1 a') mit den Koeffizienten QtifQsi» 

Qn, > addiren danach alle Gleichungen und beachten die Gleichungen (204c), 

womit folgt: 

2c') (3) = + ^1081*^ + ^1 Q8l*ß+... - 

+ -4,Q82Ä:^ + ^,Q„Ä:^+.... 

+ ^8Q88*^ + ^8Q88*P-F .... 



u. s. w. 
Wird dann zur Vereinfachung der Ausdrücke ftür (i), (2), (3), 



. . noch 



gesetzt : 
(205 a) 

(205b) 



(3l,)=+^,Qu + ^2Ql.+^8Ql8+... 

(3l,)«+^jQ,j + ^,Q,3-f-^,Q28 + ... 

j («3)= + ^lQ8, + ^2e82 + ^8Q38+... 

(»,) = + J5,eii + ^2Q,2 + B,Q« + ... 

(»,) =4-^1 «81 +^2 «8. + ^3^88 + ... 



SO wird aus den Gleichungen (2 a'), (2 b'), (2 c'), 

(i) = (3li)*.i + föi)*/^ + ... 
(2) = (3l,)A^ + (»,)*^+... 
(3)-(a.)*^ + (»8)A:i,+ ... 



(206) 



Diese Gleichungen haben die Form der Korrelatengleichungen (156) und wir 
bezeichnen sie auch als Korrelatengleichungen. 

Eine zweite Form dieser Gleichung ergiebt sich durch Einführung der Hülf sgrölsen 
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(.t»7) 



ta] = +^.*^ + ».*« + . 



wofiOr nach (la*) auch gilt: 

[l] = [paa](i) + [po6](a) + [pacJ(3) + ... 

IS*) ! fa] = [P«M(i) + [j>*H(a) + tp6«](3) + ... 

^ M3] = [P'»«J(i) + tP*<'l(a) + [pec](3) + ... 



Mit diesen Holfsgrö&en folgt für (i), (a), (3), 



aus (2 a*), (2 b*), 



(20, 



(WW) 



f (i) = [i]Q„+[a]Q,. + [3] Q„ + ...., 

(a)=[i] e« +[3] «M+rsjQ.. + ...., 
(3)=ri]e.. + i3jQM + [3iQ»+--.-, 



9. Diu-ch Einsetzen der in den Koirelatengleichungen (S06) f&r (i), (a), 
(3), .... erhaltenen Ausdrücke in die Bedingungsgleichungen (Ib*) erhalten wir 
die reduzirten Endgleichungen: 

(80») [-S(«)]*^ + [-B(»)]*^+. -..=/», 



Wie nach den Gleichtuigen (805) ohne weiteres zu übersehen ist, ist: 
[^(»)] = [B(«)J,...., 



(810) 



Wird nun gesetzt: 



b. = [^(»)] = f£(«)]. 
6. = [B(»)].. 






so gehen die Endgleichungen Aber in : 



(811) 



r 0,*^ +b,*B + ....fi = o, 

b.*^+6.t^ + ....f, = 0, 



welche Gleichungen, nach dem im § 27 dargelegten Verfahren aufgelöst, uns die 
Zahlenwerte der Korrelaten kj, kj,, .... und somit auch nach den Korrelaten- 
gleichungen (S06) die Zahlenwerte der gesuchten Verbesserungen ( i ) , (a) > (3) , 

liefern, wozu sich die Probe ergiebt, dafe 
(818) [*/] [*f] 

= {i)[i] + (a)[a] + (3)[3] + .... 
sein muis. Die Gleichheit der ersten beiden Summen folgt aus den Formeln (137) 
und 029), und dafs diesen Summen auch die letzte Summe gleich sein muls, 
ergiebt sich aus der Uebereinstimmung der Ausdrücke, die sich nach den Formeln (2*) 
und iWT) für (i)[i] -f (2)[2] + (3)[3] + .... und nach den Formebi (805) 
und (30») fdr \kf] ergeben. 

Aus [ib/] ergiebt sich, wie nach Formel (164) ein lediglich aus der Netz- 
ausgleichung folgender zweiter Wert m» des mittleren Fehlers der Gewichts- 
einheit nach: 

flWl 



(MS) 



m, = i; 



7. Die Quadratsumme [pvv] der auf die Gewichtseinheit reduzirten wahr- 
scheinlichsten Beobachtungsfehler ist nach Formel (190): 

Koll. 2. Aafl. 18 
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[pvv]^[pfn + [paf]dT: + [pbf]dr) + [pcf]di + ,.., 

Nun ist nach den Bedingungsgleichungen (t87) : 

/^ = ^ 1 dj + .4 a rf9 + ^ , rf§ + . . . . , 
fß=B,dx^ + B,dr)+B^dff + 



Wird dies in (190) eingesetzt, und werden zugleich für rfj, rf^, rf§ , nach 

(1»2) d^o + {i), <^Vo+ (2), du+{3)> •••• gesetzt, so wird: 

[pvv]=iPfn+[pandico+[pbndr)o+\pcndu+.... 

+ A^k^dT:o +A2k^dr)o +^,Ä^rf8o +.••• 
+ B,k^dio +B,kßdi)o +B^k^du +■.-. 

+ A,k^(i) +^,Ä:^(a) +A,k^{s) +.... 
+ B,k^(i) +B,kj,{2) +B,kj,{s) +.... 

Werden hierin filr [/>«/], [p^/], [p^/], auf der zweiten Zeile die 

sich aus den Endgleichungen (104) ergebenden Werte und für Ai{i) + Ai(^) 
+ ^8(3) + .-.-, -ßt(i) + -ß«(2) + -B8(3) + ----> nach den Bedingungs- 
gleichungen (808) die Widersprüche f^t fi, eingeführt, so wird: 

[pvv] = [pff] + [paf] du + [pbf] d9o+[p«/] rf8o + .... 

— lpaa](i)dx^o — [pab](i)dr)o — [pae]{i)du—.... 

— [pab]{2)dT^o — [pbh](2)di9o'-[pbc](2)du — ,.., 

— [p<^c]{^)dT^o — [phe](^)dr)o — [pee]{s)d^o'-''" 

+ Aik^dio+ A2k^dr)o+ ^,*^dSo + .... 

+ B,kßdj:o+ B^kj,dr)o+ B,kj,du + -.-^ 

Durch Vergleichung der untereinanderstehenden Summanden mit den Gleich- 
ungen (la*) folgt hieraus: 

(4*) [p^v] = [pfn + lpaf\dio + [phndt), + [pcf]du-^-^^- 

Der auf der ersten Zeile stehende Teil dieses Ausdruckes bt nach den 
Formeln (127) und (130) gleich der Quadratsumme [pvot\], die sich bei Auf- 
lösung der Endgleichungen (104) ergiebt, und der auf der zweiten Zeile stehende 
Teil [*/*] des Ausdruckes ist der durch die Netzausgleichung hinzukommende 
Beitrag zur Fehlerquadratsumme, so dals also 

(214) lpvv] = [pVoVo] + lkn 

ist, womit sich der mittlere Fehler m der Gewichtseinheit aus der Gesamtaus- 
gleichung ergiebt nach : 

.(815) m = + l/I5^3I = + i/[Pl o^o] + [W] ^ 



^ Vn-q + r-^ V n-q+r 



8. Ueberblicken wir das entwickelte Verfahren nochmals, so ergiebt sich der 
folgende Rechnungsgang: 

a) Aus den vorliegenden Beobachtungsergebnissen werden ohne Rücksicht 
auf die zu erfüllenden Bedingungen nach dem im IV. Abschnitte dargelegten 
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Verfahren für vermittelnde Beobachtungen unter Berücksichtigung der 
Formeln (102) bis (197) die Zahlenwerte von djo- ^'^o, «^}o> •••.> 
^Of Vof 'ot "- -f [P^o^o] und m i berechnet. 

b) Hierbei werden die aus den Gleichungen (804) folgenden Zahlenwerte 
der Koeffizienten Qu, Qu, Q.»,....; Qu, Qn, Q«,....; Q«, Q«, 
Qn, ....; .... berechnet •), und falls die Hülfsgröfsen [1], [2], [3], .... 
benutzt werden sollen, die Gleichungen (308) mit den erhaltenen Zahlen- 
werten angesetzt 

c) Dann werden die Bedingungsgleichungen nach dem im V. Abschnitte 
dargelegten Verfahren aufgestellt und umgeformt , wobei nach den 
Formeln (108) bis (802) die erhaltenen Zahlenwerte von Xq, y^, »oy •••• 
als Beobachtungsergebnisse eingeftihrt werden. 

d) Hiemach werden die Koeffizienten («i), (»s), («»), ; (S3i),(©a), 

( 99 8 ) , ; ' . . • nach den Formeln (805) gebildet und die Korrelaten- 
gleichungen (806) angesetzt, oder es werden die Gleichungen (807) ftlr die 

Holfsgröfsen [1], [2], [3], angesetzt und die Korrelatengleichungen 

(806) durch Substitution der för [ 1 ] , [ 2 ] , [ 3 ] , . . . . erhaltenen Ausdrücke 
in die Gleichungen (808) gewonnen. 

c) Mit den Zahlenwerten der Differenzialquotienten Ai, A^, A^, 

^i, -B«, ^f, ....; .... und der Koeffizienten («i), («s)# (3lf), ....; 

(öl), (»«), (ös), ; ergeben sich dann die Faktoren [A{Si)], 

[A{^)]=:[B{%)], ....; [B(Sd)], .,..; .... der Endgleichungen , die 
nach dem im § 27 dargelegten Verfahren aufgelöst, die Zahlenwerte der 
Korrelaten k^, ik^^ liefern, womit nach den Formeln (806) die Ver- 
besserungen (i), (2), (3), und nach den Formeln (808) die wahr- 
scheinlichsten Werte x, y , 9, der zu bestimmenden Gröfsen erhalten 

werden. 

Hierbei werden auch die Zahlen werte von [kf] und «ig, sowie endlich 
von [pvv] = [pvoVQ]-\-[kf] und m erhalten. 

0. Das vorstehend behandelte Verfahren wird in der Regel bei der Aus- 
gleichung von Hauptdreiecksnetzen angewandt. Aus den Ergebnissen der Stations- 
beobachtungen werden nach dem Verfahren Ihr vermittebide Beobachtungen die 
wahrscheinlichsten Werte xq, yo» 'o, •..* der Richtungen abgeleitet, und diese 
werden dann in die Bedingungsgleichungen eingeftihrt. 

In den Publikationen der Preufsischen Landesaufnahme und im wesentlichen 
hiermit übereinstimmend in allen ähnlichen Publikationen werden im Anschlufs 
an die Ergebnisse der Stationsbeobachtungen die daraus folgenden Endgleichungen 
<194)> die reduzirten Endgleichungen, die Näherungswerte s, 9, 5, .... (An- 
nahme)**), die denselben beizufügenden Aenderungen dso> ^Vo9 ^bo, 

(A, B, C, ,,.,), die Werte Xo = £ + <^Eo; yo = 9 + «'Po, «o = 3 + «^8 0, ... • (Nach 
Anbringung der Reduktionen auf das Centrum der Stationen: Ergebnis mit Ein- 
schlufs sämtlicher Reduktionen), die Gleichungen (808), [p^o^o] ((^^)) und 
n — q (Divisor) alles in Zahlenwerten mitgeteilt. Hiernach folgen die Bedingungs- 
gleichungen (108) und die umgeformten Bedingungsgleichungen (803) , letztere mit 
den Zahlenwerten der Faktoren und der Widersprüche, sodann die Gleichungen 
(807) (Ausdrücke der Gröfsen [1], [2J, [3], .... durch die Faktoren oder 



•) Wie dies zweckmftfsig geschehen kann, ist im folgenden § 62 dargelegt. 
**) Das in Klammern beigefügte sind die von den unserigen abweichenden Bezeich- 
nungen der Landesaufnahme. 

18* 
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Korrelate I , II , IE , ) , die Korrelatengleichungen (306) (Darstellung der Ver- 

bess^ryngen .( i ) , (?) , (3) , . . . . durch die Faktoren oder Korrelate I, II, in, ....), 

die Endgleichungen (SOO) , die bei Auflösung der letzteren, sich ergebenden redu- 

zirten Endgleichungen , die Korrelaten k^, *^ , ife^ , (Faktoren oder Korrelate 

I, ü, III, .....), [kf] ((SSj), die Verbesserungen (i), (a), (3), ...., 

[prt;] = [[pvo«o]] + [*/'] (Summe der mit den Gewichten multiplizirten Fehler- 

[pvv] 



quadrate) , [n — q]-\-r (Beitrag zum Divisor) , m ' = 



[n—q]-\.r 



(ee), m(e). 



§ 61. Anwendung des Verfahrens auf die Berechnung von 

Dreiecksnetzen. 

1. Um ein einfaches, übersichtliches Bebpiel für die Anwendung des ent- 
wickelten Verfahrens zu erhalten, nehmen wir aus den Hauptdreiecken der Landes- 
aufnahme den in Figur 64 dargestellten Teil der Eibkette heraus und behandeln 
diesen Teil als selbstständiges Dreiecksnetz. 



^if. 




ßSköeei 



Fig. 64. 

Für den Punkt P=Redemoissel haben vor bereits im § 32 aus den auf 
diesem Punkte beobachteten Winkehi die wahrscheinlichsten Werte lii, JB«, -Bg» 
Bi der Richtungen nach den Punkten P, = Glienitz, P2 = Höhbeck, P8 = Pugelatz, 
P4 = Hohen-BOnstorf nach dem Verfahren für vermittelnde Beobachtungen abgeleitet 
Bei den über dem Centrum des Punktes P ausgeführten Winkelbeobachtungen sind 
die Lichter . von excentrisch stehenden Heliotropen eingestellt worden , so dafs die 
im § 82 erhaltenen wahrscheinlichsten Werte der Richtungen noch auf das Centrum 
der Punkte Pi , P2, P», P4, zu reduziren sind wie folgt : 



Ziel, 
punkte. 


Ric 




htun^ 


ren Ä.*) 


Reduktion 

auf das 

Centrum. 


Reduzirte 
Richtungen. 

! " ! ." . 


P, 
P. 
P, 
P* 




82 
195 
269 


00 
48 
42 
07 


00.000 
00,639 
46,108 
58,369 


- 8,320**) 
+ 0,755 
+ 11,163 
+ 7,262 ; 


359 , 59 

82 48 

195 42 

269 08 

i 


51,680 
01,394 
57,271 
05,631 




45,116 


+ 10,860 


55,976 



•) Vergleiche § 32, Seite 134. 

**) Nach: Die Königlich Preufsische Landes-Triangulation, Hauptdreiecke, 
Vierter Teil, zweite Abteilung, Seite 87. 
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Diese reduzirten Richtungen führen wir als die nach den Formehi (192) bis 
<195) erhaltenen Richtungen J2 oi > ^m, ^o», -^ m in die weiteren Rechnungen ein. 

Femer Qbemehmen wir aus der Veröffentlichung der Landes- Aufnahme noch: 

(IM) [P«ot'o] = 76,10, n — 5 = 83, 

wonach ist: 



(197) 



m 



■=±l/-«'':^r = ±i'«2"..] 



Die übrigen in die Rechnungen einzuführenden Richtungen u. s. w. sind: 



Ziel- 
punkte. 


P, : Glienitz. (S. 86.)") 


Ziel- 
punkte. 


P,: Pugelatz. (S. 90.) 


P. 


Ä» 


1 
0| 00 


00,000 


P. 


•Bon 


296 


17 


57,200 


P 


Ro, 


68 1 22 


57,457 


P 


■ßoia 





00 


00,000 


P* 


■B.» 


125; 12 


31,950 


P, 


•Bois 


42 


29 


18,595 




[pe,i;o] = 15,22, 




[pvo^o 1 = 42,72 


P. 


n — j = 22, mi=0,83". 


Pi 


n — q = 22, mi = l,98". 


P,: Höhbeck. (S. 92.) 


P4: H. ßünstorf. (S. 83.) 


B« 


190 


37 


08,596 


-Bou 


55 


06 


49,095 


P 


Bo. 


215 


12 


55,478 


P 


■ßois 


87 


25 


30,469 


■P. 


■Bolo 


244 


Ol 


50,220 


Ps 


■Boi« 


130 


18 


20,303 




[pro^o] =29,48, 




[prot^o] =26,23, | 




n-9 


= 22 


nti 


= 1,16". 




n — gr 


= 22, 


nii 


= 1,09". 1 



2. Zur weiteren Fortführung der Berechnung müssen wir nun die Bedingungs- 
gleichungen (108) aufstellen. Die Gesamtanzahl r der zu erfüllenden Bedingungen 
ist in dem vorliegenden Dreiecksnetze, worin zur gegenseitigen Festlegung von 
n^ =: 5 Punkten n^ =: 16 Richtungen auf n^, = 5 Standpunkten bestimmt worden sind, 
nach Regel (177): 

r = n^-2n^-n,, + 4 = 16-2-5 — 5 + 4 = 5. 

Diese Bedingungen zerfallen in Bedingungen II. Klasse und Bedingungen 
ni. Klasse und zwar . da hier n^, =: 5 Standpunkte durch n^ = 8 Linien verbunden 
sind, an deren beiden Enden die Winkel bestimmt sind, nach Regel (181) in 

r,^ = n^-n,, + l=8"5+l=4 

Bedingungen II. Klasse, und da hier femer n^ = 5 Dreieckspunkte durch », = 8 Drei- 
ecksseiten verbunden sind, nach Regel (183) in 



•) Wir benutzen hier nicht die im § 32, Seite 134 erhaltenen Werte [pvQVo] = p[vv] 
=: 3,192, n — 5^ = 3, nti = 1,03", sondern die einen besseren Anhalt für die Beurteilung der 
Messungsergebnisse gebenden, aus den Unterschieden zwischen den wahrscheinlichsten Werten 
der Winkel und den einzelnen Satzmitteln abgeleiteten Werte der Landes-Aufnahme. 

••) Die beigesetzten Seitenzahlen weisen auf die Seiten des angeführten Bandes der 
Hauptdreiecke hin, wovon die Richtungen entnommen sind. 
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7-^^^= n, — 2 n + 3 = 8 — 2 • 5 + 3 =t= 1 



n.T. VI.A. 



Bedingung m. Klasse. 

Nach Figur 65, worin die Nummern der Richtungen enthalten sind, ergeben 
sich die den 5 Bedingungen entsprechenden Bedingungsgleichungen (198) in ein- 
fachster Weise wie folgt; 




(198) \ 



Fig. 65. 

Aa: — Ä, ^R^^-R^ -f-Ä. —Ä, 4-/2, = S^ = 180°00' 01,669"/) 
Ah: — Ä,j4-i2,j — iJg +Ä, — Äs + Äs = S^ = 180 00 01,841 , 
Je: — i2i5 + ie,e — Än + i2i, — i28 + i24 = Ä^ = 180 00 01,556 , 
Ad: — Äe +R, —ie,, + i2i5--Ä4 + Ä, = 5^=180 00 01,365 , 
C.S.r: ^log»in{—R^-\-Rio)-\'log8in{—Ri +-ße) — log sin {— R ^^ -\- R ^^) 
•-\-log tnn( — Rg-\-Rg) — log «n ( — R i^ -\- R i^) -\- log sin ( — -B j, -(- -B it ) 
— fo^ain(— Äe + Ä7) +log sin{— R i^ + R^^) = 8^ = . 

9. Werden in diese Gleichungen die Werte Rqi, Rm, -ß os , — der Rich- 
tungen eingeführt, die nach dem Verfahren für vermittelnde Beobachtungen aus 
den Beobachtungsergebnissen gewonnen sind, so ergiebt sich für die diesen Richtungs- 
werten entsprechenden Beträge 2^, 2^^, 2^, 

— -ßo9 +-ßoio — -ßos +-ßo« — -Boi +-B« = -^a» 

-ß 012 + -ß OlS -ß 08 + -B 00 — -ß 0« + -ß OS = -^6 > 

-ß 016 + ^ Ol« -ß OU + -ß 012 -ß 08 + -ß 04 = <^c > 



(IW) 



•-ßo« +-ßo7 ^014 + -ßoiö -ßo4 + -ßoi = -^J> 



— log sin (—R^-\-R ^j^) -f- log sin (— Ä o6 + ^ oe) — % «'^ (— ^ oit + -ß ois) 
-f log sin (— i2 08 + ^ oe) — log sin {— i2 qiö + ^ 01«) + I09 ^^ (— -ß 011 + -ß on) 

— log sin (■— ii 0« + ^ 07 ) +log sin (— Ä qu + ^ 010) = 2^ , 

wonach für die Abweichungen fg t fbt fe* zwischen den Sollbeträgen S^ , Sjj , 



"09 



(SOO) 



.. und den Beträgen 2^, 2^,, 2^, .... folgt: 



Sr 



'^ä. 



Gleichungen 
erhalten wir folgende Differenzialquotienten : 



4. Differenziren wir die Gleichungen (199) nach /^oi> ^osi ^c 



•) Die Sollbetrftge 180° -\- sphärischer Excefs sind entnommen von Seite 130 und 131 
des angeführten Bandes der Hauptdreiecke. 
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(801) 



C, =-1, C,= 
/>, = + !,!>,= 
Ei =-'Mcoig{- 
E^ = + Meotg{- 
J?7 = — Mcotg (- 
E^ =-\-Meotg(- 
E,o = — yfcotif{- 
E,^ = + Mcotif{- 
i?,j = — Meotg (- 
E,s = + yfrotg{- 
Eifi = — Mcotg {- 



+ 1,^8 =- 

-Roi +-B06) 

-^06 +-ßo7) 
-^08 -\-^09) 
-i^M +^010) 
- -ß 011 + -R OlS ) 

--ßoii~h''2ou) 
--Bou + ^ßois) 

-^016 4"-'^ Ol«) 



1,^8 = 

1, c„ = 

l,i>7 = 



+ 1,^1.= 

+ 1,0,.= 

+ l,i>14 = 






+ Jlfco<^(-i2oe + i2o7), 

^8 = — Jlfco<9(— i2o8 + i2o»), 
+ 3fco(5ff— Äo» + Äoio), 
, E,,=-'Meotg{-Roii+Rou), 
-\- M eotg ( — -B 012 + -B oif ) , 



5. Aus den nach dem Verfahren ftkr vermittelnde Beobachtungen erhaltenen 

Werten Ro\ t ^m, ^0*9 -B 018 der Richtungen werden die wahrscheinlichsten 

Werte Äj, Ä», Rs, Äj« der Richtungen erhalten durch Beifügung der Ver- 
besserungen (i), (2), (3), (16), so dafs wird: 

Äi =i?oi + (I), 
Ri =Äo8 + (2), 
Äa =i2o8 + (3), 



(803) 



Äl8 = i?0,6+(l6). 



6. Behufs Bildung der umgeformten Bedingungsgleichungen (803) setzen 
wir hier zuerst die Zahlenwerte an, die den Diflferenzialquotienten E^, E^, 



zufahren sind:') 

^-\^otg(-R^^R^) =4-0,083, 
MJ-cotgi^R^ + Ro,) = + 0,138, 
M \cotg(—R^ + Ro^) = + 0,460, 
^A,^«'fl'(~^o9 + i2oio) = + 0,883, 



JS^i« entsprechend in die fünfte umgeformte Bedingungsgleichung ein- 



I 3/— eo<gf(~i2oii+.Boi,) = + 0,104, 

; 3/-lfo<9(-Äoi2 + i2oif) = + 0,230, 
I ^ 
>/\,co^Sr(-Äou + i2oi5) = + 0,333, 

! 3/ ^,,ro/j7(^iJo,5 + Äoi8) = + 0,227, 
I Q 



Die Zahlenwerte sind mit 100 000 multiplizirt angesetzt, wonach wir den 
Widerspruch f^ in Einheiten der fünften Dezimalstelle der Logarithmen zu 
nehmen haben. 

Mit diesen Zahlenwerten und mit den unter Nr. 4 erhaltenen Zahlenwerten 
der Differenzialquotienten A, B, C, D ergeben sich die folgenden umgeformten 
Fehlergleichungen : 



(803) 



-(i) + (2)- (5)+ (6)- (9) + lio)=/., 
-(2) + (3)- (8)+ (9)_(i2) + (i3)=/-„ 
-(3) + (4)-(ii) + (ia)~(i5) + (i6)-/,, 

+ (i)-(4)~ (6)+ (7)-(i4) + (i5)=/c/, 

— 0,083 (5) + 0,221 (6) -0,188 (7) -0,460 (8) + 0,843 (9) -0,383 (10) 

- 0,104 (II) + 0,334 (12) -0,230 (13) -0,338 (14) + 0,560 (15) -0,227 (16) = 

•) Vergleiche § 47, Seite 207. 



-f.^ 



Digitized by 



Google 



280 



Bedingte vermittelnde Beobachtungen. 



ILT. VLA. 



7« Nach § 32, Nr. 4, Seite 183 sind die Endgleichungen (t94), woraus sich 
die Aenderungen rftoi, dXf^, dxoz, dtot für die Näherungswerte der Richtungen 
auf dem Punkte P ergeben,: 

(\paa] = vp)dtoi + {[p<^f] = —p{»i — Oi))=0, 
([pbb]--=vp)dxoi + {[phf] = -p(8,-a,))=0, 
{[pce]=vp)dtoB + {[pcf] = -p{B;i'-ai))=0, 
{[pdd] = vp)dxo, + {[pdf] = ^p{s,^a,))=0. 

Die Endgleichungen (194); woraus sich die Aenderungen dx^, dx^^ dx^n 

für die Näherungswerte der Richtungen auf den Punkten Pi , P« , Pj , P* ergeben, 
stehen mit diesen Endgleichungen in keiner Verbindung, so dafs wir zunächst zur 
Bestimmung der Koeffizienten Qu, Qu, Q^, Qi*; Qn, Qu, Qa*; Q33, Q»*; Qu 
die folgenden Gleichungen (204) erhalten: 



vpQu = l, 
vpQr, = 0, 




»pQu = 0, 


vpQtx = 0, 
vpQ„ = l, 




vpQa=0, 
vpQ,»=o, 


Hieraus folgt, dafs 










«..=.■ 


' 


«« = ,V 


^»-'p' j «" 


_ 1 

~vp 



ist, während alle übrigen Koeffizienten gleich Null sind, 
also ' =?, =0,0417. 

vp '^^ ' 



Hierin ist v = 4 , p = 6 , 



24 



Wenn wir nun annehmen, dafs auf den Punkten Pi , P%, P» , P* die Winkel 
zur Bestimmung der je v = 3 Richtungen ebenso beobachtet seien , wie auf dem 
Punkte P und zur Erreichung des gleichen Gewichtes für alle Richtungen die Winkel 
so oh beobachtet seien, dafs p = 8 ist ') , so erhalten wir weiter auch 



A = 24 = <''<^" 



vp 



Q 55 — Q 86 Q n • • • • Q 16 16 

und für alle übrigen Koeffizienten Null.") 

8. Hiemach ergeben sich mit den unter Nr. 6 in den umgeformten Fehler- 
gleichungen gegebenen Zahlenwerten der Diffcrenzialquotienten A, B, 

folgenden Koeffizienten (21), (»), (®): 

(%, ) = ~0,0417, (», )=--~-0.0417, {(S, ) = -0,0417, 
(Sl, ) = + 0,0417, (©, ) = + 0,0417, (6, ) = + 0,0417, 
(»8) = -0,0417, ((£n) = -- 0,0417, 
(Ö9 ) = + 0,0417, ((5:,2) = + 0,0417, 
(2(„ ) = -0,0417, (!öi,) = -0,0417,|((§;„) = -0,0417, 
(9lio) - + 0,0417, '(©1,) = + 0,0417, (©,e) = + 0,0417, 



(305) ' 



3l5) = -0,0417, 
«, ) = + 0,0417, 



. . . JS: die 



(2)i ) = + 0,0417, 
(3)* ) = -0,0417, 
(2)« ) = -0,0417, 
(2)7 ) = + 0,0417, 
(S)u) = - 0,0417, 
(2),,) = + 0,0417, 



(©5)=: — 0,00346, 
(@,) = + 0,009 22, 
((S,) = _0,005 75, 
(©3).== — 0,01918, 

und die Korrelatengleichungen : ' 



(@j ) = + 0,03515, 
(e^o) = -0,015 97, 
(©11) = — 0,004 34, 
(e,,) = + 0,013 98. 



(©13) = — 0,009 59, 
(Gt4) = — 0,01389, 
(Gis) = + 0,02385, 
{e,e) = -0,00947, 



*) In Wirklichkeit sind die Winkel anders beobachtet worden, insofern als auf den 
Punkten nicht nur die je 3 Richtungen, die wir in unserem Beispiele benutzen, bestimmt 
worden sind. 

••) In den Veröffentlichungen der Landesaufnahme sind die Zahlenwerte der Koeffi- 
zienten Q in den im Winkelregister bei jedem Standpunkte angesetzten Gewichtsgleichungen 
enthalten. 

•••) Bei der Landesaufnahme: „Darstellung der Verbesserungen (1), (a), (3), .... 
durch die Korrelate I , II , III , .... 
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1. Bedingungsgleichungen. 



C S e . <rfn (-Jg^+jg,) gin (-^g+Jg ^ j^mC-A^+iZ,,) fnn{-R,^ +R,^) ^ ^ 



•«m(— i2,+i2,o)«i«(— -ßi8+-ßi8)«'»(— AöH-ßi«)«^»*!— ^6+A)" 



Fig. 65. 



2. Berechnung der Widersprüche und Zusammenstellung der Verbesserungen. 



Bezeichnung der 



Drei-|Punk-' ^j^^^, 
ecke., te. I 



Winkel. 



Verbesserungen 
der Winkel. 



cpl log shi a 
log sin ß . 



Verbesserungen der log. 



1. 



5. 



A \ß 

p V 

I 



— -ßo» +-R010 

— -B05 +-ßo« 

— -ßoi +-^0» 

Sa 

fa 



28]48;54,74 
68 22|57,46 
82i48|09,71 



-(9) + (10) -0,233 
-(5) + (6),+,0,060 
-( i) + ( a) -^'0,067 



0.316 9653 
9.9683264 



-0,383(~(9) + (io))| + 
+ 0,083(-(5) + {6)) + 



18o'oo'oi,91 
180|00 01,67 

!-; 0,24 



-;0,240 



P, a: — i2oii + -ßoi8 
Pj 1^: — -Boa +-B09 
P y: — i^M +-R0» 



I I 
42|29| 18,60 

24 35 46,88 

11254 55,88 



-(12) + (13)1+ 0,047 
■(8) + (9), + |0.325 
•(2) + (3)l + iO>109 



0.1704118 
9.619 3261 



-0,230 (-(12) + (13) 
+ 0,460(-(8) + (9); 



0,089 
0,005 



-0,011 
+ 0,150 



180 0001,36 
180 00 01,84 
i+ 0,48 



+ 0,481 



P4 [ö • -ßoiö +,-^016 

P» ß'» — ■ßoii + -ßoi« 



I I 
42 52 49,83 

6314202,80 

73 25,08,36 



■(15) + (16) + 0^26 

-(ii) + (ia)+;0,155 

(3) + (4) + 0.187 



0.167 1900 
9.952 5466 



-0,227 (-(15) + (16)) -0,051 
+ 0,104(-(ii) + (i2))+0,016 



18000 00,99 
180 0001,56 
; + | 0.57 



: + '0,568 



P. ;« 
■P* 1/» 



— -B014+ -ßois 

-Bo4 +Ä01 



5649 34,49 
32I18 41,37 
90,51 146,05 



•(6) + (7) -0,147 
•(14) + (15) -0,173 
■(4) + ( I) -i0,229 



0.077 2667 
9.727 9655 



-0,138(-(6)-|-(7))+0,020 
+ 0,383(-(i4) + (i5))!-;0,058 



180 0001,91 
1800001,36 
I— ■ 0,55 



!— '0.549 



9.9999984 

0.0000000 

+ 0,16 






+ 0,16(^ 
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(206) 



( i) = -0,0417 
( 2) = + 0,0417 
( 3) = + 0,0417 
( 4) = + 0,0417 
( 5) = -0,0417 
( 6) = + 0,0417 
( 7) = + 0,0417 
( 8) = "0,0417 
{ 9) = -0,0417 

(10) = + 0,0417 

(11) = -0,0417 

(12) = — 0,0417 

(13) = + 0,0417 

(14) = — 0,0417 

(15) = -0,0417 

(16) = + 0,0417 



^•^ + 0,0417 *^, 

*j- 0,0417*^, 

A^- 0,0417 *^, 

Jfc^ — 0,0417 ifcp, 

A^ — 0,003 46 &^., 

k^ — 0,0417 kjy + 0,009 22 k^ , 

ifc^ — 0,005 75 &£, 

*^ — 0,01918^7;, 

k^ 4. 0,0417 ^•,, + 0,035 15 ifc^. , 

Jtj — 0,015 97 *£, 

Ä^ — 0.004 34 it^, 

k^ 4_ 0,0417 kf^ + 0,013 93 k^ , 

ik^ — 0,009 59 Aj5, 

ik^ — 0,01389*^, 

k^ 4. 0,0417 kj) + 0.023 35 kj,j , 

ifc^_ 0,009 47 it^.. 



3. Bildung der Faktoren 


Nr. 


A. 


B. 


C. 


D. 


E. 


{«)••) 


(»)••) 


(6).') (D).*) 


(©).•) 


Am. \A(fs). \A{<i). 1 


1 


— 1 






+ 1 


• 


-4,17 


+ 4,17 




+ 4,17 


. 


. 


2 


+ 1 


-1 


. 


• 




1 + 4,171-4,17; . 1 . 


. 


+ 4,17 


-4,17 ' . 




3 


, 


+ 1 


— 1 


, 


. 




+ 4,171-4,17 


, 






. 




4 


. 




+ 1 


-1 


-0,083!! -4.17 


. + 4,17 


-4,17 


. 


. 


' 




5 


— 1 


. 


. 




. 


-0,346 


+ 4,17 


. 




6 


+ 1 


, 




-1 


+ 0,221 


+ 4,17 


_ 


* 


-4,17 


+ 0,922 


+ 4,17 








7 




. 




+ 1 


-0,138 




, 




+ 4,17 


- 0,575 


. 


. 






8 




— 1 






— 0,460 


. 


-4,17 




- 1,918 


. 


. 






9 


-1 


+ 1 






+ 0,843; 


-4,17; +4,17 




. 


+ 3,515 


+ 4.17 


-4,17 






10 


+ 1 


. 






- 0,883 


+ 4,17 


^ 




. 


— 1,597 


+ 4,17 


. 






11 




. 


— 1 




— 0,104 




, 


-4,17 


. 


-0,434 


. 








12 




-1 


+ 1 




+ 0.334 




-4,17 


+ 4,17: 


+ 1,393 


. 


. 


1 




13 




+ 1 


. 




-0,230 




+ 4,17 


• 1 • 


-0,959 


. 


1 




14 






, 


-1 


— 0,333 


. 


-4.17 


- 1,389 


. 


. 




15 






- 1 ] + 1 


+ 0,560 . : . ! -4.17; +4.17 +2.335 


. ! 




16 




, 


+ 1 


. 


— 0,227 


. i+4,17l . 1 — 0,947 


. 1 . 




1 1 :■ 


1 j 
1 


+ 25,02 — 8,34 




4. Auflösung der 


[^(«)]. 


M (»)].,[>! (6)]. [^(D)].! M(G)].' -/,.•) 


[!?(»)]. [Ä(6)].[ii(3))].''[5{(S)]. -/,.') 


+ 


25,02 


-i8,34 




. - 8,34 i—; 3,844 


+ 


24,0 


+ ;25,02-8,34 ' . . ^4:3,081 —48,0 
— ! 2.78 ^i . '-,2,78 ii- 1,281 + 8.0 






+ 


0,333 






+ 0,333 1+: 0,1536 


1 

+ 


0.959 
0,297 


1 : 




ii , 


+ '22.24.-8.34 1-12,78 j 


+i 1,800 1!- 


- 40,0 




i 
1 , ; 


- 0.536 


+ 0,375 


+ 0,125 


— 0,0809; 


f 1.799 










1 


1 


, 1 




- 


- 0,156 






1 




1 


+ 0,814 


" : i' 




- 0,201 


i 






1 ' 

; , 1 




1 


■ 


+ 1,001 








_ 




! 




! '' 


A_ 


-, 0,384 




' 






1 




^n 1 


fl 2,443 



•) Die Koeffizienten ( ST ) , ( ö ) , 
hier mit 100 multiplizirt angesetzt. 



, . ( G ) und die Widersprüche /"„ , /^ , . . . ./e sind 
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Dieselben Korrelatengleichungen erhalten wir, wenn wir nach den Formeln 
itWi) die Ausdracke 



[3] = + *j — *c. 
[8] = -*^-0,460t^, 



[ 9] = -*^ + *Ä + 0,848l-£, 
[10] = + *^ -0,383*^, 
[II ] = -*<, -0,104 tjf, 
[ia] = -*^ + to+0,834*^, 
1 13 ]-= + ** -0,230*4., 
[T4J = -fc^-0.383*£, 
[i5] = -*o+*i> + 0.560*£, 
[i6] = 4- 4^-0,227*^ 



bilden*) und diese zusammen mit den unter Nr. 7 erhaltenen Zahlenwerten der 
Koeffizienten Q in die Gleichungen (308) einsetzen. 

9. Die weiteren Rechnungen können ohne weiteres nach den allgemeinen 
Formeln (309) bis (315) ausgefOhrt werden. Wir lassen daher hier sogleich die 
gesamte Zahlenrechnung folgen: (Siehe die Tabellen auf Seite 281 bis 284.) 



der Endgleichungen. || 


A(^): A(Q). 


J?(ö). J?(©). J?(2)). 


B{Q), 


0(6). iC(2>).| 0(6). |[ I>(J)). 1 7)(e). 1 


■B(e). 


1 i 1 
— 4,17' .... 




1 1 


+ 4,17) . 




+ 4,17 . ! . 


] 


1 


. 


. 


+ 4,17 -4,17 . 


1 . 


+ 4,17 


, 


, , 




1 


. 1 . ' . 


1 


+ 4,17 


-4,17, . 


+ 4,17: . 


. 


+ 0,346 


' 


1 


• 1 • ' -1 


• 


+ 0,0287 


-4,17 +0,922 


. 1 

+ 4,17 '. 1 ; 


■ + 1,918 




* 


+ 4,17—0,922 
+ 4,17 |- 0,575 


+ 0,2038 
+ 0,0794 
+ 0,8823 


i - 3,515 


+ 4,17 


+ 3,515 


, 


, 


, 


. 1 . 


\- 2,9631 


. 1 - 1,597 


. 




, 


. 


, 


, 


, 


+ 0,6117 


i . : . 




, 


+ 4,17 




+ 0,434 




-h 0,0451 




1 


+ 4,171-4,17 




- 1,393 


+ 4,17 




+ 1,393 




+ 0,4653 


. 


1 


+ 4,17 . 






— 0,959 


1 


. 


, 


+ 0,2206 


. 


. 








. 


. ! . 1 


+ 4,17+1,389 


+ 0,4625 


1 


. 




1 


+ 4,17 |- 4,17; -2,335 


+ 4,17, +2,335 


+ 1.3076 


. 


. 




1 . 


+• 4,17: . , — 0,947 




+ 0,2150 


— 8,84 


-3,844 


+ 25,02 1- 8,34 




4- 3,081 


+ 25,02,-8,34,-1,455 


+ 25,02 j + 2,227 


+ 7,4851 


Endgleichungen. | 


[<7{©)]. 


[C(2))]. 


[0(6)]. 


-/c.') 


[D{X)].\ 


[i)(@)].| 


-fä-') 


[Em]. 


-/.••) 


Probe. 


+ 25,02 


1 
-18,34 





1,455 


1 

-1 57,0 


'\ \ i! 1 
+ 25,02 + 2,227 ii-f-.55,0 


+ 7,485 


- 16,00 


1 






* 1 * 




. 


. 


- 2,78 - 


-| 1,281 


+ 8,0 


— 


0,591 ; 


+ 


8,69 


+ 0,23 


+ 


0,092 


— 3,13 


-' 1.05 


+ 


0,675 


-' 15,0 


-! 0,85 ■ 
- 4,03 - 


f| 0,225 


- 5,0 


— 


0,146 
0,028 


+ 


8,24 
2,57 
1,27 


+j0,71 
+ 2,3fl 

+ 0,41 

^'o,24 


1 + 


1,173 
1,521 
0,884 


+1 21,89 


- 


9,39 


1- 


0,780 


Hl 72.0 


-' 0,335 !-'30,9 


, 


+ 


0,429 


:+ 

i 
1 


0,0356 


1 + + 

O O CO 


+ 17,86 - 


f; 0,836 + 27,1 


0,039 - 


1 


1 


-, 0,0468 1|- 1,517 


+ 6,681 1 


± 


12,91 
1,982 


9 +;0,309 




1 


— ; 0,090 


_ 




+ 3,97 

1 


7 + 3,979 








kc 


I+; 2,669 




! '1 


' ^'D 


— 1,607 


k 


/; 







*) Bei der Landesaufnahme : Ausdrücke der Gröfsen [i], [a], [3], 
Korrelate I, II, III, 



. . . durch die 
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4; 

c 
^ . 
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CO CO 

CO oa 
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2S 

CO Oä 

Ö oi 
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ö o^ 
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C* (M 

CO *0 

Ö oi 



Ö oä 



1-1 (M -«^ 

»O iO CO 

"* i> oT 

Ä »O O 
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-^ o« "^ 
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10. Wenn, wie im vorliegenden Beispiele, alle nicht quadratischen Faktoren 
der Endgleichungen (194) gleich Null sind, so werden nach den Gleichungen (804) 
auch alle die Koeffizienten Qu, Qu,..-, Qti , Qu, , Qn , Qk, gleich 

Null, während Q,, = ^^^y ^^^^fpbby ^""^rP^]' •*" '^*''^' "^^""'^ ^*^^ 
dann nach den Formeln (205) ftkr die Koeffizienten (91), (S), .... ergiebt : 

^^'^^ipaay ^^'^ = [ib\y <*«^ = r/>c'^ ]'••••' 
• » 

wahrend die Korrelatengleichungen (304) , wenn wir noch die Bezeichnungen 
P, :=[p«o], P,z=[pbb], P,=i[pee], einf&hren, übergehen in : 

pT'-'+p-' 



(i)=p-t^+p^*i, + ... 



('^)=PJa + p\''j,+ 

und die Endgleichungen (800) in: 

[^p-]*^+K?l'^+--=^«' 

Diese Korrelaten- und Endgleichungen stimmen überein mit den im V. Ab- 
schnitte aufgestellten Korrelatengleichungen (150) und Endgleichungen (157)> woraus 
folgt, dafs wir in dem vorbezeichneten Falle den zweiten Teil der Ausgleichung 
auch ohne weiteres ganz ivach dem im V. Abschnitte behandelten Verfahren ftkr 
bedingte Beobachtungen durchführen können, wenn wir die nach dem Verfahren 
für vermittelnde Beobachtungen erhaltenen Werte Xq, yo, 'o, <••. als unabhängige 
Beobachtungsergebnisse mit den Gewichten P^ , P^, P^, einfahren. 



VIL Abschnitt 

Gewichte und mittlere Fehler der wahrscheinlichsten 
Werte der zu bestimmenden Gröfsen und von Funk- 
tionen derselben. 

1. Kapitel. Für vermittelnde Beobachtungen. 

§ 62. Gewichte und mittlere Fehler der wahrscheinlichsten 
Werte der zu bestimmenden Grorsen. 

1. Die Gewichte P^, P , P, , der wahrscheinlichsten Werte x , y , « , 

der zu bestimmenden Gröfsen ergeben sich mit den bekannten Gewichten Pi, Pt , 

P9, --"Pn ^^^ Beobachtungsergebnisse ^i, ^t, Ä^, Ä^ nach den Formeln (40) 

bis (45) , sobald wir die wahrscheinlichsten Werte / , y , a , als Funktionen der 

unabhängigen Beobachtungsergebnisse JLi , X^, X^ , X^ dargestellt haben. Aus 

den Formebi (111) 
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folgt nun, dafs die Gewichte der wahrscheinlichsten Werte i, y , t , gleich den 

. . . der Näherungswerte j , 9 , 3 , 

der fest bestimmten Näherungswerte 



Gewichten der Aenderungen dj, dt), dj, 
sind; denn die Gewichte p^, p^, p., 

sind = oc und demnach ist — = — = — . 



folgt, dafs 



1 



1 



1 



. = 0, womit nach Formel (41) 



1 



P ' 



ist. Ebenso sind auch die Gewichte der Beobachtungsergebnisse Jii,^%t Ji%9 ^^ 

gleich den Gewichten der Abweichungen fx, f%y fz, /„ zwischen den Beob- 
achtungsergebnissen ^1, ^», Xzt X,^ und ihren Näherungswerten / , , / 2 , 

Z 8 , ^, I da letztere aus den Näherungswerten s , 9 , j , der zu bestimmenden 

Gröfsen immer mit solcher Genauigkeit berechnet werden können, dafs ihnen 
auch das Gewicht 00 zugeschrieben werden kann. Demnach können wir auch die 
Gewichte Px9 ^y* ^»9 • • • • ^^^ wahrscheinlichsten Werte x , y , z , .... nach den 

Formeln (40) bis (45) erhalten, wenn wir die Aenderungen d^c, dy, d^, als 

Funktionen der Abweichungen /i , /j , /j , /„ darstellen. 

2. Um die Aenderungen dj, dp, dj, , . .. als Funktionen der Abweichungen 
fi) fit ftf "" fn darzustellen, lösen wir zuerst die Endgleichungen 

[paa]dE+[pa6]d94.[pac]da + ....[pa/] = 0, 
[pa6Jds + [p66]d9 + [p6c]d3 + ....[p6/] = 0, 
[pac]dj + [;)6c]d9 4-[pcc]d3 4-....[pc/']=0. 



«1«) 



allgemein nach dj, dp, dj, auf und zwar mit Hülfe der Koeffizienten Qu, 

Q12, Qi«, . ..; e»i, ^M, Qm, ....; Q«i, ö»«, Qa»,...; .., die wir wiederum, 
wie im § 60 derart festsetzen, dafs sie den folgenden Gleichungen genügen: 



(217a) 



(3i:b) 



(8i:c) 






1 



[pac] Qn + [i>*«] Qi. + lP««] Qi» + . 



[paa]y2i4-[pa6]Q„ + [j?ac]Q23 4- =0 



Wir multipliziren die Endgleichungen (216) zuerst mit den Koeffizienten 

Q 11 > Qu, Q iB > I addiren danach alle Gleichungen imd erhalten unter Beachtimg 

der Gleichungen (217 a): 

(la*) cfj--[pa/](2u-[i>6/]Öi2-[/>c/]Q,8-.... 

Sodann multipliziren wir die Endgleichungen (216) mit den Koeffizienten 

Q »1 , Q 22 , Q 23 , , addiren danach alle Gleichungen und erhalten unter Beachtung 

der Gleichungen (217 b) : 

(Ib*) d9 = -[i>fl/]Q,,-[p6/]Q„-[p^/]Q«8-.... 
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Ferner multipUziren wir die Endgleichungen (316) auch mit den Koeffizienten 

Qsii Qn, Qu, , addiren danach alle Gleichungen und erhalten unter Beachtung 

der Gleichungen (tl7c): 

(lO ^3 = -[/>a/]Q.,-[;>6/]Q«-[j>c/]e„-.... 

u. s. w. 

S, Die Gleichungen (l*) können wir auch schreiben wie folgt: 

(la*) rfs = — l>iai/i Qu—Pi^ifi Qu— Pic,/i QiB — .... 

— Pja«/sQii^P«*iA Qu— i>«c»A Qu — .... 

— />»« b/bQ 11— i^B ^b/s Qu— P»c,/, Q „ — .... 



(Ib^) 



dO 



-/»n «n/n Qu -/'n ^n/"* Q 1» - />« ^n/n Q 1» ■ 
d9 = — j?ia,/, Qai— p,6i/i Q»2— Pi^i/i Qw 

— p,a,/, Q,i— pjfcj/'j Qgg— Pa^sA Q«B- 

— Ps^t/tQu —Pi^iftQi^—PsCzfzQn- 



di = - 



Pn^nfnQ^i—Pn^nfu Q « " /*« «^n/» Q" " ' 
Pl<ilfl Qbi— Pl^l/l QbS— i>lClAQBB — ■ 

— P%(^tf% Qbi— Pj^jA Qat— jP««2AQb» — . 

— PBÖB/BQst— PBftB/sQB«— PBC8/8Q8B — 
— Pn««/'«Q»l— Pn^w/nQ!«— ;^„<*^/*Q8B-. 



(2a') 



(2bT 



Setzen vnr nun: 

ai = >/piai Qn + yPi^iQu + V^i»!«! Qu + ...., 
a« = y/>«a2 Qn + V^-P«*« Qu + }//>« «2 Qi8 + .---> 

« B = l//> 8 « B Q 1 1 + /P B * a Q U + V^^ « 8 Q U + • . • • » 
I 

«« = >6>««»Qn + yi'„*nQ« + >^^%Qi3 + ....; 

ßt = ^P%a^ Qji + ypj6,Q„4-}/p,c, Q28 + ...., 

i^B = l//>8 «B Q»l +1/Pb ft 8 QbB + >/p8 <^ B Q JB + . . . . , 



(2c') 



^n = >^Pn%Q*i+V>,>«QM + >6>n<'nQ" + ---; 

yi=>6>iai Qbi + ^Pi^I Qt2 + >/piCi Q88 + ...., 

rs^ypl«« QB1+Vi>2*2 Qn-\-'^Pt^% Q8B + - ••> 

y» = Vi>8« 8 Q8i4-ypB*BQ8« + Vi'«^»Q«» + ••••! 

• > 

y« = l//^. «« Qbi + >6>„ ^n Qbs + yi>« ^, Q33 + . .. ., 
9 

so gehen die Formeln (!•) Ober in: 

dl=aiYp]f, + «« yP^ A + «B y^ A + ""<^nfPnfn=[^Vpf]p 

dy = ß,yp,fi + ß^Yf»f^ + ßnyp~zfz + ...,ß„}/p~^f^ = [ß}/pf], 

di = yiVp'ifi + r^Vp~tf2 + rs^Pif» + ^^..rn}fp~nfn = lYVpfh 

womit die Aenderungen d^^, dt), d^, .... als lineare Funktionen der Abweichungen 
fi f fi9 ft, fnt deren Gewichte p i , Pip Pz, />„ sind, dargestellt sind. 



(3') 
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4. Unter Beachtung der Ausführungen unter Nr, 1 ergiebt.sich hiemach und 
nach Formel (43) für die Gewichte P^. , P^ , P, , der wahrscheinlichsten Werte 



^, y, «I 



(4i 



. . . der 2u bestimmenden Gröfsen : 



1 



= aiai+«s«2 + ö8Ö8 + -«'.o« «» = [««]» 






und danach ftlr die mittleren Fehler M^ , M^, M^, der wahrscheinlichsten 

Werte x , y , z der zu bestimmenden Gröfsen nach Formel (35) : 

5. Wenn nun auch im Vorstehenden sämtliche Formeln gegeben sind, wonach 
die Gewichte Pg , P^^ , P, , .... erhalten werden können, so sind doch noch weitere 
Entwickelungen notwendig, um zu Formeln zu gelangen, wonach die Zahlenwerte 
dieser Gewichte einfacher erhalten werden können, wie nach den bisher entwickelten 
Formeln. 

Multipliziren wir zu dem Zwecke die Gleichungen (2*) zuerst mit "/p i a j , 

Vi>«««> y?»««, l/p^^n» sodann mit }/p 1 6 1 , yp2*j, j/ps^s, T^«*«» ferner 

mit }/?> i c 1 , yp2 c 8 , }/p 8 c 8 , iPn ^n "• s. w. und addiren wir danach die einzelnen 

Gleichungsgruppen, so erhalten wir unter Beachtung der Gleichungen (217): 
["^~aa] = [paa]Qii + [pa6] Q« + [p ac] Q,a + . . . . = 1, 
[y^6a]=[i>a6]e„ + [p6 6]Qi, + [i>6c]Q„+ ... = 0, 



(6a') 



(6b') 



(6c) 



[yp"c/?]=[poc] Q„ + [p6c] Q„ + [i>cc] Q„ + .... = 0, 



[y^cy] =[/>ac] Q8, + [p6c] Qm + [pcc] 08, + ... . = 1, 



Multipliziren wir nun weiter die Gleichungen (2') zuerst mit ai,a2>as,....a^; 

sodann mit ßx^ ß^, ßt, ß^) ferner mit Xi, i j , >l 8 1 .^„ u. s. w. und addiren 

wir danach alle Gleichungsgruppen unter Beachtung der Gleichungen (6') , so folgt : 

[aa] = [>/^aa]Qi, + [|/p"6a]e,2 + [>/i>ca]Qi8 + .... = Qn, 

[«/?] = [j/p«/?] Qu + [>/pM]Qi« + [yp^c/»]Qi8 + .... = Qu = Q«, 

[ay] = [y^ay]Q„ +[>//> 6 7]Qi8 + [>/p"cy]Qi8+.... = Qi8=Q8i, 



(7*) 



[i?^] = [>/p«/?]Qfi + [>6>M]Q2t + [y/>c/?]Q28 + .... = Q«, 
[/?/] = [V'^«y]Q«i + [l/p^fty]Q22 + [yp"cy]Q,8 + .... = Q«8=Q8.; 
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Hiernach und nach den Formeln (4*) und (5*) ist dann: 



(220) 
(221) 



1 



= [««]=Q„ 



-p=[ßß]=Qn, 
» _ 

3/,= ±m]/-^, 



1 






M, = ± m 



Die KoefBzienten Qn , Qn, Qn, • • - • sind bestimmt durch die Gleichungen 

(217) und somit erhalten wir die reziproken Werte der Gewichte P^p , P^, P, , 

durch Auflösung der Gleichungen (217) nach diesen Koeffizienten. 

6. Die Gleichungen (217) haben die Form der Endgleichungen (118), so dafs 
wir sie nach dem im § 27 behandelten Verfahren auflösen können. Die Faktoren 
[paa], [pab], [pae], ....; [pb b], [p bc], . , . ; [pcc]; ....; .... der Koeffi- 
zienten Qu, Q„, Qu, ...,; Q,i, Qn, Qu ; Qsi, Q«, Qm, ....; ... 

stimmen Qberein mit den Faktoren der Aenderungen djc, dt) , d^, .... in den End* 
gleichungen (118), wonach, wenn die Auflösung dieser Endgleichungen vorliegt, 

es bei Auflösung der Gleichungen (217) entbehrlich ist, die Faktoren 9s, 6 1 > ; 

dt, ; der reduzirten Endgleichungen nach den Formeln (120b) neu zu 

bilden und die Auflösung der Gleichungen (217) beschränkt werden kann auf die 
nach den Formeln (120b) erfolgende Bildung der Werte ga, g», .... und auf 

die Berechnung der Koeffizienten Qu, Q„, Qu, ; Qu, Q«, Qm, ; Q«, 

Qm, Qm, ; 9 oder danach den Gleichungen (?•) Qit = Q»i , Qib= Qbi, • ...; 

Qu=:Qn, ; ist, auf die Berechnung der Koeffizienten Qu, Qu, Q is , ; 

Q «« , Q M, . . • . ; Q M , • . . . ; .... 

Zuerst ist nun für die Gleichungen (217 a): 

fi--l, I f, = 0, I f, = 0, I ...., 
und somit nach den Formeln (120 b). 



(218a) 



5.--^fi, 



Ol »1 



und nach den Formeln (ISS) ftlr die aus diesen Gleichungen zu be> 
rechnenden KoefBzienten Qu, Q,t, Qu, — , : 



«.. = ....- 



Q.. = -J^Qu-. 

tt, 01 



6.' 

».' 

iL 



Sodann ist ftkr die Gleichungen (817 b): 

f.=0, 1 f, = -l, I f. = 0, 
und somit nach den Formeln (180 b) : 

und nach den Formebi (ISS) Ibr die aus diesen Gleichungen zu be- 
(818b) { rechnenden Koeffizienten Qn, Qu, — ,= 



f» = — » 5i 



Qu = ..- 



0> 
6.' 

o — ® » o — ^J 

Hn jn~ V»» — •••• — « I 



KolL >. Aall. 



19 
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(318c) 



f, = -l, 



I 



Ferner ist für die Gleichungen (317 c): 

f,=0, I f. = 0, I 

und somit nach den Formebi (130 b): 

5, = 0, I S. = -l, 1 ...., 
und nach den Formeln (13S) ftir die aus diesen Gleichungen zu be- 
rechnenden Koeffizienten Q n , : 



Qt 



5. 
6,' 



u. s. w. 

Mit den in den Gleichungen (318) für f,, f,, f», , 5», 5», 

führten Werten ergeben sich nach Formel (13?) die Rechenproben: 



ange- 



(319) 



f. = -l 


f. = 


f. = 


f4 = 
Ol 

3)., 


f»=o 

-ff' 

Ol 


Probe. 


f.=-i 

5.=-i 


f.=o 


-6.5« 


Ol 

->• 

öl 
Ox 


+ 1^5. 
+ ©;»• 


=s. 


3!,o 


= 3. 


5. 


=s. 


5. 


=5« 


6. 


= 5« 


3)4 


5« 


= 5» 


5. 


= Q« 


= <?„ 


= «,4 


= Qu 


= Q.. 


= Q.. 


= Qh 


=«.. 



§ 63. Gewichte und mittlere Fehler einer Funktion der wahr- 
scheinlichsten Werte der zu bestimmenden GrOfsen. 

1. Wenn das Gewicht P^ und der mittlere Fehler M^ einer Funktion 
(233) L = (p(x, y, 2, ....) 

der wahrscheinlichsten Werte x, y, m, der zu bestimmenden Gröfsen, die in 

ein und derselben Ausgleichungsrechnung vorkommen, ermittelt werden soll, so 
dürfen wir dies nicht ohne weiteres nach den Formeln (45) und (38) ausftüiren, 
weil die Werte x, y , » , .... nicht unabhängig von einander sind , sondern sämt- 
lich Funktionen der von einander unabhängigen Beobachtungsergebnisse Äi , JL^, 

^Sf A,^ oder der Abweichungen /*, , ft, f^, f^ sind. Deshalb müssen 

wir, um das Gewicht oder den mittleren Fehler von L zu finden, L zuerst als 
Funktion von ^,, ^2, ^a, -^„ oder /i , /* , /"» , /„ darstellen. 

Führen wir für die partiellen Düferenzialquotienten von 9p (i, y, a, 
= q>U + dTc, 9 + dr), ^-\-di, ) nach £, 9, Si die Bezeichnungen 

dg) 



) 



(333) 



'1 — -ftl, 'a — 



lz = 



^8' 



aj' - er)' 

ein, so wird: 

(1*) L = (p{x,y, 2, .,.,) = (p(i,r),^, ....) + ^<^E4-^«^9 + ^^i + .... 
und wenn hierin für dj , dt) , d^, — die Werte in (3'j des § 62 eingesetzt werden 
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Nach diesen Formeln ist fUr einen Fall, wo die Gewichte ftür 5 zu be- 
stimmende Gröfsen zu berechnen sind, das folgende Schema zur Berechnung von 
Qu, Qi., ....Qis; Qu, Q.B, .... Q.»; Q«, Qu, Q»; Qu, Qi^; Qbö aufgestellt, 
wonach das Rechenschema auch ftlr jeden anderen Fall ohne weiteres angeordnet 
werden kann: 



f.=o 


Probe. 


f. = -l 
5.=-l 


f«=o 


f, = 


Probe. 


f.=-i 

54=-i 


f. = 

-•^-■^ i 


Probe. 


f. = -l 

3. = -l 




+l-;5. 


+ Il5* 
+ C.5» 


5. 

6. 


= 5« 


»4 

2)4 

©4 


= 5. 


= <2.. 


5. 


= 5. 


= Q4. 


=5. 




= e«4 


= «44 




= Qm 


= Q« 


= e» 


= Q« 



(2*) 






(3*) 



Hiermit erhalten wir dann nach Formel (4S) f&r das Gewicht P^ von L: 

^- = («.'. + /».'. + y. '. + .•••)', 

+ (a. /. + /», i, + y,i, + ....)', 



oder: 

(4') 



+ («,'. + ^«'. + )','. + ••••)' 



+ [yy]'.'. + . 

oder nach den Gleichungen (7*) des § 62: 

(884) -p- = 'ii.Qn + 2/./,Q„ + 2/,f,Qu + ... 

'' + 'w,eM+2/,/,Q.,+... 

+ ... 



19* 
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i. Fohren wir noch die Holfsgröfeen Qi, Q», Q,, . 
derart fest, dafs 

[pa6] Q, + [p 66] Q. + [p6c]Q, + .... = «,, 
[pae]Q, + [pbe]Q, + [pct]Qt+.... = lt, 



ein und setzen diese 



(885) 



und damit nach (1*) und (7*) des § 62: 



(5*) 



wird, so wird: 

{8Wa) 



>-='i <2. +'.«.+'. e.+. ••.=['e]- 



Indem wir dann weiter die Bezeichnungen der Formeln (180 a) einführen 

jedoch für f j , f t , f s , die Diiferenzialquotienten li , <i , I| , .... nehmen, dann 

die GrSfsen 9i, S«, — ; @i, ....; .... nach den Formeln (130b) und dazu: 



(886) 



2, = ;,-^«,, 



8. = i.-i'i.-|>2., 



1 



bilden, erhalten wir nach Formel (127) noch einen zweiten Ausdruck fQr 
nämlich: 

(887b) ir^^+h^+h'^*+-- 

Hiemach folgt nach Formel (SS) für den mittleren Fehler 3f^ von L : 
(288) ^L=±«»]/p^. 

S. Die Zahlenwerte von Qi, Qa, Qsi •••• und von j,— können zweckmfifsig 

nach dem folgenden Schema (329) ftir die Auflösung der Gleichungen (225) berechnet 
werden, das dem Schema ftkr die Auflösung der Endgleichungen (118) nachgebildet 

ist, mit Weglassung der Berechnung der Gröfsen fdt, iS«, ....; (It, ; , 

deren Zahlenwerte ebenso wie die der Gröfsen Ui, bj, c,, unverändert aus 

der Auflösung der Endgleichungen im Schema (124) zu Obemehmen sind. Das 
Schema ist eingerichtet für den Fall, dafs q = b Endgleichungen vorliegen ; für jeden 
anderen Fall kann es leicht vereinfacht oder erweitert werden. 



(22») 



«. 


«1 


Ol 


I4 
0, 

-li«. 


-®*2 


Gewicht P^ . | 


Ol 
Ol 


4-8«9 




=a. 


-li«- 


= s. 


.8. 

-li«. 


= 24 


2)4^' 


= 2. 


2, 


1 


= «. 


= Q. 


= Q. 


= «4 
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§ 64. Beispiele zu dem in den §§ 62 und 63 entwickelten 

Verfahren. 

Die entwickelten Formeln u. s, w. wollen wir jetzt auf die im IV. Abschnitte 
behandelten Beispiele anwenden, soweit dies von Interesse ist 

1. Zu § 81. Bogenschnitt gemessener Längen. 
Zur Berechnung der Gewichte P^, P^ und der mittleren Fehler 3f,, M^ der 
wahrscheinlichsten Werte x , y der Koordinaten des Punktes P haben wir : 



msa) 



ffi =-1, 

ü — _^» 



(9. =-1, 



(330) 



(881) 



p~ — Qu» 









Die vier Formeln zur Berechnung von Q n können zusammengefaßt werden zu : 

0,01», Ol «»0, \0, / 

so dafs wir fllr den Fall, dafs nur 2 zu bestimmende Grössen x, y vorliegen, die 
einfachen Formeln haben: 

^"= + »,oV ^"= + »^' 

Hiemach gestaltet sich die Auflösung der Endgleichungen und die Berechnung 
der wahrscheinlichsten Werte x , y der Koordinaten, sowie der Gewichte P, , P^ und 
der mittleren Fehler 3/^ , 3/^ in unserem Beispiele wie folgt : 



ttl 


+ 15,17 


b. 


+ 0,62 


fi 


-2,45 


Ol 


+ 11,82 
-' 0,03 


f. 

5. 


+ 


2,93 
0,10 


Probe. 1 




1 




a. 

Ol 


1 

j-i 0,041 

1 
1 

;o,78 

1 


_1> +0,161 


«1 

J5 


— 


0,894 
0,679 


dt 


— 0,010 


». 


+ 11,79 


-2,88 
+ 0,240 


1 


+ 0,151 


1 "9 — »- 


+ 


1,073 


Qu = 


1 


6» 1 , 

o,»,]| 


0,0661 
15,1 


..=J 


1 =^ 10,0848 

iV , 11.8 

1 

r 




1 




2 


'— 


0,870 
0,703 




! 


'i ! 


-| 1,073 1 


X = 5 + d j = 6 823,76 + 0,15 = 6 823,91 m , 
y = 9 + ^9 = 2806,00 + 0,24 = 2 306,24m, 


3/, = ± m y^ =+ 0,50 • 0,26 = ± 0,18m, 
.Vy = + m l/-^- = + 0,50 • 0,29 = ± 0,14 m , 
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2. Zu § 82. Richtungsbestimmungen aus Winkelbeobachtungen. 
1. Den im § 32, Nr. 4 entwickelten allgemeinen Endgleichungen entsprechen 
auch die Endgleichungen: 

vpdti = — [pef], 



(118) 



Demnach sind die hier zu benützenden Faktoren der Endgleichungen: 
ai = -\-vp, bi=0, Ci = 0, , 



(180a) 
(180b) 

(S18a) 



f>i = + vp, C2 = 0, 

C, = + vp, ... 



»« = ft. = + *'i>, 



l^ = Cg = + vp, 



(»8b) 



(818c) 



Hiermit ergiebt sich nach den Formehi (818) 

fi =-1, f. =0, f. =0, ... 

S. =0, 5. =0,... 

Qii = ^, eii = 0, Q,8 = 0,... 

fi =0, U =-1. fi =0,.... 
g. =-1, Si = 



e«= 



vp' 



Qu = 0, ... 



f fi =0, U =0, f, =-1, ...., 

vp' 



Hiemach istQn = QM = QM = = — , femer das für alle ausgeglichenen 

Richtungen gleiche Gewicht P nach Formel (880) : 

P=vp, 
und der ebenfalls fOr alle Richtungen gleiche mittlere Fehler M nach Formel (881) : 



M=±m'\/—. 
¥ vp 



In unserem Beispiele sind zur Bestimmung von v = 4 Richtungen die Winkel 
derart beobachtet worden, dafs das Gewicht der Beobachtungsergebnisse p = 6 ist. 
Somit ist das Gewicht der ausgeglichenen Richtungen 

P==vp = 4.6 = 24 

und ihr mittlerer Fehler 



^^=±'"l/^=±^'<>«l/24=±^'21"- 



2. Der wahrscheinlichste Wert Tf'^.« eines Winkels wird aus den aus- 
geglichenen Richtungen jR„ und R^ erhalten nach: 

Somit ist nach Formel (883): 
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L = - 



dB', 






sodann, da nach Nr. 1: ^,«=0«,« = - i ^nm = ^ »st, nach Formel (824): 



Pw vp vp 



oder Pfy^^vp, 



vp 



ferner nach Formel (288) : 



j«f,K=±my^=±myA, 



wonach in unserem Beispiele das Gewicht der wahrscheinlichsten Werte W der 
Winkel 



^Hr=o^P 



^.46 = 12, 



und ihr mittlerer Fehler: 



^''V = ± m ]/^ = ± 1.08 Vä = ± 0,80" 



ist 



S. Zu § 33. Richtungsbestimmungen aus Richtungssätzen. 

1. Verfahren. 
Im § 33 haben wir zur Bestimmung der Richtungsänderungen dx^ ,dtf, ,,..dx^ 
unter Nr. 14 die Endgleichimgen 



Sdxi—do^'^=0, 
3<ir, — do^ =0, 
3dr,-<io^'' = 0, 



3dr4 — <2o^ =0, 
3dr5-do^^ = 0, 
3dr, — do^^=0. 



und zur Bestimmung der Aenderungen do^ , do", do^^\ do^^ <^cr Orientirungs- 
winkel unter Nr. 18 die Endgleichungen 



+ ?<'o' 






13 
3 

1 



+ 47,3 = 0, 
+ 22,6 = 0, 



+ l-äo^ 



11 



+ 3-do^^~24,3 = 0. 



Von den diesen Endgleichungen entsprechenden reduzirten Endgleichungen 
(122) stimmen die ersten acht überein mit den angeführten Gleichungen und die 
beiden letzten sind 

+ 4,30^0^^^+26,2 = 0, 
+ 3,64<io^^- 20,2 = 0. 
Demnach sind die Faktoren der reduzirten Endgleichungen mit den Bezeich- 
nungen der Formeln (120 a) und (120 b): 



«1 = + «, I ^1 = 0, 

l»i = + 8, 



c,=0, 


b, = o, 


'i=0, 


fli = 0, 


«. = 0. 


3), = 0, 


«. = 


®, = 0. 


ffa = + 8, 


2>a = 0, 


«3 = 0. 


©, = 0. 




3)4= + 3, 


«4=0. 


®4 = 0. 






«s = + 8. 


®5 = 0. 



^1 = 0, 

*.=-l. 

«3 = 0. 
*4 = -l. 
*5 = 0, 

i®e = + 8. «6 = 0, 

- = + 3,67 , 



«1=0, 
3. = 0, 
3a = 0. 
Ö4 = 0, 
3s = 0, 

36 = -l. 

37 = 0. 



ff. = o, 

«3=0, 

«4 = 0. 
«» = 0. 
«6 = 0. 

«7=0, 



38r= + 4,83, ,5r8= 0,88. 
|Ä9 = + 4,30, 



Ti = 0. 
if, = 0, 
?»= - 1. 
«4 = 0. 
?5 = -l. 
^ = 0, 
8, = + 0.38, 
^ = 0. 
V»=0, 
|V,o = + 8,64. 
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Damit ergeben sich die Gewichtskoeflizienten Qu , Qn, • ■•■ Qu nach den 
Formeln (818) wie folgt: 

52 = -i,S. = 54 = 5. = 3. = 0, g, = -|^g.--J-,5, = s, = o, 

5.o = -|-3f7= + 0,03, 

«" = l;5' + ii5' + l~5.o = i + g|0,33 + |g0,03 = 0.86; 

58 = -— 1, 54 = 55 = 56 = 5 7 = 58 = 3» = 0, 5io^= — ff~5a = — -q, 
e» = |^S. + |f:g.o = | + ||0,38 = 0.36; 



5» = — 1; 56 = 57 = 58 = 5»^^; 5 10 = — g-56 = — 0,33 , 
e» = |-:5. + |--;S.. = ^ + ^g 0.33 = 0,36; 



Aullösung der 


a, + 111 


b, 


— 9 


i ^' 


- 9 


bi 


+ 3 






b. 

Ol 


+ 108 
- 1 


1 


i 

1 


Ol 

1 


+ 0,081 


1 


+ 0,081 


Öl 
Ol 


-0,027 

1 


1 


-^•. 


». 


+ 102 


•■ 1 


t 
1 


1 

1 


Berechnung der 


f, 


— 24 


f. 


0,00 
- 1,94 


1 

1 ^' 

1 

^2 


0,00 
-1,94 

+ 0,11 


1 

f« 

&4 


0.00 
+ 0,ft5 

-0,10 

-0,09 


Probe. 

+ llf, 1 + 5.18 

+ I-" ff. + 0,04 
+ 1] 53+0.03 


f. !- 24 
ff. - 24 


f. 






~T,^'* 


+ 0.216 
0.000 


-3,94 


-|^ +0,285 


s> 




+ 0,019 

0,000 

-0,001 


-1,83 




-^<?i. +0,001 


\ ffa 

i <?u 


+ 0.018 
0.000 


+ 0.46 


^k'^ 


+ 0,00 


Qtt 


+ 0,001 


-i'/"' 


-~ </» 


+ 0,001 


?^4 
1 =<>14 


-0,004 


24 0„ 
Qu 


+ 5.25 
+ 0,219 


+ 0,287 


Q» 


Qu 


+ 0.218 


+ 0,018 


+ 0,018 


1 
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S« = — 1, 5? — 0, 5« = — _ 5«— ■ — g. 5» ci" %» — — 0,03 , 5 10 — , 

Q« = |;5. + |-:5. + J-^5.= ^ + 2;S0.834-;-:S 0.03 = 0.36. 

Hiemach sind die Gewichte Pi , P» , P« und die mittleren Fehler Mi , 

3/,, M^ der wahrscheinlichsten Werte -R,, i2j, i^e der Richtungen 

sämtlich : 



(821) 3f = ± m y« = ± 13,0 • 0,6 = ± 7,8". 



(280) P=Q = o,36 = 2'«' 

Wenn in allen Sätzen alle Richtungen vorkommen, wird a,=)öa = (58 = — = » 
und werden alle übrigen Faktoren der reduzirten Endgleichungen =0, so dafs 
dann P=n wird.') 



4. Zu § 84. Richtungsbestimmungen aus Richtungssätzen. 

2. Verfahren. 

In dem im § 34 behandelten Beispiele sind die wahrscheinlichsten Werte 
Ä, , i2,, -Bj, A4 der Richtungen, deren Gewichte Pi , Pj, Pt, P4 und mittleren 
Fehler Mi, M^, 3/,, M^ uns allein interessiren , vollständig bestimmt durch die 
aus den reduzirten Fehlergleichungen abgeleiteten Endgleichungen. Wir können 
deshalb auch die Gewichtsberechnung ohne weiteres an die Auflösung dieser 
Endgleichungen anschliefsen. Da wir sämtliche Endgleichungen mit 24 multiplizirt 
haben, müssen wir in der Gewichtsberechnung auch die Werte f= - 1 mit 24 
multiplizirt ansetzen und in den Proben erhalten wir als Summe den 24 fachen 
Betrag der Koeffizienten Qu, Qut Qss» •••• Hiemach gestaltet sich die Gewichts- 
berechnung, der wir die Auflösung der Endgleichungen nach § 34, so weit es der 
besseren Uebersicht wegen nöthig ist, voranstellen, wie folgt: 



Endgleich ungen. 



1; - -U 

Ol 



I 



— 61 




- 5 



-0,059,, -^* '+0,049 

I ^i I 






,+ 103| 






-f 102 



Ol 



2), 



^"- I + 0,049 ' 



b4 

2>4 



-I- 108 








-f 103 



Gewichtskoeffizienten Q, 



! ^ 

j + 1,42 

t 



! f4 




-1,18 



+ 1.42 ||-^^^,+0.07 



-0.014 5 4 
+ 0,001 



■1,11 






-1:^ 



ji 



-0.013i| =0,4 +0,011 

I 



Probe. 

+ 5.Ä4 



+ -i)4^* 



+ 0,02 
+ 0,01 



24<?„ ,+5,67 
<?„ ' + 0,236 



f. 



24|| f4 



I- 24 



5_3 

'tt, 






+ 0,2! 



-1,18 



1,18 



-g<?„ +0,001 
Q„ I + 0.236 



1 54 ! 

' 5r4 I 



Probe. 

+ 1^5» ' + 5,64 

' I 

+ 1^*94+0,01 

^4 i 



24 C» ' + 5.65 

I 



= Qu j + 0,011 I Qn ; + 0,285 

i 



f4 
»4 



2)4 
= <?4. 



- 24 

- 24 



+ 0,238 



•) Es liejct dann auch der im § 61, Nr. 10, Seite 285, bezeichnete Fall vor. 
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Mit den für Qu, Qn, Qa, Qu erhaltenen Zahlenwerten wird: 



(33«) 



P --L- 1 -42 
"~Q„~ 0,236 -*'''' 

'^^""Ö;!*"" 0,233^^'^' 



(821) 



M, = ±m yCn = ± 12,5 . 0,47 = ± 5,9", 
M^ = ±m }/Qj, = ± 12,5 • 0,49 = ± 6,1 , 
iM'» = ±myQ8i = ± 12,5 0,49 = ±6,1 , 
^4 = ±n!yQ^ = ±12,5.0,48-=±6,0 . 



Das Gewicht einer einmaligen Beobachtung einer Richtung in beiden Fem- 
rohrlagen, das gewöhnlich gleich Eins genommen wird, ist im vorliegenden Beispiele 
nach § 34 gleich 0,5 genommen. Um die Gewichte P, , P« , P, , P* daher auf die 
gebräuchliche Gewichtseinheit zu beziehen, müssen die für diese Gewichte erhaltenen 
Zahlenwerte noch mit 2 multiplizirt werden, womit sich für die wahrscheinlichsten 
Werte der Richtungen Äi, B^, E^, R* die Gewichte 9,2, 8,4, 8,4, 8,6 ergeben. 



5. Zu § 85. Bestimmung der Hauptpunkte eines Polygonnetzes. 

Die zur Berechnung der Gewichte Pg , P, , P, und der mittleren Fehler 

-^8 , ^i , . . . . Mj der wahrscheinlichsten Werte H^ , H^ , H, der Höhen der 

Hauptpunkte 2, 3, 7 des Nivellementsnetzes zu benutzenden Faktoren der 

reduzirten Endgleichungen und die zu benutzenden aus solchen gebildeten Quotienten 
sind nach § 85, Nr. 10: 



a, = + l,90. 



bi 



= + 0,34, 



Ol 

», = + 2,50, 







-^-' 

-1;-' 


-li = 0. 

Ol 

-|; = + 0.44, 


6, = + 2,74, 


-!-:=»■ 


-1;-' 


-l:=+o.i«. 




3)4 = +1.76, 


-|-' = + 0,40, 








e,=+i.34, 


-|s = + 0.69, 
®, = + 0,84. 



Damit ergeben sich die Gewichtskoeffizienten Q„, Q„, Q„ wie folgt: 



.f. 

Ol 

Ol 

Ol 

6i 



— 1 



+0,53 



f. 

oj' 
5. 



Qu !+0,61 






-0,84 



-0.84 



+0,14 
+0,09 



f. 



--^-^3.-0,18 



+0,03 



S. 



"6, 



—0,13 



+0,05 
+0,08 



2). 



«,; 



+0,26j! y„ j+0,08 



Ol 

54 



5* 

's: 

y,4 



f. 

Ol 

2)',^* 



+0,06 

+0.0^ 



5?. 

«1. 



+0.14 



+0,14 



f. 
_t>f 

Ol 

®«~ 



I 



5. 



= Qi. ! + 0,2(^ 



-0,15 
-0,02 



Probe. 

+ ^f 1+0.5 



-0.17 



+0,C 



+ g^5, 

+ |-|5.+0,01 

+ j£;54 

+ 1*5. +0.0»' 



Qn +0.6^ 
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5. 


— 1 

-1 


f« 


-0.39 


f4 

3>.~ 

54 




f. 

©4- 

5. 




f. 

®.cv 
®4, 

®.<. 

5. 


• 1 

-0.44 
-0,06 


Prol 

+ 1^5. 

+ ^-;54 

Q« 


Je. 

+ 0,40 

+ 0,05 
+ 0,80 


3f. 
». 

-»:«■■ 


+ 0.40 
+ 0,26 

+ 0,09 


-0,89 




+ 0,14 
+ 0,10 




5« 

2)4 
©40 

Qu 


+ 0,16 




5. 


+ 0,41 


-0,50 


5. 


+ 0,60 


+ 0/75 


+ 0,75 


+ 0.24 


+ 0,16 


+ 0,41 



f. 
5. 


— 1 

— 1 


54 




f. 

©4, 

5. 




f. 
-®"? 

®..v 

^»* 
®.* 

-ei»» 
5. 


— 0,16 

1 


Prob 


»e. 
+ 0,36 

+ 0,08 


5. 

6. 
2).n 


+ 0.86 
+ 0.03 




54 
®4o 

Qu 


+ 0.05 




5» 
iE", 


+ 0,13 


1 

-0,16 


5. 

®, 

= Q« 


+ 0,19 


+ 0,89 


+ 0,39 


+^0,05 


+ 0,18 



f4 
54 


-1 
—1 


f. 

5» 


• 
—0,40 


f. 

®4, 

5. 


—0,28 


Prol 

+ ^54 

Qu 


>e. 

+0,67 

+0,12 
+0,09 


f. 
5. 


-1 
—1 


f. 

5. 


-0.69 


Prol 


)e. 

+0,75 

+0,57 


54 
3)4 

Q44 


+0,57 
+0,21 


-0,40 


5. 

®5o 


+0,75 
+0.67 


-0,69 


5. 

-1:«- 


+0,80 
+0,23 
+0.53 


-0,28 


5. 
®. 


+0,82 


+1,82 


5. 
®. 

= «4. 


+0,38 


+0,78 


+ 1,82 


-f0,78 


5. 


-1 


• 


— _§J 


1,19 



(320) 



Hiemach wird: 

^•^q;;^ö:6i=*'^*' 



p - ^ 



"0,78" 



1,28, 



^'-"q«-ö;75-^'^' 

^•=Q\; = ij2 = *^''^' 



^*~Q»~0,39-^'^^' 



= 0,84, 



_ L- _L 

'~"Q«""1,19" 
3f 5 = ± m >/e;^ = + 3,7 • 0,88 = ± 3,3inin, 
M, = ±m yö., = ± 3,7 . 1,15 = + 4,3i»i>', 
J/, = ± m yoii = + 3,7 • 1,09 = ± 4,0n"B. 

Die Gewichte sind nach § 35 in unserer Rechnung derart angesetzt, dafs das 
Gewicht eines einmaligen Nivellements einer Strecke von 1 Kilometer Länge mit 



r Jf, = ± m yo;; = + 3,7 • 0,78 = ± 2,9»», 
(821) { J»f , = ± m yo,; = ± 3,7 . 0,87 = ± 3,2»«., 



[Mi=:±myQZ=± 3,7 -0,62= ± 2,3»"«', 
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Zielweiten -von 50 Meter P i ^m = 0,25 ist Daher müssen wir die erhaltenen Zahlen- 
werte der Gewichte P« , P, , .... P« mit 4 multipliziren, um sie auf die gebräuch- 
liche Gewichtseinheit zu beziehen, womit wir 6,6, 5,3, 10,2, 5,1, 3,0, 3,4 als 

Gewichte der wahrscheinlichsten Werte H^, H^, H, der Höhen der Punkte 

2,3, 7 erhalten. 

6. Zu § 36. Rückwärtseinschneiden. 

1. Zur Bestimmung der wahrscheinlichsten Werte x, y , o der Koordinaten 
des Punktes P und des Orientirungswinkels haben wir nach § 36, Nr. 5 und 7 die 
reduzirten Endgleichungen: 

+ 4do+ 68,5 dE+ 130,3^9— 48 = 0, 

+ 30196d£— 1720^9 — 1806 = 0, 

+ 2000249 — 1383 = 0, 

wonach die bei Berechnung der Gewiehtskoeffizienten Q z\x benutzenden Faktoren 
der Endgleichungen und die sich aus diesen ergebenden Quotienten sind: 

ai = + 4,i b,=+ 68,5, c,=+ 130,3, 1 _b, __ ,. - 1 ^__ «^^ 
I », = + 30196, !(S:, = ~ 1720, i Oi~ *'' a^ ~ ^'^' 
I ^3 = + 20002,| -S-i = + 0,057. 

Hiermit ergeben sich die Gewichtskoeffizienten Qu, Qn, Qn wie folgt: 



fi 



— 1 



+ 0,25 



i f* 



0,0 |1 f, 

+ 17.1 \-l'U 



0,0 
+ 82,6 



.t. 

Ol 

~'-yu' +0,05 |,-J'. 



+ 



171 :'-6_' 



0,00057 






5.' + 1.0 



Ol 
, + ai .Sj? 



- ^' Q.. ' +0.01 ^- |'-y,3 - 0.000 10 : - p 



+ 33,6 [ + 1^5. 



Probe. 

+ 0,25 

+ 0,01 

+ 0,06 






+ 0,31 



— 0,000 67 ' =Q„ . — 0,00168 



«, 



+ 0,32 



f.- 



— 1 
-1 



fä 0,000 



I 



f. 

58 






+ 0,000 033 1, 3 8 



— 0,057 



= Q^ 



3: 



^- Q«' + 0,000 000 |i -.^ 

^^22 + 0,000 033 ; = Q^j, I + 0.000 003 



Sa 

©8 



+ 0,000050 



Die Gewichte und mittleren Fehler P^, 3/^ des wahrscheinlichsten Wertes o 
des Orientirungswinkels und P^, P,^, 3/^^, 3/^ der wahrscheinlichsten Werte x, y 
der Koordinaten des Punktes P ergeben sich hiernach zu : 



C220) 



1 1 ' 

^^^ Qu "^0,31^^'^' 

^^- i = 0,000 033 -^^^Ö^'t^"^» 

/'^ ' ^ V« ^ 0,000 05ü = ^^^^^' 



3/^ = ± m -^/ÖTi = ± 7,9 . 0,56 = ± 4,4", 

3/^ = ± m ]/y,; =- ± 7,9 • 0,00 57 = ± 0,045ni = ± 4,5«», 

3/y = ± m j/Vm -- ± 7,9 . 0.00 71 = ± 0,056« = ± ofitm^ 
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2. Indem wir die im § 36, Nr. 3 und 5 entwickelten Gleichungen (118) und 
(116) zusammenfassen und in den sich ergebenden Gleichungen für n^ und b^ ihre 
Zahlenwerte nach § 36 , Nr. 7 setzen, erhalten wir fbr die wahrscheinlichsten Werte 
Ä , , Ä g , Ä , , A4 der Richtungen : 

i2i==r, — do + 122,3dE— 63,l<i9, 
Ä, = r, — do— 18,3<i5+ 74,3(i9, 
Ä, = r, — rfo — 112.5(ii— 21,8^9, 
Rt = x^ — do— 60,0 ds — 119,7 rf9, 

Hiemach sind zunächst für die Richtung Ri die DifFerenzialquotienten /,, l^, 
li nach Formel (288): 

^ = -1, /, = + 122,3, /, = _63,1, 

womit sich das Gewicht Pi von R , nach den Formeln (226) bis (228) ergiebt wie folgt : 



/. 


-1 




+ 122 

+ 17 


^ 


-63 


Gewicht Pi und mittlerer 11 
Fehler 3/,. || 


Qx 


— 0,25 
+ 0.04 

— 0,08 


^hi, i +33 


+ 6.2' 

1 

>. 


+ 0.25 
+ 0,64 
+ 0,02' 


+ J.qJ + 0,29|| 


+ 139 


®'2 


+ 8 


+ '.Q. 

+ '.<i. 

1 


+ 0,56 
+ 0,07 


+1; 


+ 0,0046 
-0,0001 


8. 


-22 


1 +8. 1 


+ 0,91 
1,1 


+ 0,91 


— 0,29 


+ 0,0046 




-0,0011 


-* 1 


+ 7,4" 



In derselben Welse erhalten wir auch die Gewichte P^, Pg^ P4 jund die 
mittleren Fehler 3/,, Jf,, 3/4 der wahrscheinlichsten Werte R%, Rt, -84 der 
Richtungen nach den Punkten P, , P» , P4 . i)ie Zahlenwerte sind : 



Pi = M, 
P2 = l,2, 

P» = l,8, 

P4=M, 



3f»=±7,4", 
3f,= ± 7,1", 
3f,= ± 5,8", 
3/4= ±6,6". 



7. Zu § 37. Vorwärtseinschneiden. 

1. Nach Gleichung (33*) im § 37, Nr. 6 und nach § 37, Nr. 8 sind die redu- 
zirten Endgleichungen (122) zur Bestimmung der wahrscheinlichsten Werte 07, 
o 8 , o e der Orientirungswinkel für die auf den Punkten P, , Pg , Pe beobachteten 
Richtungen und der wahrscheinlichsten Werte x , y der Koordinaten des Punktes P: 
4(i07+ ISdE- 74<i9+ 1,0 = 0, 
5d08+ 112<i5+ 22rf9— 6,0 = 0, 
5do«+ 60dE+ 120<i9— 5,5 = 0, 
+ 13158<i5+ 6732d9-816 = 0, 
+ 12567^9 — 160 = 0, 

und hiemach die bei Berechnung der Gewichtskoeffizienten Q zu benutzenden 
Faktoren der Endgleichungen, sowie die sich aus diesen ergebenden Quotienten: 



ai = + 4. 



bi= 0, 
ö, = + 5. 



c,= 0, 
©,= 0, 
€. = + 5, 



b,=+ 18, 
2), = + 112, 
2), = + 60, 
2), = + 13 158, 



e,=- 74, 

©, = + 22, 
@, = + 120. 
@4 = + 6,732, 
©, = + 12 567, 
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a,= + 4.!-^'=0, 



-^ = 0, 



». = + 5, !-|- = 0. 



6, = + 5, 









-22,4, 



-^ = +18,5, 

«1 

_««==_ 44- 



— ®-^ — — 120 



e. 



= -24,0, 



I 



2)« = 4-l3158, ; -|; = - 0.512, 



©, = + 12562. 
Damit ergeben sich die Zahlenwerte von Qu, Q„, ..Qu wie folgt: 



f. 



.1. 

Ol 

Öl 



-1 



+0,25 
+0,03 
+0,01 



f. 

HS-:-. 

I 



+0,29 



5i 



». 



-J^Q.. -0.007 
-l^eJ +0,026 



^-^•0 

^»;'^>' 



^1. +0,019 



Ol 

5. 



9. 

Q.. 



—0,040 
+0,014 



-0,026 



6. 

5- 



5. 



+4,5 



+4.5 



.|i ;_0,00084 
■||Q,.!-0,00084j 



Qu i-0,001 181 



f. 

6,*' 
5. 



_5i 
= Q.. 



Probe. 



-18,6 I + — fi 

|r Ol 



5«, 



1+ m"5 



-2.8 



—20,8 



+ ;f^er. 

I+/E-5» 



+0.001 66;; Q„ 



+0,25 



+0.00 
+0,0 



+0,2 



f. 
3. 



5. 



Q» 



— 1 
— 1 



+0,20 
+0,00 
+0,08 



f. 

"iBl» 
5. 



+0,23 



5j 

"6. 
Q>. 



+0,013 

+0,017; 






+0,030 



+22,4 



5« I +22.4 



54 

®± 

■3)4' 

Q>. 



-0.00 17 
+0.0003 



-0.00 14 



f» I . Probe. 

-|^5.i +M +|;S.' +0,20 






5. 



-7.1 






9. I 
:Q„ +0,00066 



Q. 



+0,04 
+0.00 



+0,24 



f. 

5. 



— 1 
— 1 






■1: ,+0'2o^ 

■J;q..+0£o_-J; 



+12.0 



5. 



-0,000 91 



f. 

hg,»» 



+24,0 



3. 



+17,9 



Q,.' +0,000 73, -»^^ 



Probe. 

+ |-5.; +0.20 
+ |*»J, +0.01 

+ |-'5. +0,03 



Q. 



+0,231 Q„ 1-0,00018 



<s. i 

= Q» -0,00142 



+0,24 
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<890) 



f4 -1 

54 '■ -1 


©4, 

5. 


+ 0,512 


f. 

5. 


— 1 

— 1 


54 

2)4 


+ 0,000076 
+ 0,000021 


+ 0,612 


5. 
e. 


+ 0,000080 


5. 

= Q4. 


— 0,000041 


Q» 


+ 0,000097 







Hiemach wird 
1 1 



^' Qu 

p =-L = 



0,29 
1 



0,23 

0,23 

1 



= 3,4, 
= 4,8, 
= 4,3, 



(221) 



3/^^ = ±myö^ = ±5,0.0,54 =±2,6", 

ilf^^ = im 1/0;, = ±5,0- 0,48 =±2,4", 

3/^^ = ±mV^ = ±5,0.0,48 =±2,4", 

M^ = ± myQ4i = ±5,0- 0,010 = ± 0,050« = ±5,0«n, 

3fy = ± myo;» = ± 5,0- 0,009 = ± 0,045« = ± 4,5cm. 



^' =q-=ö;ööoio=^^^' 

2. Die wahrscheinlichsten Werte i2ö, Ä«, Ä7, Äg der Richtungen auf g 7 
ergeben sich nach (13*) und (16*) im § 37, Nr. 3 und 5 mit den Zahlenwerten im 
§ 37, Nr. 8 nach: 

Ä6 = tB — rf07, 

R^ = x^ — do, — lSdi + Udy, 

Bi=^Xi — doj , 

Its = t % — do ^, 
Demnach sind die Gewichte P^, P7, Pg und die mittleren Fehler M^, M,, 
3/, der Richtungen J?6, ^7, -R» gleich dem Gewichte P^^ = 3,4 und dem mittleren 
Fehler M^^ = ± 2,6" des Orientirungswinkels 07, während sich das Gewicht P« 
und der mittlere Fehler M^ der Richtung -Ba wie folgt ergiebt: 



l. 


-1 


'4 

S4 


-18 
+ 4 




+ 74 

— 18 

+ 7 


Gewicht P» und mittlerer ll 
Fehler M„ \\ 


Ol 

Qi 


-0,25 
+ 0,09 

+0,02 


1 

P. 
P, 


+ 0,26 
+ 0,02 
+ 0,82 


+ '.<?. 

+ '4Q4 

+ hQ, 

1 

P* 


+ 0,14 
+ 0,07 
+ 0,87 


— 14 


+ 354 
Q4 


— 0,0011 

— 0,00 26 


+ 63 


2» 
ei 


+ 0,0060 


+ 0,69 
1.7 


= 0,68 
±8,8" 


-0,14 


-0,0087 



Die Gewichte und mittleren Fehler der wahrscheinlichsten Werte der Obrigen 
Richtungen ergeben sich in ähnlicher Weise. 

8. Zu § 38. Kombinirtes Vorwärts- und RQckwärtseinschneiden. 
Die Berechnung der Gewichte P^, Py und der mittleren Fehler M^, M^ der 
Koordinaten x, y des neu bestimmten Punktes P kann in Verbindung mit der 
Auflösung der Endgleichungen u. s. w. ebenso durchgeführt werden wie es unter 
Nr. 1 dieses Paragraphen geschehen ist: 
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«1 


+ ;43 354 


6i 


+ ; 5012 


fi 


-2622 


6, 

— — 6, 
Ol 

». 

1 


+ 36114 
~; 581 


5. 


1 


1858 


Probe. 


1 

1 
1 

1 






Ol 1 

ai»2 


- 0,116 

1 
0,83 

0,000023 
44000 


f 1 
-'^ ; -1-0,060 

Ol 1 ' 


H-' 304 

■ 


-Jif. -159' 
-g^tf.- 68 

2 1— '227 




-0,005 


:+35 533 


- 1664 


dt 


+ 0,055 


'— 1; 


+ 


0,044 


1 

1 


0,000028 
36000 






— 144 


— j226 


x=E+<i5= 4 745,10 + 0,06= 4 745,16 
y = 9 + d9 = x6 681,20 + 0,04 = x6 681,24 


itr,-±m t/^1= ±4,9. 0,0048= ±0,024ni 
^f^ = ±m l/^- = ± 4,9 . 0,0053 = ± 0,026 m 



9. Zu § 89. Bestimmung einer geraden Grenzstrecke. 

1. Die reduzirten Endgleichungen zur Bestimmung der wahrscheinlichsten 
Werte x und y der Richtungstangente und der Anfangsordinate der Geraden sind 
nach § 39, Nr. 7 und 9 : 

+ 5 d9 + 5 788^5+2,786 = 0, 
+ 2646000d£ + 286 =0, 
wonach die bei Berechnung der Gewichtskoeflizienten Q zu benutzenden Faktoren 
der Endgleichungen sind: 

a,= + 5, b,= + 5788, 

Ö2 = + 2646000, 
Damit ergiebt sich nach den Formeln (318 a) und (318 b): 



5. = + ^^= + 1158, 



Qu= + ^Q.. + „- = ^0,707, 
«1 «l 



Q.. = -iJ' = - 0.000487, 

JOS 
1 



02« = + «- = + 0,000000378. 
»1 

Hiemach ergeben sich die Gewichte 1\ , P, und die mittleren Fehler M^ , Af^ 

der wahrscheinlichsten Werte y , x der Anfangsordinate und der Richtungstangente 

der Geraden zu: 

1 ... 1 f 

M^=±m YQi, = ± 0,97 . 0,84 = ± 0,81in , 

M^ = ±m y Öti = ± 0,97 . 0,000 61 = ± 0,000 59 . 



(330) 



P, = vf- = W1, 



(331) 



= 265000; 



2. Nach den im § 39, Nr. 4 und 6 gewonnenen Gleichungen (HS) und (HC) 
ergiebt sich der wahrscheinlichste Wert 0^ der Ordinate eines Punktes P, nach: 

ö« = o« + rf9 + <*„<'£ 
und somit für das Gewicht P„ von O^ nach den Formehi (338) und (334) : 



CJ9 



c^E 



= 0,707 — 0,000 87 • a„ + 0,000 000 378 • a, a^ . 
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Hiemach erhalten wir für die Gewichte Pi , P» , .... Ps und die mittleren 

Fehler Mi, J/^ , Mj, der wahrscheinlichsten Werte 0,, Oj, O5 der 

Ordinalen der eingeinessenen Punkte Pi , Pj , P» der Geraden : 



1 Nr. der 


1 1 
1 




. ! n 1' ^ 




n/1 


M = 




n. 


a a . 


Qu. j 


2 a Q, 2. aa Q99. 




P. 


V n- 


t/1 


Punkte. 






1 

1 






P 




V p 


±m]/}. 


' 1 








1 
+ 0,707 


-0,000 '+0,000 


' + 0,707 


1,4 


0,84 


±0,81 


1 2 


713 508 000 ; + 0,707 


— 0.620+0,192 , + 0,279 


3,6 


0,53 


± 0,51 


, 3 


1318 ,1737 000 1+0,707! 


— 1,148, + 0,657 


1 + 0,216 


4,6 


0.46 


±0,45 


4 


1731 '2 996 000 1 + 0,707 


— 1,505 


+ 1,132 


1 + 0.334 


3,0 


0,58 


±0,56 


5 


2 026 1 4 105 000 1 + 0,707 1 


-1,766 1 + 1,552] + 0,493 


2,0 


0,70 


±0,68 


5 788 


9 346 000 


+ 3,535 


- 5,039 


+ 3,533 


' + 2,029 



10. Zu §41. Bestimmung einer Distanzteilung für den Okular- 
auszug eines Fernrohrs. 

1. Die reduzirten Endgleichungen zur Bestimmung der wahrscheinlichsten 
Werte x und y des Abstandes der Einstellmarke ftir den Okularauszug von der 
Objektivlinse und der Brennweite der Objektivlinse sind nach § 41 , Nr. 6 und 9 : 

+ 11 dj - 11,307 dp + 0,49 .---. , 
+ 0,01 1 35 dt) — 0,057 97 =- , 

wonach die bei Berechnung der Gewichtskoeffizienten Q zu benutzenden Faktoren 
der Endgleichungen sind: 

a,-- + ll, • b,= — 11,307 

«, = + 0,01135. 

Damit ergiebt sich nach den Formeln (21Sa) und (318 b): 



5.- + J' = -1.028, 



«,. = -^' = + 90,57, 



Qn = --'-<i,, + ; = + 93,20 , , y„ = + ^- = + 88,11 

und für die Gewichte P^, P^ und die mittleren Fehler M^, M^ der wahrschein- 
lichsten Werte r , y: 



P^=- 7^^ -=0,00107, 1 



P=J =0,00114; 



(3-^1) 



3/. = ± m Y(in = ± 0,15 • 9,6 = ± l,4mni , 



^L 



± m y(|f22 = ± 0,15 ■ 9,4 = ± l,4inm . 



2. Nach den im § 41, Nr. 5 gewonnenen Gleichungen (IIS) und (11(>) ergiebt 
sich der wahrscheinlichste Wert />„ der Ablesung am Okularauszuge nach: 

und somit für das Gewicht P^ von L^ nach den Formeln C^S), (220) und (tZ7): 



(223) 
(226) 
(22?) 

Koll. 2. Aue. 



/ — — " — — 1 



c'L^ 



-- + K. 



bi 



ii 



/,-&„- 1,027 89; 






20 
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Hiernach erhalten wir fUr die Gewichte Pi , Pb, Pn und die mittleren Fehler 
3f,, Mfi, 3/,i der wahrscheinlichsten Werte X,, L«, Lj, : 

£2, =1,117 42 — 1,027 89 = 4-0,08953, 
S , fl = 1,013 65 — 1,027 89 = — 0,014 24 , 
8 4 „ = 1,004 53 — 1,027 89 = — 0,023 36 ; 

^,- = 0,091 + 0,706 = 0,797, 1 P, =1,2, 
-l - = 0,091 + 0,018 = 0,109 , P« = 9,2 , 

-„^- = 0,091 + 0,048 = 0,139, i P„ = 7,2; 

^f^ =±«1]/^ =±0,15-0,89= ± 0,13mm, 
3fe = ± m y p- = ± 0,15 • 0,33 = ± 0,05 »»», 
3/„ = ±m Vp- = ± 0,15 . 0,37 = ± 0,06 mm . 

2. Kapitel. Für bedingte Beobachtungen. 

§ 65. Gewicht und mittlerer Fehler einer Funktion der wahr- 
scheinlichsten Werte der beobachteten GrOfsen. 

1, Das Gewicht P/^ und der mittlere Fehler M^^ einer Funktion 

(280) f. = y(I,II,III,IV,....) 

der wahrscheinlichsten Werte 1 , 11 , IN , IV , der beobachteten Gröfsen kann 

angegeben werden, sobald L als Funktion der unabhängigen Beobachtungsergebnisse 

I, 2, 3, 4, , deren Gewichte Pt,Pi,p»,P4, wir kennen, dargestellt ist. 

Demnach zerlegen wir die wahrscheinlichsten Werte I , II , III , IV , .... der beob- 
achteten Gröfsen in die Beobachtungsergebnisse i, 2, 3, 4, .... und in die diesen 
zukommenden Verbesserungen (i), (2), (3), (4), , so dafs 

(1*) /. = y(i + (i),2 + (2), 3 + (3), 4 + (4),....) 

wird. Bezeichnen wir nun die partiellen DifFerenzialquotienten von 9>(i,2,3,4,....) 

nach 1 , 2 , 3 , 4 , mit / , , / 2 , 's, ' 4 , , so dafs also 

/ ^<'y(f> 2, 3, 4, ....) 

* c I 

^ ^c'g>{i, 2, 3, 4, ... 

* c 2 

_'^<p(l, 2, 3, 4, ... 

'•- ^3 

f cp (j , 2 , 3 , 4 , . . . 

^4 



(231) 



U^' 



ist, so geht die Gleichung (1*) über in: 
(2*) /^ = y( 1,2, 3, 4,.... ) + /,(!) + /, (2) + /, 
Setzen wir in diese Gleichung flQr (i), (2), (3), (4), die dafür in den Korre- 
latengleichungen (156) gegebenen Ausdrücke, so folgt: 



(3) + '*(4)+- 



(3*) 



(i. 2. 3. 4. ••••) + 



al 



*a + 



)'' + [l') 



*,+ ... 
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2, Die Korrelaten k^, A^ , k^, können wir nun nach den Endgleichungen 

(157) zuerst als Funktionen der Widersprüche f^, ft,, fc und dann nach den 

Gleichungen (151) und (152) als Funktionen der Beobachtungsergebnisse 1,2,3, 

4, darstellen. Zu diesem Zwecke führen wir die Koeffizienten 9,,, q^, q^, 

•••; 9«» P2«, 9i8, ; 981, 9m, 9»3. ••••; •••. ein, und setzen sie derart fest, 

dafs wird: 



(4*) 



[7],„+(";],..+["/]„.+....=., 

[;']...+[';i...+[7l'-+-». 

[-l-+|';l'..+[vl'..+ -=». 

» 

['•;],.,+[y],.+["^],..+....-o, 



(t]'"+(';i-+iv1' 

[Vl'" + [yl'»+[rl 



«« + .... = 0, 

M + .... = 0, 



9.a + .... = l, 



(5*) 



u. s. w. 
Dann erhalten wir ähnlich wie im § 62, Nr. 2 : 

^a=fa9 11 + A q 12 +/c ? 18 + . . . 
*i,=/«92i+/'6 9a2+/c9i8 + -.. 
*c =fa q 81 +/'6 9 8« +fe 9 M + ■ • • 



(6') 



Beachten wir nun, dafs nach den Gleichungen (15J) und (152) 

fö=^b-^\(^, 2,3, 4, ....), 

fc=^c-^c(^f 2, 3, 4 ), 



ist, so erhalten wir: 



(?•) 



''a = {Sa-KU,^,Z,A,-- 


•■))<! XX + {St-h\(i, 2, 3, 4,. 


..))9h 


+ («.-■^«(1, 2,3,4, • 


..))?.. + ...., 




*»=(s«--f;(i.2,3,4.- 


••))9i. +(S»--F'*(i,2, 3, 4,• 


••))?,. 


+ (Sc--P'.(i.a,3.4.- 


..))9..+...., 




*e = (*'.-^«(l, 2,3,4, •• 


■•))9.i + (St-^t(i,2, 3,4,- 


••))9» 


-\-{Sc-Fc(^.^,-i.A.-- 


• .))9« + ...., 





S. Die Ausdrücke flir ^'^, A^, k^, setzen wir nun in die Gleichung (3* 

ein und erhalten damit L als Funktion von i, 2, 3, 4, wie folgt : 



20* 
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[a/l 




\hn 




\f.n 




9ii + 




7 18 + 




P 




p . 




p. 


al 




hl 




rl 




9%i + 




72« + 




P . 




p 




P . 


al 




hl 




>/ 




781 + 




7«2 + 




{p\ 




[p\ 




[p\ 



9.. + .-..) 



(8') Z- = 9>(i, 2, 3, 4, ....) 

+ (««-■^'„(1,2,3,4, ••■•))( 

+ (S,-f;(i,2,3,4 ))( 

+ 

Diesen Ausdruck vereinfachen wir noch durch Einführung der Koeffizienten 
''a» '■*» *■«' > *^'* ^''' ^'^ festsetzen, dafs sie den folgenden Gleichungen genügen: 

[7l'.+l';l'.+[;-l'-+- [;']=»• 

Indem wir diese Gleichungen ebenso auflösen, wie ^vir unter Nr. 2 die End- 
gleichungen (157) aufgelöst haben, erhalten wir: 



(9-) 



6/ 

L P J 



7i» — • 



al] \bl] \el] 



womit die Gleichung (8*} übergeht in: 

(lO'j />-7>(i, 2, 3, 4, ....)- (-S„- /*;(!, 2,3, 4, ....)) 'a 

— {^"^b—^^i^p 2, 3, 4, ....))r^ 

— {^e—K(^p 2, 3, 4, ....))^« 



4. Um nun das Gewicht Pj^ von // nach Formel (4ö) zu erhalten, bilden wir 
zuerst die partiellen Differenzialquotienten 



(11-) 






Cl' C*2' ^3' ' C^' 

unter Beachtung der durch die Formeln (154) und itÜi) eingeführten Bezeich- 
nungen a„ , b^, r^ , . . . , und /,^ , und erhalten : 

^- 1 ^ ^^ j' -- ^ + « 1 ' a + * 1 0> + ^ 1 ''e + • • • ■ » 



(233) 



^>3^^^_'^'3 + «3»a + ^»''6 + ''3'c+--"' 

^'4= ^^'----/4 + «4'a+*4''t + ^4'e+----' 



Dann ist nach Formel (45): 
(12-) }, --L,L,l--\-L,L,l +L,L,-l ^L.L^l +.... = [^/--l . 

'/, /^l P% P3 P* l P 1 
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5. Aufser dieser Formel können wir nun noch zwei weitere Formeln für die 



Berechnimg des Gewichtes -5- = 



gewinnen. Quadriren wir nämlich die 

letzten Ausdrücke für L^, L « , L , , L^, , dividiren die Quadrate durch die 

Gewichte Pi , Pi, Pz, p*, und addiren alles, so erhalten wir : 



"'•' A-("H>1 +[;']'• +1"]'. +[-; 



+.... 



+[";] 


'•.+ 




ab 

P . 


'V« + 


ac 


•c '•« + •• • 


+(';i 


•■ö+ 


ab] . l bb] .r^c" 


'•.'•*+••• 


4-. . . 


'■c + 


' ae] . 


be 

. P 


1 \^^ 


'•.'•«+■•• 



Beachten wir nun, dafs wir in diesem Ausdrucke in den auf die erste Vertikal- 



reihe folgenden Vertikalreihen r^, 



als Faktor herausziehen können und 



dafs die dann übrigbleibenden Werte nach den Gleichungen (333) gleich Null sind, 
so folgt: 

Indem wir dann noch nach den Formeln (130 a) für die Faktoren der 
Gleichungen (4*) die einfacheren Bezeichnungen 

an] fafc] F^cl 



einführen und nach den Formeln (130 b) 



(334b) 



^1, 



52 = 62 — ^ b 1 , I © j 
a, I 



«1 



dl »2 



CS2., 



■■=[;' 



(. 



=[;']■ 



£2-1 

Q 



bi 



ti, 



Öl 5Ö2 



bilden, erhalten wir weiter unter Beachtung der auch hier anwendbaren Formel (137) : 
(336) 



1 



LL 

P 



1_L, Li ,J^8 L^ L^ L^ L ^ ^'4, 
~~ Pi '' " " -~\---" 



-\ 



[';i 



Pt pz Pt 



l. 



II 
P 

p J «l 

Damit ergiebt sich dann auch der mittlere Fehler iV^, von L nach Formel 
(S5) zu: 

(«86) 



SB,-' IS.*" •••• 



^V.= ±m-|/J^-. 



6. Die praktische Durchführung der Gewichtsberechnung wird zweckmäfsig 
wie folgt angeordnet: 

Es werden die Differenzialquotienten /,, I2, '», '4, nach Formel (331) 

und danach H] , [^ , ['^] , • • • • [' '] gebildet. 
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Sodann wird weiter gerechnet nach dem folgenden Schema, das für den 
Fall eingerichtet ist, wo r = 5 Endgleichungen vorliegen und das für jeden anderen 
Fall leicht vereinfacht oder erweitert werden kann: 



(2S7) 





al 
P. 


• 




bn ! 
■ Pi 1 


ei 
P. 










Gewicht P^. 


t, 




-::■■ 


I« 


Ol 

~:d4^* 


f" 


1 

n 


_il 

«1 

e, 

-r.'- 

hl 


2'2 


+ 1.'-» 

+ I4'-. 


= 8. 


8. 


= s. 




2. 
6. 


==8, 


84 

2>4 ' 


= 8. 


85 
G. 

= '•. 


1 




= r 


a 




■='6 




= r 


c 




==',, 



Wie leicht zu ersehen ist, ist dies Schema zur Auflösung der Gleichungen (^3) 
ebenso gebildet wie das Schema (3S9) zur Auflösung der Gleichungen (!S%). 

Die Zahlenwerte der Gröfsen »,, ©2, a)^, ö«; (5,, 2),, (g,; 3)4, (S*; (S5 
sind auch hier unverändert aus der Auflösung der Endgleichungen (157) zu Ober- 
nehmen. 

In den beiden letzten mit Gewicht Pj^ überschriebenen Spalten werden die 
nach den beiden letzten Ausdrücken der Formel (335) folgenden Werte für w 
erhalten. 

Ein dritter Wert für « kann dann noch erhalten werden, indem nach den 

Formeln (33S) die einzelnen Werte von L i , L^, L^y L^ , , , . . und danach 
p = I ^ -1 gebildet wird. 

7. Wenn die Gewichte Pj, P^, Pjjj, Pjy, und die mittleren Fehler 

^if ^^iii ^^iiit ^^iv f für die wahrscheinlichsten Werte I , II , III , IV , der 

beobachteten Gröfsen, also für die einfachen Funktionen 

Z, = I, Ljj=ll, Lj,, = m, Ljy = lW, .... 
anzugeben sind, so wird nach den Formeln (381) 



(33S) 



r für L^ = I: '1 = 1, 


i,=o, 


/.=o, 


; /4-0, ...., 


, i//- II: ;,-0, 


',-1, 


/, = o, 


'4=0, ' 


, i„,-III:/,-=0, 


',-0, 


'. = 1, 


, '. = , 


. Lj,,^W: 1,^:0, 


'2=0, 


', = 0, 


1 '.=1, ..... 



Dementsprechend wird dann 
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(2S») 



für Lj = 



i„ = II: 



L,„=ra: 



VP \ Pi 

f-l=- 

[ p \ p% 

f''l=- 

l p J p» 



i^ J 



«_1 



. P J ~i^j' i L i' J ~ P\* 

T'J~P2' [pj~/^' lp"j"~i>2' 

/»J^Ps' [Pj~i>8' Ip~J"~/>8' 

\an_a, \hn_h, \cl\_c, 

[pVp\'\ ['p\~p'.'\ [p\~P.' 



Im Uebrigen finden die vorentwickelten Formeln unverändert Anwendung 



§ 66. Beispiele zu dem im § 65 entwickelten Verfahren. 

Zur weiteren Erläuterung des Verfahrens wenden wir die im § 65 entwickelten 
Formeln u. s. w. auf einige der im V. Abschnitte behandelten Beispiele an. 



1. Zu §§ 52 und 53. 



Bestimmung von Knotenpunkten in 
Polygonnetzen. 



Die wahrscheinlichsten Werte der Höhen J/«, H^, H^ der Punkte 2, 

3 , 7 können aus den gegebenen Höhen und den wahrscheinlichsten Werten 

I , II , XI der Höhenunterschiede berechnet werden nach ; 



(280) 



H^ = H, +1, 

H, = H, +I + VII, 



H, = H, + l +VII-XI. 
Die sich hieraus nach den Formeln (^1) ergebenden DifFerenzialquotienten I 

sind in nachfolgender Tabelle mit den reziproken Werten der Gewichte und 

den Differenzialquotienten a, b, c, d , c (nach § 53) zusammengestellt. 



Nr. 


1 




P 


I 


1,22 


2 


2,27 


3 


0,89 


1 4 


0.98 


' 5 


1,79 


6 


2,00 


7 


1,56 


8 


1,02 


9 


1.43 


10 


1,09 


II 


0,91 



a . • 6 . e , ' d, c . 

I I I ' 



Differenzialquotienten / für 
ifa, //,, if^, Ha, lI^^\Hi, 



i-i +1 
'+1 . 



+1 

+ij . 

. —1 

-1 +1, 
+1 
+1 
+1 



+ 1! . ! 
• i+i' • 
. 1 . +1 

• ; • 1+1 



+1 



+1 



+1 



. ;+l. . . 
.1.1. . , . 
+ i:+i| . 



+ 1 



+ 1 



+ 1 



-I 



Hiernach ei^iebt sich 
fürlf.: [y-]=0, 






[';]=., 1;']=-«. 

[';-]=.. 1';-]=+.™, 
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..„[-].+«., 1';].«, [;']=«, 

• ''-(;'l=-«.«'.[;'i=-'.«.(;'i=-v^. 
i"!-»' [;'l-«. [';]=+'•• 



L i> J L y> 

Die bei der Gewichtsberechnung zu benutzenden, bei der Auflösung der 
Endgleichungen im § 53 gebildeten Zahlenwerte sind: 



ai=4-7,22, -^^ = + 0,141,-^^=0,000, - 

rti Qi tti 



2). 



-0,136, 



■0,248, 



93,^ + 5,60, -1^=^ + 0,405, _J^-_0,184, _|^^_0,045, 
G3 = + 2,57, --J« = _0,163, -J'J«^ -0,039, 

2)4- + l,48, _|* = + o,209, 

©5 = + 3,28. 
Mit diesen Zahlenwerten ergiebt sich das Gewicht P-i für den wahrschein- 
lichsten Wert 11 <i der Höhe des Punktes 2 nach den Formeln (232) bis (235) im 
Schema (337) wie folgt: 



Vi / 
.P 



6_/ 



Gewicht P*. 



U 



"rti 
-^^ 

«1 
«1 

6. 



(» I 
= S, 



I »3 



6. 

»2 '• 



U 1-1,22 



b,, 



Ol 



= a, !-i,22 



_8a 

I c. 



+0.475' 



■ •"■■'S» 



= 84 +0,20 I 



"1 i + l,22;["l 

I. ■ 



+ 1,22 



- -I, ! 

«, I 






«4 



—0,135' 



;-?'.-. +0.001 

' I il ^* 

I — ^^ r^ 1+0,023,'- £* /•, -0,006, 



CS, 



I =r, 1 + 0,499! 



•1' S).' 



+0,05 
+0,04 



= £5 +0,09 



;:'iJa -0,58+1, ,-,-0.61 

-,!-£» o,oo|j+i,,-. ■ I 



Ss i 

"G. I 

-<■ 1-0.027 



P, 



0,61 =-- 0,61 

^ 2 

ij P2 1,64 



'•. !-0,141| 

Die übrigen Gewichte ergeben sich mit den vorher für die Höhen W,, 

ifj, . . . . Jf 7 gebildeten Zahlenwerten von I - I , I - 1 , T- , ganz in 

derselben Weise, wie das Gewicht P» . Die sämtlichen Gewichte und die mittleren 
Fehler der wahrscheinlichsten Werte der Höhen 11», II 9, . .. Hj sind: 
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(285) Pa = l,64, P, = l,32, P,-2,53, ^5 = 1,30, P«-0,77, P,--0,83; 

(286) 3f , - ± m ]/p^ - ± 3,7 l/j^^g^ = ± 2,9inm , .v, - ± 3,7 j/j^^g,^ -- ± 3,2min, 

3/,= ± 3.7 1/2^3= ± 2.3min, 3/,== ± 3,7"|/^3^= ± 3,2mm, 
^f, - f 3,7 y^]j^ = ± 4,2mm, 3/, = ± 3,7 y^ J^3 =^ ± 4,1 mm. 

Die Gewichte sind nach § 35 in unserer Rechnung derart angesetzt, dafs das 
Gewicht eines einmaligen Nivellements einer Strecke von 1 Kilometer Länge mit 
Zielweiten von 50 Meter P 1 km = ö,25 ist. Daher müssen wir die erhaltenen Zahlen- 
werte der Gewichte P« , P3, P« mit 4 multipliziren, um sie auf die gebräuch- 
liche Gewichtseinheit zu beziehen, womit wir 6,6, 5,3, 10,1, 5,2, 3,1, 3,3 als 

Gewichte der wahrscheinlichsten Werte H^, //,, Hf der Höhen der Punkte 

2, 3, ....7 erhalten.') 

3. Zu §§ 54 bis 57. Berechnung von Dreiecksnetzen. 

a) Wir berechnen zuerst für das als Beispiel 1 gegebene Dreiecksnetz das 
Gewicht und den mittleren Fehler eines der ausgeglichenen Winkel und zwar 
des Winkels 



(^0) 

hierflttr ist: 
(238) 



L = l, 



/,--=4-l, l,r^O, /3-O, .... /,8--0. 



Sodann ergiebt sich mit den im § 57, Abteilung 3 der Tabelle auf Seite 255 
nachgewiesenen Zahlenwerten der Difterenzialquoticnten : 

und den Gewichten j> = 1 : 



(^9) 






0, 



L P J 



= -fi6, 



+ 1. 



Die bei der Gewichtsberechnung zu benutzenden, bei der Auflösung der 
Endgleichungen im § 57, Seite 256 und 257 gebildeten Zahlenwerte sind ; 



2). = + 2,2, ~J;^ + 0.409, -|^ 

(55 = 4-2,182, -^^ = -24,683, 



14,955, _|^= + 6,182, 



' = — 3,362 , 



©, = + 1223,88, -|* = - 0,0522, 
s! = + 839,53, 

und die aus der Zusammenstellung der Faktoren der Korrelatengleichungcn im 
§ 57, Seite 255, Abteilung 3, folgenden Zahlenwerte sind : 

•) Vergleiche § 64, Seite 298 u, f. 
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„.= + 4, -*i=0, --;'=0. -J'=0, -*'=-0.5. 

"l »l «1 «1 

-?'=4- 6.«8, -^'- = 0, 

Ol 0, ' 

-|-' = + 5.70, -|-' = -0,28, 
6. = + 5, -|; = - 0.*. -|^=-0.20. 

-|;=4-io.74. -|;=-4.io. 

Mit diesen Zahlenwerten ergeben sich das Gewicht Pj und der mittlere 
Fehler Mj für den wahrscheinlichsten "Wert I des Winkels 2 13 nach den 
Formeln (SS3) bis (2S6) im Schema (!S37) wie folgt: (Siehe die Tabelle auf 
Seite 314.) 

b) Der wahrscheinlichste Wert S^ _g der Dreiecksseite 5—3 crgiebt sich aus 
dem wahrscheinlichsten Wert S^_y^ der Dreiecksseite 5—1 nach: 

^5-3-MnVlI 5-1' 
oder es ist: 
(SSO) -^ = 'ö.</ «^'s _ 3 = ^^9 <*'» n — log Hin VII + 'ogf S ^ _ j . 

Um hiemach den mittleren Fehler -3/5.3 ^^'^ ^ = '^5''^^ 5-3 zu erhalten, 
diflerenziren wir nach 1,2,3, ^3 und erhalten : 

(2$1) ^ = 0, /, = 10000000 3f ^,,ro/j72 = + 5,9, /, = /, = /5 = ^ = 0, 

/, = 10000000 J»/*,,fofi/ 7 = -53,9, /„ = /, = .... ^,=:0. 
Q 

Nach § 57, Seite 255, Abteilung 3, ist ferner : 

^, = 1, as = + l,6j = 0, c,:=0, rf,==0, c, = -fl,(7,r=— l,3,Aa = 0, 
;,, = !, a, = 0, 67 = 0, C7 = 4-l, d7 = 0, f, = + l,sf, = + ll,5, Ä, = -2.8, 

womit sich ergiebt: 

[y^]=-^27,5, [-*/] = + 150,9, ['^'] = + 2940.0. 

Mit diesen Zahlenwerten ergeben sich das Gewicht ^5.3 und der mittlere 
Fehler »»^ 3, die für die Dreiecksseite 5—1 aus der vorliegenden Dreiecksnetz- 
ausgleichung entspringen, wie folgt: (Siehe die Tabelle auf Seite 816.) 

Für den wahrscheinlichsten Wert log S ^_^ der Dreiecksseite 5—1 ist in der 
Ausgleichung eines anschliefsenden Dreiecksnetzes der mittlere Fehler M^__^ = ± 18,9 
erhalten, womit sich 

3/5 _ 8 = ± i^^l^i + ^i. 3 = ± 1/52,6 « + 18,9 « = ± 55,9 Einheiten 
der siebenten Dezimalstelle der Logarithmen ergiebt. 
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3. Kapitel. Für bedingte vermittelnde Beobachtungen. 

§ 67. Gewicht und mittlerer Fehler einer Funktion der wahr- 
scheinlichsten Werte der zu bestimmenden Grorsen. 

1. Sollen wir das Gewicht Pj^ und den mittleren Fehler Mj^ einer Funktion 
(tW) />-:y(/,y, z, ....) 

der nach dem Verfahren für bedingte vermittelnde Beobachtungen erhaltenen 

wahrscheinlichsten Werte j* , y , z , der zu bestimmenden Gröfsen ermitteln, 

so können wir die Werte j' , y , z , zuerst zerlegen in die Näherungswerte 

;r , 9 , 3 , , die diesen nach dem Verfahren ftlr vermittelnde Beobachtungen 

beizufügenden Aenderungen ^/?oi ''Vo, <'3o, und die nach dem Verfahren 

für bedingte Beobachtungen noch hinzukommenden Verbesserungen ( i ) , ( 2 ) , 
( 3) , , so dafs wird : 

(!•) L = y(j + rfjo + (i),9 + rf9o + (2),8 + d3o4-(3),....) 

oder, wenn 



(341) 
gesetzt wird, 

(2') 



/.=- 






^ = 



^9' 



! /s- 



^8' 



^- = qp(E, 9, 3» 



+ /l(l) + /2(2)+Z3(3)4-.... 

Wenn wir dann die Verbesserungen (i), (2), (3), durch die Aende- 
rungen diQ, ''9o, ^hot ausdrücken, so dafs L als Funktion dieser nach dem 

Verfahren ftir vermittelnde Beobachtungen erhaltenen Werte erscheint, so können 

wir das Gewicht ^ nach den im § f>3 erhaltenen Formeln angeben. 

2. Setzen wir demnach in Gleichung (2*) Rlr (i), (2), (3), die dafür 

in den Korrelatengleichungen (306) gegebenen Ausdrücke, so wird 

(3') /- = 9'(J,9,8, ....) + ^rf£o +^d9o +/3</8o + .... 

+ [(a)/]*^ + [(ö)/]*i,+ 

Aehnlich wie im §65, Nr. 2 stellen wir nun i^, kj^, zunächst als 

Funktion der Widersprüche f^, fi, ... ■ und dann als Funktion der (? j « , </ 9 <, , </ J o , 

dar, indem wir zuerst die Endgleichungen 

(20») {[^(»)]tx + [*(»)]*A + ---=/'M 



mit Hülfe der Koeffizienten </ „ , 91», ; 7 j, , qn, ; . . 

Diese Koeffizienten setzen wir derart fest, dafs wird: 

r [^(a)]9.. + [^(»)]9..+.--. = i, 

[^(«)], „ + [/>>(»)]?„ + . ... = 0, 



auflösen. 



(4') 
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Dann erhalten wir ähnlich wie im § 62, Nr. 2: 



(8') 



Nun ist nach den Gleichungea (199) und (300) 

!/'« = 'Sf^ — ^^(j + rfjo, 9 + <'9o, 8 + rf8o, ...■), 
I 

oder mit Einführung der Differenzialquotienten At,A,,A,, ;£,,£,,£«, — ; — 

nach den Formeln (301): 

7, = (S^--P^(S. V, J, ....)-A,di,-A,dif,-A,du-.-.-) 
<^*^ \ft = iSj,-Fj,{t,r,,i,....)-B,dto-B^dr)o-B*dio-....), 

Hiermit wird: 

*i» = (^.4 — ^j(E» 9» J' ••••) — -^•''E» — ^»'''o — ^.<i»o — •...)9it 
+ {Sß-Fj,(i,i9,i, ....)-B,dio — Btdit,—B,di, — ....)qtt 
+ , 

''B = {^A — ^Ail> i),i, ....)- A,di„-Atdi9n — Atdio — ....)q„ 
+ ('Sfi--fB(j,9.8, ....)- B,dio-Brdjf^-Btdio----)q» 

+ , 

u. s. w. 

Diese Ausdrflcke für kj, k^ in (3') eingesetzt, giebt: 

(9») L = <p(t,r,,i,....) + i^du+ l,di)o+ l»du + .... 

+ (-8^-^^(5,9,}, ....)-A,dx.o-A,dyo-A,di^-....){[{Si)l]gn 

+ [(«)']9.. + --") 

+ {Sa-Pj,(t,r},i,----)-B,dt^-B,dy„-B,du-....){l(»)l]9« 

+ [(»)']9.. + .---) 
+ 

Dieser Ausdruck f&r L kann noch vereinfacht werden durch EinfOhrung der 
Koeffizienten »-^ , r^j , Wir setzen : 

lAm]r^ + [A{fß)]r^ + ....[{%)l] = 0, 



und erhalten daraus et>enso wie wir oben die Ausdrticke (&•) fttr k^, kj^, 
den Endgleichungen (309) erhalten haben: 

'•j = -[(«)0?..-[(«)n9»-^---, 

(10') { '•^ = -[(a)']9..-[(«)']9«----, 



aus 



womit Gleichung (9') übergeht in : 

(in i = y(s,9,j,....) + ltdu+ J.rf9o+ «,dj. + .... 
+ {-S^ + Pa(1, 9, 3, ....) + ^i«iSo + ^.d9o + ^.rfjo+- 
+ (-'S/» + ^£(S» 9, J, .••.) + fii<is.+».<i9o+Ä.<ijo + . 
+ 






^8o, 



3. Hiernach sind die partiellen Differenzialquotienten von L nach djo, <'9o 
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(34») 



X , = ^ ^-^ = / 1 4- ^ , r^ + 5 1 r^ + . . . 



womit, nachdem die Zahlenwerte von Vj, Tjj, durch Auflösung der Qeichungen 

{%i%) erlangt sind, nach den Formeln (t^) bis (92S) weiter gerechnet werden 

kann, indem flkr die hierin vorkommenden Differenzialquotienten /«, It, l^, 

die sich nach den Formeln (S43) ergebenden Differenzialquotienten L^ ,L^,L^, 

gesetzt werden. 

4. Ebenso wie wir aber die Berechnung der wahrscheinlichsten Werte 

r, y , z , der zu bestimmenden Gröfsen nach dem Verfahren für bedingte 

vermittelnde Beobachtungen in zwei Teile getrennt haben, können wir nun auch 
zweckmäfsig die Gewichtsberechnung in zwei Teile derart trennen, dafs der eine 
Teil nach dem Verfahren für vermittelnde Beobachtungen, der andere Teil n^ich 
dem Verfahren flQr bedingte Beobachtungen durchgeflkhrt wird. 

Setzen wir die in den Formeln (!S43) gegebenen Ausdrücke für L j , X j , X* 3 , , . . . 
in die aus den Formeln (325) folgenden Formeln 

[pab]Q, + [pbb]Q, + [pbe]Q, + ,.,.= L,, 
[p^c](i,+\pbe]Q, + [pce]Q, + ,... = L,, 



(12') 



ein und beachten die Formeln (305)i so erhalten wir nach den Formeln (1*) im § 62: 
{ (i!,=/.Qn + ^Q,2 + ^<,!i, + .... + («,)r^ + (»,)r;, + ...., 
j Q, = /, Ö,. + ^Q« + ^ ««+.... + (a.)r^ + (»«)r^ + ...., 



(13') 



Fuhren wir nun die Hülfsgröfsen 7 , , 9 j , 7 » , . 

fest, dafs 

' [l>ao]9,+[pa6]7, + [;}ac]7,+ .... = ^, 

[pab]q^-\-[pbb]qi + [pbe]q^+.,., = l^, 

[pac ] 7, +[p6r] 7, + [pcc] </,+ .... = /,, 

wird, so wird wieder nach den Formeln (1*) im § 62: 



ein und setzen sie derart 



(344) 



(in 



und damit: 
(15') 



Qi = ?i + (a«)*'j + («i)ri, + .... 

Q, = 7. + (a,)r^ + (»,)r^+.... 
Q, = 7, + (a,)r^ + (ö,)r^+.... 



Setzen wir diese Ausdrücke fürQi,Q|,Q8, — und die in den Formeln (34$) 

gegebenen Ausdrücke für Li, Lg, L^, .... in die aus Formel (337) folgende 

Formel 

1 



(16') 

ein, so ergiebt sich: 



,- = L,Q,+L,Q, + L,Q, + . 
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r„ + ... 

+ 

woraus mit Beachtung der Gleichungen {iAi) wird: 
1 



{18') 



= ll9] + [Ag]^A + [Bg]>-n+- 



Nun ist nach den Gleichungen (14*): 
(19*) [^9j = -4.i,<^., + ^.',y.s + ^.'j(^.. + -. 

+ A,l,Q,i + Atl,Q„ + A,l^^i„ + .. 



woraus nach den Formeln (405) wird: 

(20a') [^ ?] = + («. )/, + («») '* + («.)', + .... = + [(«)']• 

Ebenso ist: 

(20b*) [ß9] = +(».)',+(».)^ + (».)/,+ .... = + [(»)']. 

u. s. w. 
Damit wird: 

p =[i9] + [(«)n'., + [(»)']'V,+ ' • 
^ I, 

Hierin ist [ / 9 ] der Wert, den wir bei Auflösung der Gleichungen (944) nach 

dem im § 63 dargelegten Verfahren mit 

tti = [paa], it=[pab], | c, — [;>oe], 

b, = [pbb], I c, = [pbc], 

I c, = [pce], 



(21*) 



(845) 



I 






». 



Uli U 1 



63 = cs--- c, 

Ol 



'2, = /,-^'/,, 



I 



». 



G,, 



2, = lz 



0, ' »» ' 



nach den Formeln (tu) und (386) im § 63 erhalten, nämlich: 
(24«) [/,] = i,5,+ l,q,+ /,}, + .... 



=„-■'. + S^s.+ 



■2, + . 



Die Auflösung der Gleichungen (^43) und die Berechnung von [ / 7 ] wird 
zweckmäfsig nach folgendem Schema ausgeftlhrt: 



(24;) 



'. 


1, 
«1 







['I). 1 




«1 


+ '.9. 

+ '.93 


= 2, 




+ «?» 




= 2» 


^63 










- 1'9] - 





= 9i 


-=?« 


= 93 
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Indem wir dann die Gleichungen (343) nach dem im § 65, Nr. 6 dargelegten 
Verfahren auflösen mit: 

a, = [^(9l)], 6,=[^(»)], ...., ' I, = [(«)/], 



(348) 



Ö|| = b2 — -- bx , 






erhalten wir weiter für „ nach Formel (21*) und ($)ö): 



(«4») 



= [h] + l^r^ + i. '-£ + ■■•■, 



Sodann ergiebt sich auch der mittlere Fehler 3/^ von L nach 

(250) V, = ±m|/p-. 

Die Auflösung der Gleichungen (343) und die Berechnung des Gewichtes P^ 
wird zweckmäfsig nach folgendem Schema ausgeführt: 



(351) 



■[(«)'] 

1 


[(»)'] 


Gewicht P^. 


i .. 


i. 

~l'u 


[tq] [Iq] 

i 


1 

! 6, 


-2. 


2. 

«. 




1 


1 


--•■ji 



5. Wenn die Gewichte P^, P^, P, , und die mittleren Fehler 3f ^ , M^ 

Jf j , für die wahrscheinlichsten Werte x , y , z , der zu bestimmenden 

Gröfsen, also für die einfachen Funktionen 

L^ = x, L^ = y, L^ = 2, .... 

anzugeben sind, so wird nach den Formeln (341) : 

rflQrL^ = /: ^ = 1, ^2 = 0, /3 = 0, 

j „ L^ = y: li=0, l, = l, ^3 = 0, ...., 

I „ L^ = z: /, = 0, /, = 0, /, = 1, ...., 

Dementsprechend wird dann: 

(fürL,= /: [(2l)n = (5t.), [(33) /1 = ( «. ), ...., 

i^^u ' " ^^, = y• [(2nM = («J, [(«)/] = («..), ...... 

^^ ^ » „ L\ = z: [(2n/]-=(2(3), [(«)M = (Ö3), ...., 



(353) 
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und femer: 



( filr L^ 


= XI 


9i 


= (iu, 


J« 


= Q,.. 


?» 


= «,?... . 


. . ., 


['?] = 


= Q.., 


' -^v 


=y' 


?i 


= Q.., 


9j 


= Q«, 


98 


= Q„, . 


. . . , 


['?] = 


e«, 


. ^. 


-^ 2 l 


?i 


= Q.3, 


?« 


= Q.., 


9» 


= Q^, . 


• • • * 


['?] = 


«M, 



(354) 

Im Uebrigen finden die vorentwickelten Formeln unverändert Anwendung. 

§ 68. Beispiel zu dem im § 67 entwickelten Verfahren. 

1. Wir wenden das im § 67 entwickelte Verfahren auf das im § 61 behandelte 
Dreiecksnetz an, indem wir das Gewicht P^ und den mittleren Fehler M^^ des 
wahrscheinlichsten Wertes des Winkels Pi PP^ berechnen. 

Der wahrscheinlichste Wert W dieses Winkels ergiebt sich aus den wahr- 
scheinlichsten Werten R der Richtungen nach: 

(240) Tr=-i?,+Ä,, 

6 W 
wonach die Differenzialquotienten ' = ö p sind : 

(241) ^ = -1, ^ = +i, /,==^ = ..../,. = 0. 

Nach § 61, Nr. 7 sind die quadratischen Faktoren [i>a«]/[pft*],[p««], 

der Endgleichungen (194) sämtlich gleich vp = 2i, während alle übrigen Faktoren = 
sind. Demnach erhalten wir zur Bestimmung der Koeffizienten qi, 92,9^,94, ...»<iit 
die Gleichungen: 

(vp = 24)5'i = — 1, und demnach: 9, = — 0,0417, 

{vp = 24:)q, =+1, q, = + 0,0417, 

(vp = U)q^ =0, (?, =0,0, 

{vp = 24:)q, =0, q^ =0,0, 



(244) 



^ (vi> = 24)2i« = 0, ^16 = 0,0. 

Soniit ist 
(246) [iq] = liqi + i,q% + itq^ + hq* + ....iiBqi,=^ + 0,(mi. 

2. Weiter ergeben sich mit den im § 61, Nr. 8 zusammengestellten Zahlen- 
werten der Koeffizienten (91), (8), (6), (^), (®) die folgenden Absolutglieder 
der Gleichungen (241): 

[(«)«]= + 0,08a4, [(»)n = - 0,0417, [(©)^] = 0,0, 
[(<D)/] = -0,0417, [(®)/ = 0,0. 
Die übrigen zur Berechnung des Gewichtes Pyy nach den Formeln (248) und 
(249) erforderlichen Zahlen werte sind nach § 61, Nr. 9, Abteilung 4 der Tabelle 
auf Seite 282 und 283: 

a, = + 0,250, -^= + 0,333, -^* =0,0, -J-* = + 0,333, ~ii=+o,1536, 

tti Ol Qi Ol 

i8.=+0,222, -||= + 0,375, -|| = + 0,I26, -|| = _o,0809, 

6. = + 0,219, -®-| = + 0,429, -|* = + 0,0356, 

iD, = + 0,179, -®-| = -0,0468, 
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Hiermit ergeben sich das Gewicht P,^ und der mittlere Fehler iV i^ des wahr- 
scheinlichsten Wertes W des Winkels Pi PP^ im Schema (251) wie folgt: 



[(«)«] 



[(»)0 



[(«)0 



[(5>)0 



[(«)'] 



Gewicht P^. 



+ 0.0884 






-»•a- 



bi 

t:^^ 
-1^'c. 



-0,08Mj 

-ojassä 

+ 0.08M 



I, -0.0417 

i 

_lll,Lo.0278| 
= 8, -0,0189 



(3 
Ci 



U 



I4 1-0,0417 



I 



|lr^+0H 



= «'^ 



0.2911 



1j 



I 






b 

a 

h 5^ ^«'-0,0017 



— Ii +0,0278 



1^?, +0,0011 



+ 0,0128 



♦"Ä 



+ 0,0026 



+ 0,0176 



= ^?, -0,0052 



35.0 



0,002s 






+ 0,0287 



= ^ 



• 1" 



0,0178 



-^r^ +0,0188| 
1^ «-(7! + 0,0287 



l^'-Ä 0,0O77| 
1^^ r£>j+ 0,0472 



i4 

'354 



1+0.0904 



«1 
= ?» .+ 0,014ä|-||?* 



<♦, '-0,0002 



^ 
«« 



^?4 +0.0008 



-|:»'i:! + 0.0102 



= r^ +O.II77I 



= rc +0,0682 



= »•/> 1+0,1096 



1» 



1 



0.217 



+ 0.0684 
-0,0278 

0,0009 

-0,0001 

- 0,0018 

-0,0081 



+ 0,0407 



+ ».»•(7 
1_ 



+ 0,0884 
-0,0248 

-0,0049 



-0,0046 



+ 0,0496 
20,2 



=±-i/>i;-: 



± 1,24} 0496 = + 0,27" 
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L Teil. Theorie der Beobachtungsfehler. 

Hauptsätze der Wahrscheinlichkeitsrechnung. 

I. Sämtliche Fälle sind gleich wahrscheinlich: 

W = Wahrscheinlichkeit ftir das Eintreffen eines Ereignisses, 
W^» = Wahrscheinlichkeit für das N i c h t eintreffen des Ereignisses, 
n == Anzahl der für das Eintreffen des Ereignisses günstigen Fälle, 
N = Anzahl aller möglichen Fälle. 



(1) w^=J 



(8) W,^.^p. 



(») W+ W„=^- + ^^^ = J = 1 = der Gewifsheit. 

IL Die Fälle sind nicht gleich wahrscheinlich: 

TT = Wahrscheinlichkeit für das EintreflFen eines Ereignisses, 
tr 1 , w 8 , V , , = Wahrscheinlichkeiten der für das Eintreffen des Er- 
eignisses günstigsten Fälle. 

(4) W = W,+W, + fD, + 

III. Die Ereignisse sind von einander unabhängig. 

W^ = Wahrscheinlichkeit für das Zusammentreffen mehrerer Ereignisse, 

ir , , tr j , tt» , , = Wahrscheinlichkeiten für das Eintreffen der Ereignisse. 

(5) TF, = WiW8.to, 

IV. Die Ereignisse sind von einander abhängig. 

w = Wahrscheinlichkeit für das Eintreffen des ersten Ereignisses, 
(w = Wahrscheinlichkeit dafür, dafs nach dem Eintreffen des ersten Ereig- 
nisses auch das zweite eintrifft. 



Theorie der Beobachtungsfehler. 

y = Wahrscheinlichkeit dafür, dafs ein Beobachtungsfehler x vorkommt, 
TFo = Wahrscheinlichkeit dafür, dafs der Beobachtungsfehler Null vor- 
kommt, 
IF* = Wahrscheinlichkeit dafür, dafs der Beobachtungsfehler zwischen 
a und 6 fällt, 
e = 2,718 281 ... . = Grundzahl der natürlichen Logarithmen, 
n = 3,141 592 = halber Umfang des Kreises vom Radius ** = 1 , 
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d = durchschnittlicher Fehler, 
m = mittlerer Fehler, 
ll' = wahrscheinlicher Fehler, 
(''i)! i^i) t ("■)> •••• {^n)~ wahre Beobachtungsfehler. 

(7) Der zufällige Beobachtungsfehler eines Messungsergebnisses ist gleich der 
algebraischen Summe der in sehr grofser Anzahl auftretenden, sehr kleinen, gleich 
grofsen, positiven und negativen zufälligen Einzelfehler, und die Wahrscheinlichkeit 
für das Vorkommen positiver und negativer Einzelfehler ist gleich. 

(8) Es ist am wahrscheinlichsten, dafs der Beobachtungsfehler Null vorkommt. 

Die Wahrscheinlichkeit für das Vorkommen der verschiedenen Beobachtungs- 
fehler ist verhältnismäfsig sehr viel kleiner für gröfsere als für kleinere Beob- 
achtungsfehler, sie ist verschwindend klein fllr sehr grofse Beobachtungsfehler. 

Das Vorkommen gleich grofser positiver und negativer Beobachtungsfehler 
ist gleich wahrscheinlich. 



(9) y = Wo'e' 



(10) 



1 _?-* 



}/N7l 



Ol) .=,L(--+.\(yr-.^i&r+i,©*- )• 



y 

(12) <i = f*L'^^- 
(14) d=' =0,564 190 i/JV, 



(1.1) « = ± 



r 



v)\v)] 



(15) m = l/^-]/N = 0,707 107 ^X , 



(1€) w = 0,476 9363 j/iV =^(a^N. 
(17) d-- 0,797 885 m, (18) w = 0,674 490 m , 



(19) Wrd = C 
(30) TFrm = e 



~ n ^1\\n) %\\n) ^4lU/ 

2 "^2112/ 31\2/ ■^4!\2/ 



(21) TFr« = e ^'"■^=l-(cur)« + 2*j(a,r)*-3^j(cur)« + ^^^(cur)«- 



■)• 
■)• 






2l(yJ . 7:3l(/J +9.4l(yJ 
2!(y2) ~7-3IV2) +9-4l(y2) '" 



(25) 



Es ist die 


Wahrscheinlichkeit 


dafür, dafs ein 11 


Beobachtungsfehler vorkommt, der den r fachen mitt- 1| 




leren Fehler 






j nicht überschreitet 


überschreitet 


f\ir r=l,0: 


0,682 7 , 


0,317 3 , 


„ r^2.0: 


0.954 5 , 


0,045 5 . 


„ r-=3,0: 


0.997 278 , 


0,002 722 , 


„ r.-3,5: 


0,999 533 8 , 


0,000466 2, 


» r = 4.0: 


0.999 936 62. 


0,000 063 38, 


1 „ r--r-.5.0: 


0,999 999 427 , 


0.000 000573. 
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(3«) 



Unter » = 1000 Fehlern wird 


Dafs der r fache mittlere Fehler 


der r fache mittiere Fehler wahr- 


Oberschritten wird, kommt wahr- 


scheinlich aberschritten 


scheinlich einmal vor 


für r= 1,0: 1 bei 317,3 Fehlem, 


für r = 1,0: bei je 3,1 Fehlern, 


„ r = 2,0: 


„ 45,6 , 


, r = 2,0: , , 22,0 , 


, r = 3,0: 


» 2,7 „ 


, r = 3,0: ; , „ 368 . 


, r = 3,5: 


, 0,47 , 


, r = 3,6: ■ , „ 2150 


, r = 4,0: 


„ 0,063 „ 


, r = 4,0: 1 „ , 15800 


, r = 5,0: 


1 n 0,0006 , 

1 


, r = 5.0: „ , 1750000 



(27) Der höchstens zulässige Beobachtungsfehler ist gleich i 3 m bis ± 3,5 m , 
ausnahmsweise ± 3,5 «i bis ± 4 m . 



Fortpflanzung der Beobachtungsfehler. 

M =^ mittlerer Fehler von A' , 

"*x > ^!f' ^Kt — mittlere Fehler von x, y , z , , 

m = mittlerer Fehler von Xi, j^, -Tj, .... x^, 
a, b , c , . . . . = Konstante. 
(28)X=ax, M:r=±am^, 

(t9)X=x±y±z±.,.., 3/ -- ± }/m 2 + m 2 + m f + . . . ." 

(:)0) -V=x, ± J, ± -i-, ± /„ , M-^ ± m -j/n ; 

iU)X=ax±by±cz±.,,,, M= ± ^(am^y + (J^^)^ + (7^iJ^~f. . , , 
(33) X==a(jri ±X2±x^± ....-cj, M= ± am^n. 



Berechnung der Gewichte und mittleren Fehler. 



m , , nie , m,, 



.m„ = mittlere Fehler 



l 



der Gröfsen 



i'i, i>2, i>3, .-..j^n^Gewichte (323 J 

«1, «2, «3, .... 2„ = Gewichtsverhältniszahlen i '^^ ' '^'^ ''*»'•••• '^m 

m = mittlerer Fehler \ 

V = 1 = Gewicht | der Gewichtseinheit, 

j = Gewichtsverhältniszahl * 

mo = mittlerer Fehler 1 . , ^ ^ 

/- • u«. I emer vorläufig angenommenen Gewichtseinheit, 

k = m ' = Gewichtskonstante. 

k 



(84) Pi = --- , Pt = --" » P8= -^ 



...p, 



(35) mi= ± ml/ , TOa=±my-, «13= + mV , m,^=±ml/— 

' Pi ' i'» ' Ps ^ Pn 

(»«) (I> = 1) : Pi : Pi : P« :..../>„-=„.„, :„^ : ^ - - - — •• . ^ 

• mm m 1 TO 1 m ^ m ^ m 3 m 3 m^ m 

(ST) m : m, : m, : m, : . . . . ,h,^ -_. ]/ J\^ .. l/ l : ]/ ^ .. l/I : . . . ]/ ^I 
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(39) m = ±mol/71_.- 



Fortpflanzung der Gewichte. 

P= Gewicht von X, 

Px* Pyf P»> ••••= Gewichte von x, y, z, ...., 

P = Gewicht von r j , z j ; ' a , . . . . ac^ , 

a , 6 , c , = Konstante. 

(40) X=ax, p^"""} ' 

(41) X=x±y + z±...., J^ = .l _l.i^_l + .... 

-P Px P, P, 

(48) .Y=J^, ±jr,±r.4....j',, P = "^" 

(43) X=ax+by + cz + ...., -J, = a» - +6' - + «» ' -f 



(44) A-=<i(T, +/, + /, + .,.. xj, ], = <»'»^ 

(45) X=fU,y,z, ....), 



P- P.^' Py^ P. 
j, = <»'» • 

P-Ux/ p,^\dyl p^^\dt) p,^' 



II. Teil. Theorie der Beobachtungsfehler. 



{^), (y), («)> = wahre Werte 

X-, y, 2, = wahrscheinlichste Werte 

j, 9, 3, = Näherungswerte 

q = Anzahl 

dg , dl), d.^ , — Aenderungen der Näherungswerte K , 9 , J , . . . , 

wodurch diese in z , y , 2 , . . . Übergehen, 
Äi, Äi , iig, . . . . J.^= Beobachtungsergebnisse, 
(yli),(>l,),(>28), . . {^n)= wahre Werte 
Li, Li, Li, . . . ,1j^:= wahrscheinlichste Werte 
Ii, la, Is; ••••^n= Näherungswerte 

« = Anzahl 

dli, di^, dl 8, ... dl,j= Aenderungen der Näherungswerte li, Ij, 

(s — Inf wodurch diese in Li,Lj,Lj, — L^ 
übergehen, 
(^i)f {^i)> i^'z), ' • •(^n)= wahre Werte '^ der Beob- 

Vi, v^, v,, . , . . v^=z wahrscheinlichste Werte / achtungsfehler, 
fit fif /»> ' • ' * fn^^ Abweichungen der Beobachtungsergebnisse 

Ai, Ä2, At, A^ von den Näherungs- 
werten r 1 , ( , , lg, 1^, 



der zu 

bestimmenden 

Gröfsen, 



der beob- 
achteten 
Gröfeen, 
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p = 1 ■-= Gewicht \ ^ ^ _ . ^ . 

•*Ai f ui } der Gewichtseinheit, 
m = mittlerer Fehler j 

Pit Pii P»i ••• ./>„= Gewichte 1 der Beobachtungsergeb- 

m,, «,, m,, ....m^= mittlere Fehler j nisse Äi^ÄtjÄt, >l„, 

„ ^ ^ ^ . , ^ der wahrscheinlichsten 

"* » -P« » P. » = Gewichte I iir «^ j 

,5 ,J J . , w- . 1 > Wertex,y, 2, ... der zu 

3/, A/, JJf, = mittlere Fehler J , ,. "^ ' ^ ^- 

' * * ' bestimmenden Gröfeen. 

Wo in einzelnen Abschnitten abweichende Bezeichnungen gebraucht werden^ 

werden sie besonders am Anfange des betreifenden Abschnittes angeführt. 



Grundformeln. 

(46) Pi«i»i+Pt«3i7«+p,v,r,-|-....p,''n«n = [p''*] = Minimum. 



(47) m- 



=±yfe^ 



] 



Direkte Beobachtuogen. 
Direkte gleich genaue Beobaclituogen. 



m\ 



._[^]-'^' + ^j+Au.---A^. 



(50) 

»1 = 



x = l + 



n n 

(49) ' Ä, = t+dl,, 

. Jin = l + dln. 
dl,+dl^ + dl^ + ....dl. 



■l + l^l 



(58) [t] = 0. _ 
(51) {.. = .->l., I (58) m = ±/pl/i-i_ 

I m -i-y^^iVi-i- 

(55) P=»P. ; (56) ^-±mY]^-±m]/j^=±]/~l:^,,-±^-]/i 



Direkte ungleich genaue Beobachtungen. 



(58) ^ 



~ [P] ~ Pl+Pi+P» + --"Pn 

(59) l A, = l + dl,, 



Jin==l + dln, 
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p dl 4-p dl -\-p dl +....P„rf/«. TtjrfZl 

(60) ^ = iH :,r-ir;; I « « — -'+ r«i 



l>i+P,+/',....Pn 



[/>] 



(«D 







. 


1 


.. = ±.1/;-, 






"••=±"'KV 


) 


« « == X — An . 


m.= ±mj/A, 






«.„ = ±mj/l. 


(05) >P=[p]. 


m ^-±-i/]>-±."i/[;r±y[.]r-i)- 


« 


i7) [pvv] = \ 


>^^]._ü?'fH^i"i]_fprf,rf,j_Lp«'n 


[prfi] 
P] ■ 



^ 1 , ^ 2 » ^ 3 » ■ • 



Berechnung des mittleren Fehlers aus Beobachtungsdifferenzen. 

» i = Beobachtungsergebnisse, 
4 „ = Beobachtungsdiiferenzen A* — yl" , 

kl ^ kli kl , ... hl i = regelmäfsiger [ Xeil der Beobachtungs- 
(5i! <J.,' <J3, ... <j! =zufölUger / differenzen 

Die nachstehend mit * bezeichneten Formeln gelten ftir den Fall, dafs die 

Beobachtungsergebnisse Äyy A^y A^ A^ gleich genau sind : die übrigen Formeln 

gelten allgemein. 

«i) Der regelmäfsige Teil der Beobachtungsdifferenzen ist für 
alle Beobachtungsergebnisse gleich: 



(08) 





(«»)♦ * = ff^. 


(?1) 


S,^k-A,, 
S,^k-A,, 
«5. = *-^,, 


A =X'—X" 


»^ = k-A^. 



inr [iS] = [AA]-^i^[A] = [AA]-nkk, 



in) 



[p6d] = [p A A]-^-?^^^[V A] = [p A A]-[p]kk. 



A„ 



(U) 



a-t) Der regelmäfsige Teil der Beobachtungs differenzen ii , i j , 
... i„ ist proportional den Gröfsen /,, l^, /,, /„: 

A, = ^~X'-, \ (75)» k: 
A .^r—X". 



[lA] 

[pM] 
[pll] ■ 



4,=±it/, — A 1 , 
6,^kl,-A^, 



kl. 



6,) Der regelmäfsige Teil der Beobachtungsdifferenzen wird 
aus den vorliegenden Beobachtungsergebnissen berechnet: 



CS)* m=.±y.y,fflV 
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66] 
n(n-l)- 



(•s^) -=±]/2\:-\: 



my 



..=±my;. 
.«-±myp^ 

*'=±'"yp.' 

> 

6a) Der regelmäfsige Teil der Beobachtungsdifferenzen ist 
voraus bekannt: 



(Hi»y m = ± 



Vpf 



[66] 
2n • 



^s) --±y^2» 



(SS) 



«51 



(s;r '»=-±«nyi-±y 

^'"- -"*yp,' 

'"'=±'"y;>\' 



2n 



(SS» 



±- m 



== ± m 



Direkte gleich genaue Beobachtungen mehrerer GrOfsen, deren 
Summe einen bekannten Sollbetrag erfüllen mufs. 

. x= wahrscheinlichste Werte der beobachteten Gröfsen, 



[ f ■* « • •« a » 



Ol, ao, Oa, . . . . a^= Beobachtungsergebnisse, 

i' = wahrscheinlichster Wert der Verbesserungen der 

Beobachtungsergebnissc, 

S — Sollbetrag, 

2 — Beobachtungsergebnis für den Sollbetrag, 

/ := Widerspruch zwischen Sollbetrag und Beobachtungs- 
ergebnis. 



(90) Jr,-j /,+r3-f....x„=6'. 

(91) a,4 a. + a3 + ....a„-2'. 

(93) t-^/. 



(94) 



r ,» — a-i-\-v f 
•fa-^öa + v» 
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(95) m 



=*-'Yi 



<«> A=i(--;)- 



(»«) •»„=±m]/^=±/"|/^- 
(08) ir.= ± n.y;-= ± m]/' (l-;)= ±/|/rR)- 



Direkte ungleich genaue Beobachtungen mehrerer Gröfsen, 
deren Summe einen bestimmten Sollbetrag erfüllen mufs. 

X, y, 3, = wahrscheinlichste Werte der beobachteten Gröfsen, 

a, ßy y, = Beobachtungsergebnisse, 

.= wahrscheinlichste Werte der Verbesserungen der 
Beobachtungsergebnisse, 

Sf 2, f = wie vorstehend. 

1 



^a' *>' ^yy 



(100) a + ß + y + ..,. = 2, 
(101) f=S-2. 



(loä) 



p 
1 

p 
1 



(103) 



X- 


= «+««, 


y- 


= ß+^ßf 


z - 


= y + ^yf 



(104) m: 



■fiii 



OW) 






(10«) 









(107) 



^f.= ±rix-^l^ = 



+ m 



3/^= ±m 



Vk 



+ m 



Jtf,=^±m-|/A= + 
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Vermittelnde Beobachtungen. 

Gleichungen für die Beziehungen zwischen den wahren Werten 
der beobachteten GrOfsen und der zu bestimmenden GrOfsen. 



(108) 



(^,) = F,((x),(y),(0, ....). 
{^B) = F,{(r),{y),{z), ....), 

f 



Die Anzahl q der zu 
bestimmenden Gröfsen 
ist kleiner als die An- 
zahl n der Gleichungen. 



Fehlergleichungen. 



(109) 



f L,=F,(x, y, z, ), 

L^ = Ft{x, y, X, ), 

L,= Fa(x, y, z, ), 



(110) 



l ^« = ^«(^;y.»> 



.). 



f 1 ^Li ~Äi, 
v^ = Li — ■ yi«, 

»8= ^3 — >la» 
I 



Wahrscheinlichste Werte der zu bestimmenden Gröfsen. 



(111) 






Faktoren und Absolutglieder der umgeformten Fehlergleichungen. 



(112) 





et ' 






"'-ea' 


.... 


> 






c'9 






.... 1 


(lU) 


# 


6. = '''' 
1 * «^9 


» 


> 


. . . . , 
. . . . , 






6 =''« 
» Ö9 








[ ii-=i^i(5, Vf a, ... 


.), 


r L 


,=I.frft., i 




f/, = I,-.l,, 


U = ^\(i;» \), if ... 


•), 


L 


, = l, + rfl,, 




A = ti->1., 


li = Fs{V., t), 3, ... 


), (11») 

.). 


L 


. = l3+rfl., 


(115) 


/, = l.-^., 


I =F 


,(t, 9. i, ■■• 


L, 


. = !» + <«,. 


, Ai^^'n '*«• 



(110) 



Umgeformte Fehlergleichungen. 



dl, =rt,dj-}-6id94-Cida + ... > 
dl, = a2dj4-*2'^9 + Ca^8 + 



^^ = ««^£+*n^9 + Cn^8 + - 



(in) 



fi-/i+rfii, 



Digitized by 



Google 



12 



Formeln. 



(118) 



Endgleichungen. 

[pab]d^ + lpbb]dt)+[pbe]di + .... + [pbn=0, 



dr. 

[paa] 


dr) 
[pab] 


di _ 
Ipae] 


■•■■■_. 


dt + lpan = 0, 


dl») 


[pbb\ 


\pbc\ 




dx) + [pbf] = 0, 






[pee] 




di + [pcn=0, 










. 







(120») 



a, = [paa], hi=\pab], c, = [pae], 
b., = \pbb],^ C^=[pbe], 

I Ca= [pce\, 



(121) 



U = [paf], 
U = lphf], 

f8 = [;>c/], 



c,rfE+c,dv4-Cada + ....f3 = 0, 



Rechenschema (124) für die Auflösung 



\paa] j [pafe] i [pac] 



[p«/i 



[pbb\ 



[pbe\ 



b. 



f. 



Ol 



.f. 

Ol 



c, 

Ol 

6, 

0, 



6« 

' Ol 



— c 

-i =^, 



93i 



Mittlere Fehler der Gewichtseinheit und der Beobachtungs- 
ergebnisse. 

(125) m=±]/f;_:;i, 

(12«) "»i^-i»»]/^!^. '"*~-"^V^!,' '»8=±my^^^^, ....m„= j:my^|- 
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Faktoren und Absolutglieder der reduzirten Endgleichungen. 

.... Si^f» — ^^*' 

58 = f8 — :r~f» — «'5*' 

Ol 2Ö2 



(120 »>) 



Ol eil 



c, (Et^ 



im) 



Reduzirte Endgleichungen. 

a,dE+B,d94-Cidj4-.... f,=0, 

63da + ....S3 = o, 



im) 



dr) = . 






rfE = 



«'1 j Ci , 

Ol Ol 



■©,■ 

Bf. 
.f. 

Ol * 



der Endgleichungen mit Probe (127). 



[Pif] 


[p««] 


..-.' [p^n 




Probe. 




— 


-1-:- 

= 6, 




.... 


f. 

öl 

= 5. ' - 




ftl 1 


f.da 




5. 1 1 








i 1 9> 1 








s. 




= .S 




= 2 




! 




i 


.... 



Reciienproben. 
(127) -|^f.-|^g.-|^W.-....=f.<«s+f.<'9 + f»'ia+.... = -^. 

(137*) Li, Lt, Jjz L^ übereinstimmend nach den Formeln (109) und (113). 

(IS?"») Pi, r,, r «^ übereinstimmend nach den Formeln (110) und (117). 

(188) ^ rj'*''i=o. 



[;,crj^0, 



(130) U>vv] = \pff] + 2. 
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Bildung der reduzirten Endgleichungen aus reduzirten Fehler* 

gleichungen. 

1. Die n umgeformten Fehlergleichungen 

»•,=/■, ±dj + 6,<i9 + c,dj + ...., Gewicht =p,, 

Vt=ft±di-\-btdr)-]-eidi-\-...., „ =;>,, 

Vt=f,±dt+btdi) + eadi-\-...., , =;>», 



worin n,=o, = fl» = rt^ = +l oder = — 1 ist, können reduzirt werden auf 

die rfj nicht enthaltenden Fehlergleichungen : 

» , = fi-\- b,dt)-\- c 1 dj + , Gewicht = y i , 

»j = fi-\- btdi9-\- «i «'s + ••••» » = Pi, 



(130) 






Pn> 
1 



oder, indem 



(1»1) 



F,^r»- 



[Pf] 
IP] ' 

IPf] 
[P] ' 

[pf] 
[P]' 






F. 



Bt=^bt — 
B, = b,- 



\pbi 

[P] ' 
[pb] 

\P]' 



C,=«,- 



\P£] 
[P]' 

[pcj 
[p]' 

IP] ' 



"'" "ip] ' , 

gebildet wird, wobei [pF]- 
gleichungen : 



B. 



[pb] 
■ [P] ' 



[P«] 



:[pÄ] = fj»C] = .... = werden mufs, auf die Fehler- 



(182) 



«, = F,+J?,d9+C,<Jj + ... 
Vt = Fi-\-Btdi^-{-Cidi-\-... 



Gewicht = /> i , 
*> =P», 
» =P«. 



»„ = ^. + «»<'9 + ^„<i8 + ...., , =P,. 

Nachdem dp, d j , .... aus den reduzirten Endgleichungen bestimmt sind, 
erhalten wir d i nach : 

(188) ^£^4=5/^/,^ -T f/:.V^9 T f/lV^a^ •.... 



IP] 



{P\ 



[P\ 



worin 



das I } Vorzeichen gilt, wenn das Vorzeichen von dg m den umge- 

\ untere ) 

{ positiv ) 
formten Fehlergleichungen j . J ist. 

Um nach Formel (129) den richtigen Wert von [/>«i>l zu erhalten, kann 
erstens dem sich bei Auflösung der reduzirten Endgleichungen nach Formel (127) 



mr 2 ergebenden Betrage — ^Sj — Jl'g, — .... noch — 



[pf] 



[pf] hinzugesetzt 



SB«"'^ ©,•"• ™* [p\ 

werden, oder es kann zweitens bei Benutzung der Formeln (ISO) der aus der n -f- 1 ten 

Fehlergleichung entspringende Betrag —-F^[pf\ mit in [pff] aufgenommen 

werden, oder es kann drittens bei Benutzung der Formeln (181) und (182) [pFF] 
statt [pff] gebildet und in Formel (120) eingesetzt werden. 

Wenn p^=p^—p^ — /J„=l ist, so vereinfachen sich die Formeln (ISO) 

bis (188) wie folgt: 
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(185) 



4) 


0, 
0» 

n. 


= A + 6t<i9+ etrfj + -.- 


•» 


Gewicht 

n 

n 


=+1. 
=+1, 
=+1, 


'^/ 


»» = /»+ *„<*9+ «„<'ä + ..- 


n 


=+1. 




», + i = [/] + [H<i9 + l<']rfä + ..... 


» 


_ 1 , 

n ' 


...A-t{', 






C,=c, 




..=..-!{', 






C^=e, 




F -f [^1 


^,=6._m, 




C,=«, 


n ' 




« " n ' 




Cn='n 


n ' 


wo [F] = [J?] = [C] = ..., = sein mufs; 






(18«) 


r, = F, + B,dt)+C,dj + ...., 


Gewicht 

n 


= +1, 
= + 1, 
= + 1, 




r =F 
. » — » 


+ B,d9 + 0,dj + .... 


> 


» 


= + 1. 



Nachdem d 9 , d j , . , 
erhalten wir dj nach: 



aus den reduzirten Endgleichungen bestimmt sind, 



n n n 



worin das 



{obere 1 
untere J 



(IST) di-- 

Vorzeichen gut, wenn das Vorzeichen von dj in den uni- 



i positiv ) 
geformten Fehlergleichungen { . > ist. 



Um nach Formel (129) in diesem Falle den richtigen Wert von [pvv] zu 
erhalten, kann erstens dem sich bei Auflösung der reduzirten Endgleichungen 

nach Formel (1!W) für 2 ergebenden Betrage — E'5a — f 'Ss— . • • • noch 

— — [/] hinzugesetzt, oder es kann zweitens bei Benutzung der Formeln (134) 

der aus der n + 1 ten Fehlergleichung entspringende Betrag — — [/] mit in \pff] 
aufgenommen werden, oder es kann drittens bei Benutzung der Formeln (135) 
und (186) [FF] statt \ff] gebildet und in Formel (189) eingesetzt werden. 

Mit den nach den Formeln (130) oder (134) erhaltenen Werten » 1 , 2 , « » , 
....»„ ergeben sich die wahrscheinlichsten Werte tJ», v^, r^, .... v^ der Beob- 
achtungsfehler nach: 

ri = 0i ± d%, 

(138) { f8 = o«±dE, 
f 

Die Proben nach den Formeln (täS) sind: 



dS») 



[pv] = 0, 
[pbv] = 0, 

[P6V]=0, 



oder wenn sämt- 
liche Gewichte 
gleich 1 sind: 



(140) 



[.] = 0, 
[6f] = 0, 
rct.] = 0, 
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2. Die n umgeformten Fehlergleichungen 

^i=fi + adi-{-bdt)-^edi-{- , Gewicht =pi, 

r^=ft + adj: + bd^ + cd^ + ...., „ =Pt, 

'•8=/8 + «<'E + *«^9 + «<'3 + .---, n =Pz, 



*'«=/« + «<'E+^<^9 + c^3 + --.-, » =Puf 

worin a,=a, = n3 = a^z=:n , b ^z=bi=zb^ = b^^ = b, Ci=Cg = Ca = . 

c^ = c, ist, können reduzirt werden auf die eine Fchlergleichung 

(Ul) i> = ^^^^ + adv^ + bdr)+cd^ + ,..., Gewicht =[/!]. 

i{. Die Fehlergleichung 

v=f-{-ad}C'{-bdr)-\-cd^-\- , Gewicht =/> 

kann ersetzt werden durch die Fehlergleichung 

(HZ) qv = qf+qadi^qbdT)-^qcd^-{- , Gewicht=^; 

4. Die n Fehlergleichungen 

r , =/, ± dj , Gewicht =Pi, 

v.,=f^ ±dx-\-bdr) + edf, + ...,, „ =p^ 



können reduzirt werden auf die eine Fehlergleichung 
(14») »=A-f^;^^lp;;f^ + 6rf9 + crfa + ..... Gewicht =;^^ 
Alsdann ist: 

(•«) '"^= ^ tv^iv]*'''^ ?;?''' ^ 

{ohere I 
5 Vorzeichen gilt, wenn das Vorzeichen von dj in den um- 
untere I 
positiv 1 
> ist. 

Ebenso wie bei Anwendung der Formeln (180) bis (1S3) mufs auch bei 
Anwendung der Formeln (148) und (144) dem sich bei Auflösung der reduzirten 

Endgleichungen nach Formel (137) für 2 ergebenden Betrage — «*S« — !;'5»~'"« 
noch — F }[pf] hinzugesetzt werden, um nach Formel (129) den richtigen Wert 

von [pvv] zu erhalten. 

In dem Falle, dafs pi=p2=p3 = Pn'^^ *st, vereinfachen öich die 

Formeln (143) und (144) wie folgt: 

(14o) x>^f,-^^J^(' + bdr) + cd^ + .,.., Gewicht =l~i = -'^^ 

(146) d5= + ^J]^ + i6rf9 + i^'^a-f ...., 

worin bezüglich der Vorzeichen das zu Formel (144) gesagte gilt. 

Der erforderliche Zusatz zu dem 2 Betrage — L * ^ 2 ~~ !r ' 5 s — ist hier 
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Bedingte Beobachtungen. 

I , II , III , IV , .... = wahrscheinlichste Werte der beobachteten 

Gröfsen. 
I, 2, 3, 4,....= Beobachtungsergebnisse. 
(i),(2),(3),(4),....= Verbesserungen der Beobachtungsergebnisse 

I, a, 3, 4, und wahrscheinlichste Beob- 
achtungsfehler, 
»^'a » '^bf '^'c » = durch die wahrscheinlichsten Werte der beob- 
achteten Gröfsen zu erfüllende Sollbeträge. 
2^, 2f,, 2g, = Beobachtungsergebnisse für die Sollbeträge. 

(147) Die Anzahl r der zu erfüllenden Bedingungen ist gleich der Anzahl der 
vorliegenden überschüssigen Bestimmungen der gesuchten Gröfsen. 

(148) Die zu erfüllenden Bedingungen müssen von einander unabhängig 
sein, so dafs ein und dieselbe Bedingung nicht mehrfach in verschiedener Form 
vorkommen kann. 

(149) Die diesem Grundsatze entsprechenden Bedingungen werden in jedem 
Falle gefunden, indem zuerst die beobachteten Gröfsen ausgewählt werden, die zur 
einfachen nicht versicherten Bestimmung der gesuchten Gröfsen notwendig sind, 
und indem dann fllr jede der übrigen beobachteten Gröfsen nacheinander festgestellt 
wird, welche unabhängige Bedingung durch Hinzutritt derselben zu den bereits 
betrachteten beobachteten Gröfsen entsteht. 



Bedingungsgleichungen. 

F^(I,II, III, IV,....) = ÄV. ! 



,.„,„ F,{i,n,m.iv ) = S4, 

' \f\ (I.II, III, IV,....) = S., 



(151) 



^«(i. 2, 3. 4, .■■•}^2^, 
■f'cii. a, 3, 4. ) = -Sc. 



Die Anzahl q der beobachteten 
Gröfsen ist gröfser als die Anzahl 
der Bedingungsgleichungen. 



(153) 






(154) 



*i 



öl 



KolL 2. Aufl. 



(153) 



II = a+(a), 
in = 3 + {3), 
IV = 4 + (4), 



6,: 



' ca ' 
' cz' 



».= 



63' 

&3 

bFc 

' (>3 



'"-'>4-', 



b 

Digitized by 



Google 



18 



Formeln. 



Umgeformte Bedingungsgleichungen. 

Ol (i) + '»»(a) + <i,(3) + «4(4) + ••••/■«. 
6,(i) + 6,(2) + 6,(3) + i4(4) + ----A. 
c.(i) + e.{2)+e.(3) + «.(4) + .---/"., 



(155) 



(156) 



Korrelatengleichungen. 


(1) = 


-"'t _l_*'t -l-*'t 4- 
- — *« + — *» + r^ *« + — > 
Pi Pi Pi 


(2) = 


-p"'-+f;''+,"*.+ 


(3) = 


v:'-+fi''+r.'.+ 


(4) = 


-,';'-+k'.+;i'.+ 



Endgleichungen. 



(157) 



aa 


*« + 


a6 


*ft + 


ac' 


J> . 




i' . 




P . 


ah 


*a + 


66 


*ft + 


be 


[p \ 




[p J 




[p \ 


ae 


*a + 


6c 
P . 


*6 + 


cc 



*.+. 
*.+. 
*«+• 



■=fa, 



(158) 



/ \aa 


1 




X — 
8 = 


a6 

P . 
66 


9 




ac 

J. 
be 

P . 


} 
> 


.... 1 
• • • • f 






Cg = 


cc 


> 


. . . . ) 

. . . ., 




(159 


) 


Cl*a+C«*, + C,Ä,+ ....f3 = 0, 






Die Auflösung der Endgleichungen erfolgt wie bei den vermittelnden Beob- 
achtungen. 

Rechenproben. 

(160) [p(n)(n)] = [A/] = -ffcf]. 



(161) 
(168) 



=P.(i)(i)+P.(3)(2)+p,(3)(3) + P«(4)(4) + - 



(163) Die umgeformten Bedingungsgleichungen (155) und die Bedingungs- 
gleichungen (150) müssen durch die Zahlenwerte der Verbesserungen ( i ) , ( 2 ) , 
( 3 ) I ( 4 ) » — . und der wahrscheinlichsten Werte I , II , III , I V , der beob- 
achteten Grölsen erftlllt werden. 
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Mittlere FeUen 



(164) „,=±y[M]^(!in. 

(165) TO,= ±my— , «2== iml/— , ma==± ml/- , m^==±my--, 

Bildung der reduzirten Endgleichungen aus reduzirten Bedingungs- 
und Korrelatengleichungen. 

Die Bedingungsgleichungen 

(I)+ (2)+ (3)+ (4) + ....=/ai 

c,(i) + c,(2) + c,(3) + c*(4) + ....=/c. 



und die Korrelatengleichungen 



U-HMf.-'+fM- 


■ • f 


<'»-?;*-+Jl*'+Pi*-+- 


• • # 


(3i=i'.+:-;'.+|-:'.+- 


* • f 


"'-,V-4:''+p:'-+- 


• • f 



worin Oi = a, = ag = a4 = = +1 ist, können reduzirt werden auf die Be- 
dingungsgleichungen 

h 
b 



am 



*i((i)) + ft.({2)) + 6.((3)) + ^((4)) + ....+ y ((n+l))=^-[-5 
«l((I))+c,((2))+c,((3))+c,((4))4-....+[^]((n+l))=/,- 



/«, 



fa> 



und die ib^ nicht enthaltenden Korrelatengleichungen 

((3))=p-;**+|i*.+--. 



((n + l)) = - 



[61 




c 






.P. 
fl 


K- 


P. 
1 


*,-... 


• f 


P. 




i'. 










b* 
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Dann ist: 
(168) *„ = - 



[61 




c 


P. 

rii 


h- 


p\ 
1 


p. 




:p\ 



und: 



(16») 



*c---"+rn/"« = ((n+l))+.||/„ 



(2) = ((a)) + i-*„, 

(3) = ((3))+^/„. 

(4) = ((4)) + ^*„, 

r 4 



4. Die Formeln (166) bis (160) vereinfachen sich , wenn die Gewichte p i , 
Pt) Ptf Pi, sämtlich gleich 1 sind, wie folgt: 



(HO) 



ft.((i)) + 6.((2)) + 6.((3)) + ^((4)) + ---- + [*]((n + l))=A 



n 

[«1 



fa, 



«.((!)) + ". ((2)) +ea ((3)) +c. ((4)) + ..•• + [«] ((n+l))=/-.-4J/„ 



((2)) = 6,*j + e. *, + ..., 
((3)) = fr. *.+«»*. + ••• 
{(4)) = ^*« + <'-*. + --. 



(i:i) 



a^)*« = -^-^*.-^^^*c-....+ i/a=((« + l))+i/a. 



(m) 



[(I)=((l)) + *a. 

(2) = ((2))+*a> 

(3) = ((3)) + *a. 
(4)-((4)) + *a, 



Spezielle Regeln für die Berechnung der Anzahl der zu erfüllenden 

Bedingungen. 

(174) In Polygonnetzen ist die Anzahl r der zu erfüllenden Bedingungen, 
wenn n^ neu zu bestimmende Knotenpunkte durch n, Züge mit einander 
verbunden sind,: 

rz=n^ — np + l, 

(175) und wenn das Netz aufserdem durch n „ ZiXgc mit gegebenen Anschlufs- 
punkten verbunden ist, so dafs im ganzen N^ = n^ + n^ Züge vorhanden sind: 

Die Regeln (174) und (175) können in allen Fällen angewendet werden, wo 
Gröfsen aus den beobachteten Unterschieden zwischen denselben zu bestimmen 
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sind, also beispielsweise auch wo Richtungen (= Knotenpunkte) aus den auf einem 
Punkte beobachteten Winkeln (= Zügen) zu bestimmen sind. 

In Dreiecksnetzen, woraus rückwärts eingeschnittene Punkte und die auf 
diesen beobachteten Winkel oder Richtungen ausgeschieden sind, ist die Gesamt- 
anzahl r der zu erfüllenden Bedingungen: 

(176) wenn zur gegenseitigen Festlegung von n^ Punkten n^ Winkel vorliegen, : 

(177) wenn zur gegenseitigen Festlegung von n^ Punkten n^ Richtungen auf 
»,^ Standpunkten vorliegen,: 

r = n^ — 2np — n,, + 4, 

(178) wenn das Netz aufserdem noch an n^ Dreiecksseiten angeschlossen ist, 
deren Neigung oder Richtung gegeben und unverändert beizubehalten ist, gleich der 
sich nach (176) oder (177). ergebenden Anzahl plus n^ — 1 , 

(179) und wenn das Netz aufserdem noch an «^ Dreiecksseiten angeschlossen 
ist, deren Länge gegeben ist, gleich der sich nach (176) oder (177) und (170) 
ergebenden Anzahl plus e^-j-l , 

Bei Abzahlung der beobachteten Winkel oder Richtungen werden Anschlufs- 
Winkel oder Anschlufsrichtungen nicht mitgezählt, wenn die betreifenden Anschlufs- 
seiten nicht dem eigentlichen Dreiecksnetze angehören. 

(180) Im einzelnen ist die Anzahl rj der zu erfüllenden Bedingungsgleichungen 
I. Klasse oder Stationswinkelbedingungen, wenn »^ Winkel zur Bestimmung von 
»^ Richtungen auf n,^ Standpunkten vorliegen, : 

^l'^-'^v — '^r + ^st* 

femer die Anzahl r^j der Bedingungen II. Klasse oder der Netzwinkelbedingungen, 

(181) wenn n^^ Standpunkte durch n^ Linien verbunden sind, an deren beiden 
Enden die Winkel bestimmt sind, : 

(18'i) wenn das Netz aufserdem an n ^ Dreiecksseiten angeschlossen ist, deren 
Neigungen gegeben und unverändert beizubehalten sind , : 

»■// = «« — «*< + **a> 

endlich die Anzahl r^jj der Bedingungen III. Klasse oder der Seitenbedingungen, 

(183) wenn »^ Dreieckspunkte durch n, Dreiecksseiten verbunden sind,: 

(184) wenn aufserdem die Längen für «^ Dreiecksseiten des Dreiecksnetzes 
gegeben sind , : 

(185) In Liniennetzen ist die Anzahl r der zu erfüllenden Bedingungen, wenn 
zur Bestimmung von n Punkten w, Strecken gemessen sind und n^^ von diesen 
Strecken in n geraden Linien liegen, die gerade bleiben sollen,: 

r = 71 , — 2 /i ^ 4- 3 + » ,^ — 71 ^ . 
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(186) 



Bedingte vermittelnde Beobachtungen. 

1. Verfahren. 
Umgeformte Fehlergleichungen. 



= %^£ + ^^9 + «n^3 + . ...+/«. 



Die Anzahl n der Gleichungen 

ist gröfser als die Anzahl q der 

zu bestimmenden Gröfsen. 



Umgeformte Bedingungsgleichungen. 



(187) { B,di+B,dr)-tBj,df^ + ...,^fs=:0, 



Die Anzahl q der zu bestim- 
menden Gröfsen ist gröfser 
als die Anzahl r der Beding- 
ungsgleichungen, es ist also 
auch n > 9 > '• . 



(188a) 



(188b) 



Endgleichungen, 

[paa]dTC + [pah]d^ + [pac]d^ + ,... — A^k^ — Bik^—,,,.-}-[paf] = 0, 
[pab]dTc + \phh]dt) + \pbe]d^ + ....--A,k^^B,kj,-,,., + [pbf] = 0, 
[pac]dTc + \pbe]dr) -{-[pec]di +.... — Aj,k^ — B^ks — .,.. + [pef]=0, 






Ai dt) — 
B,rf9 — 



A^di-. 






(189) 






(190) [pit 






(IM) 






2. Verfahren. 



(192) 



( ^E=rfKo + (i), 
) rf9 = ^9o + (2), 

I rfS=^3o + (3), 



Umgeformte Fehlergleichungen. 



(198) 



'on = «n ^Eo + &n^9o + <'n ^8 + ..../„, 
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(IM) 



Endgleichungen. 

[pac]dTCo+[pbc]d}9Q'^[pcc]dio + ''"[pcf]=^0, 



(195) 



«0 = 3 +dho, 



(19«) [P»o 



fi. 









= rj»//] + f|rfEa + f.'*9o + fi<ia.+ 



(W?) m.=±]/L^l£ 






(201) 



Bedingungsgleichungen. 
(198) { J^i,{«,»,», ....) = 'So, 






Ä,= 



iF. 



B,= 



8io 
8i« 



>!,= 






/. = «. 



(800) /i = Si,--y», 






8«o 

80« 



(«02) 



* = J:o + (i). 

y=yo+(a), 
« = »«+(3). 



(204) 



Umgeformte Bedingnngsgleichuogen. 
(20S) {-B,(i) + 5,(a) + 5.(3) + ....=/i, 



[poejen+tpfte] Qi» + [pee]Qis+.-.. = 0, 

• » •.... » y 

[paolQji + [pa6]Q2, + [|)ac] Q8S + ..-. = 0, 
[pab]q^,J^[pbb]q^^^[pbc] Q„ + .... = 1, 
fpac] e2i + [l>6c] Q«2 + fpcc] Q,g + .... = 0, 
> 

[paa]Qgi+[paö]Q82 r [i'acJQa3 + .... = 0, 
[pab-\q^,^[pbb] Q,a + [p6c]Q»a+.... = 0, 
[pac] Ö,i + tp6cl Q„ + [pcc] Q33 + .... = l, 



u. s. w. 
Die Auflösung der Gleichungen (^04) erfolgt nach Schema (Ä19). 
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(305) 



Koeffizienten (81), (SB) 

(3l.) = + ^,Q„ + ^,Q„+^,Q„ + 

(3l.) = +^,Q.,+^,Q„ + ^,Q„ + ...., 
(«,)= + ^,Q„ + ^,Q„+^,Q„+... , 

(»,) = + JS, Q„ + J!,Q„ + B,Q„ + ...., 
(«,) = + -Bie..+B»Q22 + B,e„ + ...., 



(306) 



(307) 



Korrelatengleichungen. 

(2) = (Sl,)*^ + (»,)i^ + . 

(3)==(«.)*^ + («.)fc/,+ . 



(308) 



La].= 
[3] = 


■. + A, 

-. + A, 


oder 
.k^ + B, 





(i)=fi]eu+i2]Q,2 + f3]Qu + .. 

(2) = [i]Q« + [2]Q« + f3]Q..+ .. 

(3) = [i]e.i + |2j«M + [3JQ..+ .. 



(309) 



Endgleichungen. 

[^(a)]*_,+ [^(!8)]A^ + ....=4, 

[B(a)]*^ + [B(«)]*^+....=/,, 



(810) 



a, = [^(a)], I b. = [^(»)]=rS(«)], 



(311) 
(313) 



6. = f-B(»)], 






= -/». 



• f.=0, 

• fi = 0, 



[fc/] = -fAf] 



= (i)[i] + (3)[a] + (3)[3] + ---. 
(318) tn, = ±-1/^*^3. 

(314) [?»«'] = [p»o«o] + L*/] 

(315) m = ±-\/^ÄPl'T_^'^[pv,Voi+[m 
rn—q-\-r -^ ¥ n — g + r 



Digitized by 



Google 



Formeln. 



25 



Gewichte und milllere Fehler der wahrscheinlichsten 
Werte der zu bestimmenden Gröfsen und von Funk- 
tionen derselben. 

1. Für vermittelnde Beobachtungen. 

Gewichte und mittlere Fehler der wahrscheinlichsten Werte 
der zu bestimmenden Gröfsen. 

Endgleichungen. 
f [i>n«]rfS + [;)n6]dt) + [i>ne]dj -(-.... [/)n/] = 0, 
j lP'^hi<it + [pbb]dt) + [pbc]di + ....[pbn = 0, 
I lP''<-]dx + lpbe]dr)-{-[pcr]Hi-\.....lpr-f]^<i, 



(««) 



^ [P<^c]Qu + [pbr]Q„ + [prr]Q„-\-.... = 



(317b) 



(217 c) 



[paa]Qu + [p«b]Q„ + [pae]Qu + .... = 
[p''l>]Q„ + [pbb]Q„ + [pbc]Q„ + ....=-.l 
[par] <i,, + [pbf] Q,, + [prc] Q„ + ....-=0 

lpab]Q,, + [pbb]Q„ + [pbc]Qt, + ....-^0 
[P«c] Q« + lphe] Q„ + [pc<-] V„ + ....=l 



(818 a) 



Auflösung der Gleichungen (317a). 

f. = -l, f. = 0, f, = 0, ...., 

^ — — *'f -^ — —''f — ®*<? 
0| (I) X): 





Q.. = .. 


5. 
• 6,' 




Q>,--J;«u-.. 


»2 


«. 


a, 0, 


f, 

0, ■ 



(818 b) 



Auflösung der Gleichungen (217b). 



= + E'S« + l^5.---- (Probe). 
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Auflösung der Gleichungen (317c). 

f,=0, f, = 0, f, = -l, ...., 
5. = 0, 5» = -l, ..... 



(218 c) 



«« = 



"6.' 



=+i-:5.+- 



(Probe). 



u. s. w. 





(31») Seh 


ema 


für die Auflösung der Gl 


eichungen (21^) 








f.=-l 


f,=o 


f, = ;....! Probe. 


f, = -lj f. = 

3s = — 1 — g- S j 


1 
.... 


Probe. 


f,= -i;.... Probe. 


.... 


Ol 


-^:'- 






5.=-i 


.... 


+l;5. 


= 5, 


e?« » 


g. 




ö,^* 




». ~ 


! 


e. 










-1^ ' =^. 




_?_• 




i 


i », 




6, 




1 






-ii,J 


5. 




»2 


1 


= y« '...., =Qu 


' 




6. 






1 








1 


1 


=Q« 


Ol 1 Sba 


1 


= Qu 


= <,!.. 


= «ia 




= y.. 




1 


i 



(330) 



= Qn, 



= Qt., 



= Qm, 



(381) 



3/.= ±ml/-^, 3/^=±in'|/j-, : iV.= ±ml/-^, 



Gewicht und mittlerer Fehler einer Funktion der wahrschein- 
lichsten Werte der zu bestimmenden Grorsen. 



(333) 
(334) 



(333) L = 



/,: 



dm 



..) 












+ .... 
+ .... 
+ .... 
+ .... 

...-?, 
. = /, 
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(286) 2« = ^-^^, 



(8W) 



Ol », 



'- = + '. Q, + i.Q. + ^Q. + .--- = ['Q]. 



i. 



S 



8.< 



+ :r'. + i^2. + S"2. + ---- 



Ol 



6, 



CSS8) 



3f, 



-*-y5; 



(220) Schema für die Auflösung der Gleichungen (225) und für die 

Gewichtsberechnung. 



h 


Ol 


' '. ' 


Gewicht P,_ . 


-hd, 

Ol 


+ ^|-'i +/iQ, 
+ 1^8. +«,Q, 

1 


= 8, 




=2. 


^-1: : 


i 



1 


= Qi 


= Q2 


=<?» 



2. Für bedingte Beobachtungen. 

Gewicht und mittlerer Fehler einer Funktion der wahrschein- 
lichsten Werte der beobachteten Gröfsen. 
(230) /. = y(I,II,III,IV, ....). 



(831) ^ = >; 



(332) 



im' 



/.= 



<^3 



^ = 



c'y 



f [aal , frt 6 

[pv-'np. 


'•»+ 


ac 

. P . 


^'c + ..- 


al 
. 1^ 


= 0, 


ab ,r^6i .r^ci 1 

p- '•„+ -- »-6+ - '•c+.-. 


6Z 


=-0, 


br«+[-,r. 




»'c+... 




= 0, 



(283) 



L2 = i2 + a, r^ 4-6« r^ + c,r^ -f. 

-^ 4 = ^4 + 0* »•« + ^4 *'ä + <^4''c+ • 
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CSUa) 



[n a 





lab] 




f>l = 


P . 


f 


h,= 


\bb] 




- 


f 




L P J 





I c, 



=["]• ' 

-m 






C^S4b) 



»2 = 6j- 



6. 



61. 



b,, j 6j = cj — -ic,, 



G>, 



n> 



(385) ^=[ 



2. = t,-^l,, 

Öl 5ÖJ 



XL 



i>i i^8 i^a ;>4 ""^••" 



n 1 
p 



II] U. 2, _83« 

(23T) Schema für die Auflösung der Gleichungen (232) und für die 

Gewichtsberechnung. 





al' 
. P . 


j 


6/ 
. P . 








! 


Gewicht P^. 


'■ 


I» i. 


r /r 




D 






-::■■ 


-^r. 




L ^ J 


I, 
«1 


= 8, 


6,0 








-1^ =^- 


-|-;s. +..r, 

1 






33, 




1 

Cl 1 




83 

6. 




öl 


















1 








= ''. 


% 




= r 


b 




= r 


e 





Gewichte und mittlere Fehler der wahrscheinlichsten Werte 
der beobachteten GrOfsen. 

Für die Gewichte Pj , Pj^ , Pjjj , Pjy , der wahrscheinlichsten Werte 

II , III , IV , .... der beobachteten Gröfsen wird 



CiiiH) 



( fttr I: 


^ = 1, /. = 0, /, = 0, ^ = 0, .... 


„ 11 


l, = 0, /» = l, l, = 0, l, = 


„ in 


«,=0, i,=o, u=i, i,=o, .... 


» IV 


: ;,=o, z,=o, ;,=o, /, = i, .... 

: , . . . , . , , . , . . , . , . . , . , . . . . 
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29 



und ferner 














für I ; 




ipl-p.' 








« n: 


"1— ^ 
P iPi' 


a l a^ 
P J~"/>2' 


bl _Ö2 

P -1 ""/>«' 


pl i>2' ""' 


(2:W) 


„ 111: 


//]_ 1 
P i~P»* 


ai (lg 

■ P J~~i>8' 


P JPs' 


•i> J Pz* •""' 




. IV: 


11 __ 1 

P J />4' 


al a^ 

ViPi' 

j 


bi __64 





Im Uebrigen finden die Formeln (232) bis (28/) unverändert Anwendung. 

3. Für bedingte vermittelnde Beobachtungen. 

Gewicht und mittlerer Fehler einer Funktion der wahrschein- 
lichsten Werte der zu bestimmenden GrOfsen. 

1. Verfahren. 

(240) L = cp{x,y,z, ,..,). 
[^(2()]r^ + [^(93)]r^ + ....[(3l)n = 0, 



(241) 
(242) 






Auflösung der Gleichungen (242) nach Schema (251) mit Wegiassung von 
[ / 7 ] in den beiden letzten Spalten. 



(243) 



^ 8 = ^ + ^ • »-^ + ^ 8 '•/.. + •••• > 



Weiter nach den Formeln (224) bis (228) und Schema (220) . indem L » , 7^ , 
... für f 1 , / 2 , ig» genommen werden. 



(245) 





2. Verfahren. 




(340) L = ^{t,y,z,....) 




<«'» '-=% \ '.=lf. i '-'f.. 1 - 






r [p aa]7i + [p «6]?, + [pac]^, + .... = /,, 




<344) 


[i)a6]?i + [2j6 6]g2 + [p6c]g8+..-. = ^, 




[pac]gi + [p6c]72 + [pcc]7,+ .... = /8, 




[ai = [paa] 


, , h^.= [pab], i Ci = [i)ac], ...., , 


h, 


, 6, = [p66], 1 c, = [p6c], ; ...., , 


l., 


1 c, = [pcc], 1 ..... ; 


'», 


Öl 1 Öl 1 Hl 


. . . . , 




|(S, = C3-~^Ci-J^e2, ...., s, = ^3-^^ 
1 ■ ' 





(34«) [iq]=+iiqi+ '«?»+ '39. + ... 
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(S47) Schema für die Auflösung der Gleichungen (344) und für die 

Berechnung von [lg]. 



(248) 



l^ 






['?]• 1 


1 

< 

b, 


^:t'. 

:+l:»- 

1 2tQ 


+ ',?! 

+ '.9. 
+ ^9i 


=s. 




= 2. 


4- ^ 

^6, 






1 II 


' = [/ 


J] = 


= 9i 


= ?« 


= 98 , 


1 





(842) {[^(»)]r^ + [fi{»)]r^ + ....[{»)i] = 0, 



6, = [B(«)], 



I. = [(«)«], 



I , = b s — — b , , 

Ol 



..... I 



S, = U-^I., 



(ä4»)-p- = [<9] + t.'-^ + t.'-^+-- 
= ['9]-''I.-^*8.-. 



(85«) 3fi=±m 



VA' 



(851) Schema zur Auflösung der Gleichungen (84S) und zur 
Gewichtsberechnung. 



[(«)'] 


[(«)'] 1 


Gewicht P,, . 


I. 


t. 


[iq] ['1] 


I. 
«1 


«1 




-s. 




-J; 










1 i 

1 

1 




= '-J 


^r^ , 
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Gewichte und mittlere Fehler der wahrscheinlichsten Werte 
der zu bestimmenden GrOfsen. 

. der wahrscheinlichsten Werte -r , y , « , . . . 



Für die Gewichte P,,Py,P., 
der zu bestimmenden Gröfsen wird 



fllr I : ^ = 1 , 
» y: '.=0, 



(35?) 



/, = 0, 
', = 1. 



femer: 



(25») 






'. = 0, 
^ = 0, 






und endlich: 



(254) 



ftirr: ?, = Q„, g, = Q„, 9,= ^,,, ...., [/g] = Q„, 
i> y: ?i = Qii, 9«=yij, qt = <iu, , ['9] = Qs», 



Im Uebrigen finden die Formeln (242) bis (251) unverändert Anwendung. 
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